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Capitulo 1 
Números inteiros 












O início da álgebra 


Em um curso de matemática em nível intermediário, 
não é possível começar com “1 + 1 = 9”. Por isso a 
maioria dos cursos e livros deste nível partem do 
princípio que os alunos já possuem conhecimentos 
básicos, como frações, operações com números 
naturais, etc. E, comum nesses livros que partam 
também do princípio de que os alunos já sabem 
operar com números inteiros negativos. Também 
devido a isso, não são cobradas questões sobre essa 
parte inicial da álgebra em concursos como Colégio 
Naval, Colégio Militar, EPCAr e similares. 
Entretanto muitos alunos trazem do ensino 
fundamental, deficiências antigas no aprendizado de 
números negativos e expressões numéricas 
envolvendo esses números. 





Alunos do Colégio Naval 
Por isso, este livro apresenta seus dois capítulos iniciais com esses assuntos, que servem como 
uma revisão sobre essa parte inicial da álgebra. O leitor notará que ao contrário dos demais 
capítulos, este praticamente não apresenta questões de concursos, justamente porque são 
raríssimas tais questões sobre os primórdios da álgebra. Ainda assim, traz uma grande 
quantidade de exercícios, que visa sanar as deficiências, permitindo um embasamento para um 
bom aprendizado da álgebra nos capítulos restantes. 


Conjuntos numéricos 


A álgebra é uma parte da matemática estudada a partir do 6º ou 7º ano do ensino 
fundamental. Antes disso, predomina o estudo da aritmética, que trata principalmente das 
operações com números naturais e os números racionais positivos. No início da álgebra, 
aprendemos os números inteiros negativos e suas operações, depois os números racionais, 
tanto positivos quanto negativos. Finalmente são estudados os números irracionais e os 
números reais. Esta álgebra básica estudada nas últimas séries do ensino fundamental é 


necessária à continuação da matemática no ensino médio e superior. A álgebra é bastante 
cobrada em provas de concursos realizados no final do ensino fundamental e do ensino médio. 


Neste capítulo apresentaremos os conjuntos numéricos, desde o conjunto dos números 
naturais, explorado nas primeiras séries do ensino fundamental, até os números reais e 
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números complexos. Estudaremos mais detalhadamente neste capítulo as Operação А 
números inteiros. O estudo detalhado dos demais conjuntos numéricos será feito EN 


capítulos. Próx 





Om 
Mog 


Existem vários tipos de álgebra. Por exemplo, a chamada álgebra booleana +. a b 

funcionamento dos computadores. Os números usados na álgebra booleana sume е de 
valores: 0 e 1, ou Verdadeiro e Falso. As operações básicas da álgebra booleana não од 
mesmas usadas na aritmética e na álgebra do ensino fundamental (adicáo, sub ' E 
multiplicação, divisão, etc.), mas sim, operações lógicas como AND (e), OR (ou) e NOT ação, 
O desenvolvimento da álgebra booleana, partindo dessas três operações, Permis, 0) 
desenvolvimento dos computadores, desde os mais antigos, até os mais modernos, : 


A álgebra que nos interessa aqui é a que envolve os nümeros reais, usados extensivamente y 
matemática, fisica, engenharia e ciéncias correlatas. Nossa primeira providéncia Será es 
apresentar os conjuntos numéricos que vocé já conhece, e novos conjuntos, atë chegarmos » 
conjunto dos nümeros reais. 


Nümeros naturais 


O desenvolvimento da matemática surgiu da necessidade de contar objetos. Daí surgiram os 
primeiros nümeros: 


1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, .... 


O nümero O 


Inicialmente não havia o número 0, e sim, o algarismo 0. Era usado apenas para representar 
nümeros que náo tinham quantidades inteiras de determinadas ordens. Por exemplo, o 
nümero 408 possui 4 centenas e 8 unidades (ordens), mas nào possui uma dezena completa. O 
zero era usado apenas como algarismo para dar esta indicacáo. Somente muito depois do 
surgimento dos números naturais, foi criado o número zero como indicacáo de auséncia de 


quantidade. 


No ensino fundamental e no ensino médio, praticamente todos os autores consideram o 0 
como um número natural, mas nos estudos mais avançados de matemática pura, o 0 não é 
considerado como um nümero natural. Como este livro é voltado para o final do ensino 
fundamental, será usada a convencáo dos autores da área, de que 0 é um nümero natural. 
Portanto no nosso contexto, que é o mesmo adotado pelos concursos correlatos (Colégio 
Naval, EPCAr, Colégio Militar, etc.), de que o conjunto dos nümeros naturais inclui o 0. 


N = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, .... | 


que é errado 
rtence a 

penas aos 
hamado 


Este é o conjunto dos números naturais, indicado com a letra N maiúscula. Note 
dizer que N é o conjunto dos números inteiros positivos, pois o número 0 pe 
entretanto não é positivo (0 não é positivo nem negativo). Quando nos referimos à 
números inteiros positivos, ou seja, os números naturais excluindo o zero, temos O € 
conjunto N*: 


№ = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, .... } 


Tanto N quanto N* sáo conjuntos infinitos. A única diferenca entre eles é o número 0. 


amadas “rela” 
usada p 


Conjuntos de números podem ser representados graficamente através das ch 
numéricas”. A figura abaixo mostra como uma reta numérica poderia ser 
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Capítulo 1 - Números Intelros B 
representar os números naturals, А reta numérica € uma espécie de “régua infinita”, na qual 
sio marcados os números, No caso dos naturals, uma extremidade da régua tem o número 0, 
A partir dal são marcados os demals números, de um em um, O conjunto dos números 
naturais ocupa apenas os pontos da reta numérica que correspondem às marcações inteiras, e 
não os pontos localizados entre essas marcações, Por exemplo, não existem números naturais 
compreendidos no espaço entre 0 e 1, nem no espaço entre | e 2, nem no espaço entre 2 e 3, 


etc, Veremos a seguir que outros conjuntos numéricos como os racionais, irracionais e reais 
possuem elementos compreendidos entre as marcações inteiras, 


Números inteiros 


O conjunto dos números inteiros é uma ampliação do conjunto dos naturais. A diferença é 
que números inteiros também podem ser negativos. Por exemplo, assim como existe o número 


5, existe também o número -5. Usamos a letra Z maiúscula para indicar o conjunto dos 
números inteiros: 


Z 7 [... -8, —7, -6, -5, -4, -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, 6, 7,8,9,10,....) 


Para cada nümero inteiro positivo, existe um inteiro negativo correspondente. Por exemplo, 
assim como existe o nümero 1000, existe também o nümero -1000. Quando um nümero é 


positivo, não precisamos, e não é de costume, indicar o sinal. Portanto +20 é o mesmo que 20, 
por exemplo. 


Observe que todos os números naturais sáo também inteiros. Isso é o mesmo que dizer que o 
conjunto dos números naturais está contido no conjunto dos 


números inteiros. 
Matematicamente escrevemos isso da seguinte forma: 


NcZ (lê-se: N está contido em 2) 
Em várias situações da vida real, é necessário usar números negativos. Alguns exemplos: 


a) Se uma pessoa não tem dinheiro algum e ainda deve R$ 10,00 a um amigo, isso é o mesmo 
que dizer que ela tem -R$ 10,00, ou 10 reais negativos. 


b) À temperatura na qual a água se transforma em gelo, convencionou-se na física chamar de 0 
grau centígrado (0ºC). Temperaturas mais frias são chamadas de negativas. Por exemplo, em 


um congelador é comum encontrar temperaturas na faixa de -5ºC, em um freezer é comum 
chegar a —20°С. 


c) Se um carro está andando de marcha-à-ré com velocidade de 10 km/h, podemos dizer que 
sua velocidade na verdade ë -10 km/h. 


d) Se em um jogo perdemos 20 pontos, é o mesmo que dizer que ganhamos -20 pontos. 
e) Se subimos em um monte com altura de 30 metros, dizemos que estamos a 30 metros acima 


do solo. Se por outro lado descemos em um buraco com 20 metros, é o mesmo que dizer que 
estamos a uma altura de -20 metros. 
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10 milhóes. de 
g) Se um automóvel andava a 60 km/h e passou para 80 km/h, dizemos que sua velo; 

variou 20 km/h. Por outro lado, se o automóvel estava a 60 km/h e passou para 50 Cade 
podemos dizer que variou -10 km/h. A variacáo negativa indica uma diminuicáo, Enquanto - 
variação positiva indica um aumento. 4 


Vemos entáo que, mesmo sendo muito mais comum e natural encontrar números Positivo 

q . 4 ` ° ^ Ї 3 
várias situações nos levam à necessidade de usar números negativos. 
Números inteiros também podem ser representados em uma reta numérica. A diferença é iie 
essa reta se estende ao infinito, nos dois sentidos. O nümero zero deve ser representado na 
reta, à sua esquerda ficam os números negativos, e á sua direita os números positivos, 


..-5 4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 3 É эз 


6 7 


Já vimos que todo número natural é também um número inteiro, ou seja, o conjunto Z contém 


o conjunto N, o que é o mesmo que dizer que conjunto N está contido no conjunto Z. 
Escrevemos então: 


Nez 


Podemos representar isso através de um diagrama de Venn, muito usado na teoria dos 
conjuntos: 


Já citamos também que o conjunto N* é o conjunto N excluindo o número zero, ou seja, 0 


conjunto dos números inteiros positivos. O conjunto Z também tem alguns subconjuntos qué 
devem ser notados: 


Z* = Е. -4, -8, -2, -1, l, 2; 3, 4, ... } ын conjunto dos números inteiros náo nulos 
Z, = (0, 1, 2, 3, 4, ....) = conjunto dos números inteiros náo negativos = N 

La" = (1,2, 3, 4, ac) = conjunto dos números inteiros positivos = N* 

Z_= [...,-4,-3,-2,-1,0) = conjunto dos números inteiros náo positivos 

Z_* = |..., 4, -3, -2, -1) = conjunto dos números inteiros negativos 


Números racionais 


- | Este 
O próximo conjunto é o chamado “conjunto dos números racionais”, representado po! Q ido 
conjunto reüne todos os nümeros inteiros, e mais as fracóes, positivas e negativas. ТЛ 
conjunto Q contém números como 2/5, -1/7, -4/9, 1/6, enfim, qualquer fragáo na forma 
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onde p e q sejam primos entre si (caso contrário estaríamos contando fracóes repetidas, de 


mesmo valor), e desde que q náo seja 0 (já que náo existe divisáo por 0). Esta definição inclui 
também todos os números inteiros, basta fazer q=1. 


Nas primeiras séries do ensino fundamental, estudamos as fracóes, mas somente as positivas. 
Podemos entáo dizer que foi estudado o conjunto dos números racionais náo negativos. Ao 
iniciarmos o estudo da álgebra, finalmente podemos abordar o conjunto completo dos 


números racionais, abrangendo os positivos e os negativos (e o zero, é claro, que também é 
número racional). 


Observe que o conjunto Q engloba o conjunto Z, ou seja, todo número inteiro é também um 
número racional. Isso ë o mesmo que dizer que Z, está contido em О, Escrevemos então: 


ZcQ 
Como por sua vez, N está contido em Z, podemos escrever: 


NcZcOQ 


O diagrama de Venn abaixo mostra a relação entre os trés conjuntos. 


Q 


Os nümeros racionais também fazem parte da reta numérica. Entretanto é dificil fazer esta 
representacáo, já que entre cada dois números inteiros consecutivos, existem infinitos números 
racionais. Á figura abaixo mostra um pequeno trecho da reta numérica, compreendido entre 0 
e 1, e alguns dos infinitos números racionais localizados neste intervalo. 


0,01 0,1 02 03 04 0,75 





0 116 14 1⁄3 6/13 112 9/8 719 1 


É claro que seria impossível indicar todos os nümeros racionais neste intervalo. Indicamos 
alguns nümeros na forma decimal (0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,75), que como sabemos, são iguais a 
frações (1/10, 1/5, 3/10, 2/5, 3/4). Indicamos ainda algumas frações. Todas as frações próprias 
positivas estão neste intervalo, pois são menores que 1 (numerador é menor que o 
denominador). Escolhemos apenas algumas delas para serem indicadas. 


O conjunto dos números racionais é tão denso que mesmo em um pequeno intervalo da reta 
numérica (por exemplo, o intervalo entre 0 e 1 do exemplo acima) existem infinitos números 
racionais. Se cada um desses números for marcado com um pequeno ponto, os números 
racionais desse intervalo formariam uma linha “cheia”, ou seja, sem nenhuma lacuna. Dados 
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dois números racionais quaisquer, por mais próximos que sejam, sempre existirão entr ; 
| е eles 


infinitos outros números racionais. 


Na verdade, mesmo estando a linha “cheia”, ainda existem pontos “vazios”, que s 
Р, » ` з r e 1 Sa 
nümeros irracionais, apresentados no próximo item. 0p 


Nümeros irracionais 


Nem todos os nümeros podem ser expressos na forma de uma fracáo, ou seja, a razão a 

dois números inteiros. Todos os números que não podem ser expressos como fração Жы 
que náo sáo números racionais), sáo ditos números irracionais. Usamos а letra 1 x 
representar esse conjunto, que também é infinito. Por exemplo, o número 42 & эм. | 
Nunca poderemos encontrar dois números inteiros p e q, de tal forma que p/q Seja igual à - : 
quadrada de 2, ou seja que elevando (p/q) ao quadrado, encontremos como resultado 

nümero 2. Nümeros irracionais apresentam infinitas casas decimais que nào se repetem, Po. 


exemplo, o nümero 4/2 pode ser expresso, aproximadamente, por: 
1,4142135623730950488016887242097... 


Se continuarmos realizando o cálculo da raiz quadrada, indefinidamente, nunca encontraremos 
uma sequéncia que passa a repetir, como ocorre nas dízimas periódicas. Lembramos que 
dízimas periódicas são equivalentes а frações (chamadas de fração geratriz). Por exemplo: 


1/7 -0,142857142857142857142857149857 14... 


racional. Já com números irracionais, podemos até encontrar trechos repetidos, mas nunca um 
trecho que se repita indefinidamente. 


Todas as raízes inexatas, como J2 | 1/5, 47 1 420 , etc., sao números irracionais. Também 
sáo aqueles mais complexos, que envolvem raízes cúbicas e superiores, e raízes dentro de 
raízes. Existem também números irracionais que náo podem ser expressos na forma de raízes. 
Por exemplo, o número z, sem dúvida um dos mais famosos números irracionais, muito usado 
na geometria, que dá a razáo entre o perímetro e o diámetro da circunferéncia. 


| 
| 
Vemos que a sequéncia 142857 é repetida indefinidamente, já que se trata de um número 


л = 3,1415926535897932384626433832795... 


Números reais 


Se unirmos todos os números racionais (Q) e todos os números irracionais (T), o resultado ser 
o conjunto dos números reais (R). Usando a terminologia de conjuntos, isso é o mesmo que 


dizer: 


R = QUI 


a faixa 


O diagrama abaixo mostra a relação entre os conjuntos I, R e Q. Note que I é apenas 
escura que está dentro de R mas fora de Q, indicada na figura. 


A relação entre Q, Z е N já era nossa conhecida: 


NcZcQ 





Scanned by CamScanner 


J” XK 


Capitulo 1 ~ Números inteiros : 





já o conjunto dos números irracionais (1) nào tem elementos em comum com Q (dizemos que 
Q e о ciuis), Se partinmos de Q e adicionarmos o conjunto I, o conjunto total será R. 


O conjunto L também tem infinitos elementos, e é extremamente denso. Se marcarmos na reta 
numérica, todos os pontos que são números irracionais, a indicação de todos esses pontos 
forma uma linha cheia, Entre dois números racionais quaisquer, sempre existirão infinitos 
umeros irracionais, 

` ` ` `` = ` M ` 
OBS: E comum encontrar o termo “números relativos”, Essa expressão diz respeito aos conjuntos Z, Q, I 
e R, cujos elementos podem ser positivos ou negativos, além do zero, é claro. 


Q 


Números complexos ou imaginários 


Os números complexos não serão estudados neste livro, pois não fazem parte do programa do 
ensino fundamental. São estudados no ensino médio e em cursos de matemática, física e 
diversos ramos da engenharia. Este conjunto é representado por C e contém o conjunto dos 
números reais. Números complexos são formados a partir da raiz quadrada de -1, que como 
sabemos, não existe no conjunto dos reais. É criado então o conjunto C, cujos números 
possuem uma parte real e uma parte imaginária. Convencionou-se chamar de i o número 
complexo que elevado ao quadrado resulta em —1, ou seja: 


i=J-1 


Valem para os números complexos, propriedades algébricas muito parecidas com as dos 
números reais. Por exemplo: 


V-16 =/16./-1 =4. 


Todos os múltiplos de i sio números complexos, entretanto, os números complexos também 
podem ser formados pela soma de uma parte imaginária e uma parte real, por exemplo: 


5 + 4i 


r 


A forma geral de um número complexo ë a+bi, onde a e b são reais. Quando b=0, temos 
apenas a parte real, portanto todos os números reais atendem à definição de números 
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complexos, por isso R < C. Quando a=0, o número tem apenas a parte imaginária à 
então que se trata de um número imaginário puro. emos 





O algebrismo dos números complexos náo chega a ser шо БАЧА tratar o número ¡ co 

fosse uma letra qualquer, e chegando ao resultado, substituir i“ por -1. Mo 
Números complexos náo sáo representados em uma reta numérica, e sim, através de d 
retas numéricas perpendiculares, com um eixo para a parte real e um eixo p М 


. ara a 
imaginária. Os números complexos são representados pelo plano assim formado. Parte 





A figura acima apresenta o plano complexo. O eixo horizontal é chamado de eixo real. O eixo 
vertical é chamado de eixo imaginário. Todos os pontos do plano assim formado representam 
números complexos. Os pontos do eixo real são os números reais. Os pontos do eixo 
imaginário são números imaginários puros. Todos os demais pontos possuem parte real e parte 
imaginária. A figura mostra ainda a localização de alguns números complexos: 5+41, 2-31, -4*6i 
e 3-4. А parte real de um número complexo é a sua projeção no eixo real, e a parte 
imaginária ë a sua projeção no eixo imaginário. 


Porque estamos ensinando isso se a matéria náo faz parte do ensino fundamental? Porque 
existe uma matéria do ensino fundamental, ensinada neste livro, que usa também sistemas de 
eixos perpendiculares: o sistema de coordenadas cartesianas, as relações e funções, 


importantíssimas na álgebra. Mas primeiro precisamos dominar os números reais, qué 
felizmente sáo bem mais fáceis que os números complexos 


Operações com números inteiros 


As operações matematicas com números inteiros sáo muito parecidas com as operações fei 
com мэн naturais, assunto predominante nos primeiros anos do ensino fundamenta” A 
única diterença é que agora temos que lidar com números negativos. Existem algumas геб 


básicas para lidar com sinais, que uma vez aprendidas, não trarão mais dificuldades. É prec?" 
entretanto entender primeiro o porquê dessas regras 


tas 


” . Р ” : . S 
Uma notícia boa é que as regras de sinais aprendidas para os números inteiros servem para 0 
racionais e reais. Portanto nos capitulos se de 


— š M guintes não precisaremos mais estudar as regr? 
sinais, pois você aprenderá todas aqui. P a 
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Adição de inteiros 


“Sinais iguais, soma e repete o sinal; sinais diferentes, subtrai e dá o sinal do maior”. É claro 
que muitos alunos decoram essas regras, mas quem apenas decora em matemática, não vai 
muito longe. É preciso entender a razão, uma vez entendidas, a memorização é natural e 
automática. Vamos ilustrar com um pequeno exercício. 

Dois jogadores A e B possuem cada um, R$ 10,00. Eles estão jogando e apostando dinheiro, 
sendo que no início de cada partida, combinam o valor a ser apostado. Na primeira partida, 
apostam R$ 5,00 e A vence. Na segunda partida, apostam R$ 10,00 e A vence. Na terceira 
partida, apostam R$ 10,00 e A vence, pela terceira vez. Na quarta partida, apostam R$ 10,00 e 


B vence. Na quinta partida, apostam R$ 20,00 e B vence. Com quanto dinheiro cada jogador 
ficou no final? 


Vamos construir uma tabela indicando cada uma das partidas e o valor que cada um ficou no 
final de cada jogada. Complete a tabela de acordo com o enunciado do problema. 


OBS.: Considere esse exemplo apenas na sua imaginação, pois na vida real existiriam dois absurdos aqui: 
primeiro, o jogo a dinheiro é proibido no Brasil, então você pode raciocinar com “fichas” ao invés de 
reais. À segunda questão é que nos jogos de verdade, para apostar um valor, o jogador precisa ter aquele 
valor disponível na hora, não pode ficar devendo para pagar depois. Então, neste exemplo, considere 
que é permitido ficar devendo para pagar depois. 





Se você conseguiu preencher corretamente a tabela, então entendeu as adições de números 
inteiros (positivos e negativos): 


1º partida: Cada um tinha 10, e A ganha 5. Então B deve entregar 5 para A. A ficará com 15 e 
B ficará com apenas 5. 


2º partida: A estava com 15 e B estava com 5. Agora À ganha 10 novamente, então B deverá 
entregar 10 para A. Mas como B só possui 5, deverá entregar esses 5 para À, e ficará devendo 
os outros 5 para pagar depois. Sendo assim, B ficará com 5 negativos, ou seja, —5. À, que tinha 
15, fica agora com 25, já que ganhou 10. Apesar de que, À não terá os 25 imediatamente, mas 
é como se tivesse, pois B pagará depois. Portanto À ficou com 25 e B ficou com -5. 


3% partida: A tem agora 25 e B tem —5, ou seja, ainda precisa arranjar 5 para pagar o que deve. 
Agora apostam novamente 10, e A vence. Como À tinha 25 e agora ganhou 10, ficará então 
com 35 (não significa que receberá agora). B estava em situação ruim e ficou ainda pior. Já 
estava com dívida de 5, e agora deve mais 10 por ter perdido esta partida. Ficou então 
devendo 5+10=15. Isso é o mesmo que dizer o seguinte: B tinha —5, agora perdeu 10 (isso é o 
mesmo que dizer que “ganhou -10”. Ficou então com -15, enquanto À ficou com 35. 


42 partida: A tinha 35 e B tinha -15. Nessa partida, finalmente B ganhou 10. Como B estava 


devendo 15, esse ganho de 10 será usado para abater na sua dívida, mas não será suficiente 
para pagar a dívida toda. Dos 15 que já devida, abatendo os 10 que ganhou, ainda ficará 
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devendo 5. Isso ë o mesmo que dizer que tinha -15, ganhou 10 e ficou com -5 En A 
palavras, -15*10- —5. Enquanto isso, A tinha 35 e perdeu 10, ficando então com 35- 19-9; "3 


m 25 e B inicia com -9. B está agora com sorte, ganh 

A. A tinha 25 e perdeu 20. A ficou entào com a ou 99 

tivo". Ganhou 20 nesta partida, mas nào юэ 95. 
Com 


todos os 20, pois antes será preciso abater os 5 que estava devendo. É facil então cal 

quanto restou para B: 90 — 5 = 15. Podemos ver isso de outra forma: B tinha -5 e Cular 

ficando então com 15. Matematicamente, podemos também escrever -5+20=15. Ao би 20, 
esta 


última partida, A ficou com 5 e B ficou com 15. 
OBS.: Náo importa quem venga, jogo a dinheiro é coisa de perdedor. Quem ganha em um dia, podes 
perder tudo e muito mais no dia seguinte. Jogo a dinheiro pode ser um vício, assim como drogas, fumo .. 
álcool. Muitas pessoas perdem tudo o que possuem em jogos a dinheiro: alguns perdem a casa, e tudo - 
que possuem. Jogos em livros de matemática sáo abordados apenas como exemplos para entendimento 


dos números. 


5* partida: Agora A inicia co 
Vejamos primeiro o que ocorre com 
20=5. B, desta vez, saiu com “saldo posi 


A tabela do exemplo fica entáo preenchida da forma abaixo: 





tudo o que um jogador ganha ou perde deve ser somado ao que 
ë positivo, e quando perde, o valor a ser 


fazer quatro adições envolvendo números 


Devemos considerar que 


tinha antes. Quando ganha, O valor a ser somado 
é negativo. Levando isso em conta, vamos 


somado 
inteiros: 
a) 8+6 = 14 
números inteiros positivos, criancas de 6 ou 7 anos já sabem que 0 
ros inteiros, que 


Esta adição envolve dois 
resultado é 14. Devemos 
podem ser positivos OU negativos. 
normalmente. O resultado será positivo, ficamos então com 14. 


levar em conta que estamos agora somando núme 


No caso, ambos são positivos, então basta soma! 


b) (-7) + (55) = -12 | 
Dessa vez as crianças de 6 ou 7 anos não vão saber calcular. Devemos aqui fazer uma analog” 
com os jogos. Alguém tinha —7, por exemplo, devia 7 reais. Perdeu 5 reais, então sua dívida 
aumentou. A dívida total será a soma da dívida anterior (7) com a nova dívida (5). Então que | 

o resultado da adição | 


devia 7 e passou a dever mais 5, ficou devendo ao todo, 12. Portanto, 
-7 e —5 é -12. 


Nos dois exemplos acima, notamos três coisas em comum: 
Os valores a serem somados têm o mesmo sinal 
O resultado final foi obtido pela soma dos dois valores dados 


O sinal do resultado é o mesmo sinal das duas parcelas originais 


Daí vem a primeira regra para somar números inteiros: 
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A * 3 
Para somar dois números inteiros de mesmo sinal, basta somar os valores e dar ao resultado, o 
mesmo sinal que têm os números somados. 


Em outras palavras, para somar números inteiros de mesmo sinal (os dois positivos ou os dois 
negativos), somamos os números normalmente, esquecendo o sinal, e no fim, colocamos no 
resultado o mesmo sinal que têm os números. A soma de dois positivos tem resultado positivo. 
A soma de dois negativos tem resultado negativo. 


Exemplos: 

(-15) + (-20) = -35 
(-10) + (-50) = -60 
(3) + (72) = -5 

30 + 40 = 70 

9 + 8 717 


OBS.: "30-40" também pode ser escrito como 
(+30)+(+40). Note que os sinais “+” junto dos 
números 30 e 40 tem a função de informar que 
sio números positivos. Já o outro sinal “+” serve 
para indicar que esses valores estáo sendo 
somados. Entretanto, náo é obrigatório colocar o 
sinal positivo em números que sáo positivos, 
quando o sinal náo é escrito, sabemos que o 
número é positivo, portanto basta escrever 30+40. 


OBS.: Em alguns casos podemos eliminar os 
parênteses. Por exemplo, escrever (-15) + (-20) é 
o mesmo que escrever -15 + (-20). A eliminação 
dos parênteses em tomo do número -15 não 
deixará dúvidas sobre a operação que queremos 
realizar: somar o número -15 com o número -20. Alunos da EPCAr 
Entretanto, não podemos eliminar os parênteses 

em torno do -20, pois ficaríamos com -15+-20. 

Não é correto colocar sinais lado a lado, nesse 

caso o uso dos parênteses é obrigatório. 





"A 


Vejamos se vocé entendeu isso, fazendo alguns exercícios: 


Exercícios 

El а) (-3) + (-6) = f) (21) + (4) = k) C3) + (-24) = р) (-21) + (11) = 
b) (-3) + (5) = 9) (-13) + (-33) = |) (+7) + (+3) = q) (+34) + (+42) = 
c) (+5) + (+3) = h) (232) + (14) = m) (-26) + (-19) = r) (255) + (-20) = 
d) (-5) + (4) = i) (+7) + (+9) = n) (-29) + (-33) = s) (+60) + (+30) = - 
e) (+16) + (+12) = j) 716) + (-22) = 0) (+3) + (+4) = t) (-7) + (+18) = 


Confira os resultados no final do capítulo. Vamos fazer mais alguns exercícios, mas dessa vez, 
lembre-se que em alguns casos os parénteses podem ser eliminados, acostume-se com isso. 


E2) а) (-2) +(-5) = f) (26) + (3) = k) (-2) + (-26) = p) -12 + (13) = 
b) (4) + (-2) = g) (-14) + (-31) = )6+9= 9) +32 +22 = 
с) (+5) + (+4) = h) (235) + (-21) = m) -28 + (-17) = r) 45 + (-10) = 
d) (3) + (4) = ) +5 +8 = п) (19) + (-36) = s) 40 + 30 = 
е) +6 + (+12) = j) (-15) + (18) = о) (+6) +3 = t) (-9) + (-29) = 
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Entáo vocé já aprendeu a somar nú | im penas a; 
os nümeros tém o mesmo sinal (dois positivos ou dois negativos): 1 





“Para somar números inteiros de mesmo sinal, some os num eros e repita o sinal” 


Módulo ou valor absoluto 
O que chamamos de módulo (ou valor absoluto) de um número, é o esse mesmo número Los; 
sinal eliminado. Por exemplo: 


O módulo de -20 é 20. 
O módulo de 35 é 35. 
O módulo de -37 é 37. 
O módulo de 0 é 0. 


Existe um símbolo matemático para indicar o módulo. Basta colocar o nümero entre duas 
barras verticais (| |). Por exemplo: 


[211 = 21 
|-13| = 13 


Usando a noção de módulo, podemos escrever de outra forma a regra para somar números 


inteiros de mesmo sinal: 


“Para somar dois números inteiros de mesmo sinal, basta somar os seus módulos. O sinal do 
- = ав? y 
resultado será o mesmo sinal dos números que estão sendo somados”. 


Adição de inteiros de sinais diferentes 


Somar números inteiros é fácil, desde que ambos tenham o mesmo sinal. Quando um é 
positivo e outro é negativo, é um pouco mais difícil, mas a regra pode ser entendida facilmente 


se fizermos a analogia do jogo já usada como exemplo: 


a) (+10) + (-3) = +7 | 
Na analogia do jogo, estamos considerando que a cada jogada, a quantia de um jogador 
sempre é somada ao resultado. O resultado pode ser positivo (quando o jogador ganha) ou 
negativo (quando o jogador perde). Então o cálculo (+10) + (-3) pode ser exemplificado pela 
situação em que o jogador tinha 10 pontos, e na jogada perdeu З pontos, ou 86)» Е 
pontuação deve ser somada com -3. E claro que se o jogador tinha 10 pontos € perdeu 


pontos, ficou com 7 pontos. 


b) C3) + (+10) =+7 > 
O jogador tinha 3 pontos negativos, ou seja, tinha uma dívida de 3 pontos. Em uma jgn 
ganhou 10 pontos, que foram suficientes para “zerar” a dívida e ainda sobraram 7 po " 
Observe que o resultado foi o mesmo do exemplo anterior, ou seja, (*10)*(-3) € о mesmo Ч 
(-3)+(+10). O sinal do resultado é +, o mesmo do 10, que ë o número de maior módulo. 


c) (+10) + (-16) = —6 10 
Agora o jogador estava com 10 pontos e em uma única jogada perdeu 16. Seus й 
foram perdidos, e ainda ficou devendo 6. Então (+10)+(-16) é igual a 6. Observe qué 
do resultado ë —, o mesmo do 16, que é o número de maior módulo. 


| 
ponto | 
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d) (-16) + (+10) = -6 


Dessa vez o jogador já estava com uma dívida de 16 pontos. Em uma jogada, ganhou 10, mas 
esses 10 pontos náo foram suficientes para acabar com a sua dívida. Os 10 pontos foram 
abatidos da dívida, mas ainda ficaram faltando 6 pontos para “zerar” a dívida. Então (-16) + 
(+10) = -6. Observe que (-16)+(+10) é o mesmo que (+10)+(-16) 


e) Considere o seguinte problema: 
Uma pessoa tinha uma quantidade positiva de pontos a e perdeu b. O resultado é positivo ou 
negativo? 


Depende dos valores de a e b. Se o valor a for maior que b, o resultado será positivo. Se o 
gasto b for maior que a, o resultado será negativo, 


Observe agora o seguinte, nos quatro exemplos acima: 


e Estamos somando dois números inteiros, sendo um positivo e um negativo 


e Em todos os casos, o resultado, em módulo, é obtido pela subtração dos dois valores 
e  Osinal do resultado é o mesmo do número de maior módulo que está sendo somado 


Daí vem a regra para somar dois números inteiros de sinais diferentes: 


Fara somar dois números inteiros, sendo um positivo e um negativo, basta subtrair os módulos. 
O sinal do resultado será o mesmo do número de maior módulo. 


Juntando esta regra, com a anterior para sinais iguais, podemos dizer, informalmente: 


“Sinais iguais, soma e repete o sinal; sinais diferentes, subtrai e dá o sinal do maior”. 


Alguns exemplos: 

(15) + (+20) = +5 

(-30) + (+20) = -10 

(-50) + (+20) = -30 

(+40) + (-30) = +10 
) 


Já vimos que na adiçáo de números inteiros, podemos trocar as posiçóes das parcelas e o 
resultado náo se altera. Por exemplo, 20+30 é o mesmo que 30+20; (-20)+(-40) é o mesmo que 
(-40)*(-20); (+40)+(-30) é o mesmo que (-30)+(+40). Isso significa que a adição de números 
inteiros é uma operação comutativa, assim como também é, a adição de números naturais. 


Vamos fazer mais alguns exercícios para fixar esta nova regra. 


Exercícios 

ЕЗ) a) (-3) + (+6) = f) (+25) + (-7) = k) (+5) + (-23) = p) (+22) + (-19) = 
b) (+2) + (-5) = g) (-17) + (+36) = ) (+7) + (4) = q) (+43) + (-46) = 
c) (+5) + (-4) = h) (-21) + (+16) = m) (-21) + (+13) = r) (51) + (+30) = 
d) (-5) + (+9) = i) (4) + (+8) = n) (+28) + (-34) = s) (+50) + (-32) = 
e) (+17) + (-12) = j) (+12) + (-27) = о) (-7) + (+4) = t) (+5) + (-28) = 
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A MO р) (+45) + (19) “Ч 





b) (43) + (-9) = g) (-18) + (+26) = ) (+4) + (-5) = q) (+38) + (-40) = 
ep E A 
d) (48) + (11) = i) (+13) + (7) = n) (-32) + (42) = 8) (+72) + (-33) = 
e) (+15) + (-19) = j) (+16) + (-14) = о) (-22) + (+5) = t) (-16) + (-24) = 


Lemb alguns casos é desnecessário usar os parênteses, e que 
n Чэн iex E T. хо fiquem dois sinais lado a lad também É 
desnecessário usar o sinal positivo, desde que não fiq O. 


E)  aj4+7= f) 36 + (-9) = k) 6 + (-21) = p) 42 + (-13) = 
b) 3 + (6) = g) -15 + 32 = I) 8 + (3) = q) 73 + (-31) = 
c) 6 + (-5) = h) -23 + 29 = т) -33 + 19 = r) —66 + 20 = 
d)-6+4= |) -5 + 9= n) 21 + (-32) = s) 70 + (-53) = 
e) 16 + (-21) = j) 13+ (-32) = o)-8+5= t) 9 + (-34) = 


É claro que na prática podem aparecer somas de números de mesmo sinal e de números de 
sinais diferentes, como nos exercícios abaixo: 


Еб)  a)-23+46= f) 35 + (-17) = k) 15 + (-35) = р) 52 + (67) = 
b) -12 + (-15) = g) 47 + 36 = ) -17 + (-11) = q) 13 + (-36) = 
с) 51 + (42) = h) -21 + (26) = m) -25 + (-13) = r) 82 + (-10) = 
9) –15 + 15 = ) 4+8 = n) 98 + (64) = s) -70 + (-22) = 
e) -27 + (12) = j) -12 + (-27) = o) 17 +41 = t) 16 + (-37) = 

E7) а)-22462- f) 25 + (-13) = k) 25 + (-52) = р) 65 + (-12) = 
b) -19 + (-25) = g) -32 + 51 = |) -31 + (-23) = q) 37 + (-75) = 
c) 44 + (-33) = h) -16 + (-27) = m) 42 + (-20) = r) -76 + (-48) = 
d) -18 + 21 = i -9 + 13 = п) 73 + (-54) = s) -20 + (-17) = 
e) -33 + (-18) = j) -24 + (-50) = 0) 28 + 15 = t) 39 + (-28) = 


Soma algébrica 


Ë muito comum encontrar о termo “soma algébrica”. Ё preciso conhecë-lo e usá-lo com 
cuidado. O nome da operação matemática é adição. O que chamamos de soma é o resultado 
da adição. Vimos que para adicionar dois inteiros, que podem ser positivos ou negativos, 
devemos adicionar os módulos quando os dois inteiros têm o mesmo sinal, e subtrair 05 
módulos, quando os dois inteiros têm sinais diferentes. Portanto a soma algébrica pode ser feita 
pela adição ou pela subtração dos módulos dos números, dependendo dos sinais. Na 
aritmética ensinada nas primeiras séries do ensino fundamental, quando os sinais são sempre 
positivos, é sempre feita a adição, mas na álgebra, e na aritmética mais avançada, quando 05 
números podem ser negativos, podemos ter que calcular a diferença, e não à soma. 
Genericamente chamamos esse resultado de soma algébrica. 


Exemplos: 

A soma algébrica de -50 e 20 é -30. 
A soma algébrica de -40 e -20 é 60. 
A soma algébrica de 10 e 60 é 70. 


E АН” m 
Lembre-se, a soma algébrica náo é o nome da operação (apesar de muitos cham?" 
erradamente a adiçao de soma), é o resultado da operacáo. O nome correto da operas 
adição de inteiros. 
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Comparaçao de inteiros 


Comparar dois números inteiros é dizer qual deles ë o maior, e qual é o menor. Por exemplo, 


comparando 5 e 12, temos que 12 é maior que 5. Isso é muito fácil, mas pode ficar um pouco 
mais difícil quando temos números negativos. 


Por exemplo, qual é o maior número: -15 ou -25? 


Para responder à pergunta, temos que estender as noções de “maior” e “menor” para o caso 
de números negativos. Intuitivamente, considere que duas pessoas estáo devendo dinheiro. A 
pessoa A deve 15 reais, e a pessoa B deve 25 reais. É fácil entender que quem deve mais é B. 
Mas se perguntássemos “quem tem mais dinheiro”, a ideia seria diferente. Na verdade nem A 
nem B possuem dinheiro, ambos estão devendo. Mas se avaliássemos quem está em situação 


melhor, diríamos que é A, pois deve apenas 15. Se a pergunta fosse “quem tem uma divida 
maior”, a resposta seria B. 


Outro exemplo: Qual das duas temperaturas é mais fria: -10ºC ou -30%C? E se a pergunta 
fosse: Qual é a temperatura mais quente: -10%C ou -30%C? 


E claro que isso tudo é uma grande confusão. Se você ficou confuso, então está com a razão. 
Quando estamos tratando de números negativos, é preciso explicar claramente o que significa 
“maior” e o que significa “menor”. Isso também ocorre com números positivos: 


Exemplo: Um local está com temperatura de +2%C, outro está com 10ºC. Qual é o mais 
quente? Qual é o mais frio? 


Quando estamos simplesmente tratando de números inteiros, o chamado “maior número” é 
aquele localizado mais à direita na reta numérica: 


Exemplos: 

+5 é maior que -1 

-l maior que -3 

0 é maior que —5 

+7 é maior que +5 

+4 é maior que -2 

-1 é maior que -1000 


Quando náo estamos preocupados com frio, calor, dívida, riqueza, mas simplesmente com 
nümeros, convencionamos que o maior é aquele localizado mais à direita na reta numérica. 
Quanto mais à direita, maior ë o número. Daí vém as seguintes consequéncias: 


1) Dados dois números positivos, o maior será aquele de maior módulo 
2) Dados dois nümeros negativos, o maior será aquele de menor módulo 
3) Zero ë menor que qualquer número positivo 

4) Zero é maior que qualquer nümero negativo 

9) Qualquer nümero positivo ë maior que qualquer número negativo 
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Exemplo: | | | A 
Coloque em ordem crescente a seguinte sequência de números: 
-5, 7, 90, 0, -30, 18, -12, 13, -10, 500, -1000 


A sequéncia ordenada deverá começar pelos negativos, depois virá o zero, depois os A 
, 1 i l i 

Entre os negativos, o menor é aquele de maior módulo, e o maior ë aquele de men 5 msg 

Entre os positivos, basta seguir a ordem crescente natural. Ficamos entáo com: 0 


-1000, -30, -12, -10, -5, 0, 7, 13, 18, 90, 500 


Existem símbolos matemáticos para indicar qual de dois números ë maior e qual 6 y ne 
Esses símbolos sáo > (maior) e < (menor). Escrevemos por exemplo: Or, 


5>3 
10<20 
O > —2 
-10 < -5 


Muitos alunos confundem os dois sinais. Para evitar a confusão, basta lembrar que a “abertura” 
do símbolo fica sempre voltada para o número maior. 


Exercícios 

E8) Complete as sentenças com os símbolos < ou > 
a) -23 46 25  -17 K)45  -35 р) 22 _ 66 
b)-32. -15 0)-37. 36 )-77.. -11 q) 53 _ -32 
с) 31 _ 42 h) -31 __ -26 т) -22 _ -13 r-82  -15 
d)-25 _ 15 )-4. 8 n)90 _ -64 8)-70  -52 
е) -29 -12 j) 21 _ -27 0) 19 43 t) 16  -27 


Subtração de inteiros 


Antes de estudar a subtração de números inteiros precisamos apresentar dois conceitos: 


1) Módulo ou valor absoluto 
Já apresentado neste capítulo, o módulo de um número inteiro nada mais é que o próprio 
número sem sinal. Sabemos que quando um número não tem sinal indicado, significa que é 
positivo. Portanto o módulo de um número positivo é o próprio número, o módulo de um 
número negativo é o próprio número, porém com sinal tornado positivo. O módulo de Zero é 
zero. 


OBS.: O módulo de um número é interpretado geometricamente como sendo a distáncia do 
número até a origem (0). 


2) Simétrico ou oposto 
O simétrico ou oposto de um número inteiro é o próprio número, com sinal trocado. 
exemplo, o simétrico de 5 ë -5. O simétrico de -8 é 8. O simétrico de 0 é 0. 


Por 


Usando o conceito de simetria, podemos definir a operacáo de subtracáo com base ná adição 


Subtrair um número é a mesma coisa que somar com o simétrico deste número. 
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Exemplos: 

8-5-8-1-5)-3 
4-6=4+ (6) = -2 


17 


Sendo assim, quem já sabe somar números positivos e negativos, também sabe subtraí-los. 


E o que fazer para subtrair um número negativo? Por exemplo, 8 - (-3)? Usamos o mesmo 


conceito: subtrair é o mesmo que somar com o simétrico. O simétrico de -3 é 3. Entáo subtrair 
-3 é o mesmo que somar com +3. 


8 - (-3) = 8 + (+3) =11 


Exemplo: 
(5) - C11) = (55) + (+11) =6 


(subtrair -11 é o mesmo que somar com o simétrico de -11, ou seja, 11) 


Exemplo: 
2-7=(2) + C7) =-9 


Observe que os dois sinais “—” têm significados diferentes. O primeiro “—” é o sinal negativo de 
2, formando assim o número -2. O segundo “-” e um sinal de subtração, indicando que о 
número à esquerda (-2) deve ser subtraído de 7. Os sinais, tanto “+” como o “-”, podem 
indicar uma operação (adição ou subtração), ou indicar o sinal de um número inteiro (positivo 
ou negativo). 


Exemplos: 
Lembre-se: subtrair é o mesmo que somar com o simétrico. Então basta transformar a 
operação de subtração em adição, e inverter o sinal do segundo número. 


(-4) - (+5) = (4) + CS) - -9 

(+9) - (+3) = (+9) + (-3) = +6 

(+5) - (C4) = (+5) + (+4) =+9 

(+3) - (+9) = (+3) + (C9) = -6 

6) - (8) = (56) + (+8) = +2 

C9) - (55) = C9) + (+5) =-4 

(+8) - (+8) = (+8) + (-8) =0 

(7) - (27) = (57) + (+7) =0 

Exercícios 

E9) а) (-3)-(-6) = f) (-21) — (4) = k) (-3) - (724) = p) (-21) - (+11) = 
b) (3) — (5) = g) (713) - (+13) = ) (+7) – (+3) = q) (+34) — (+42) = 
c) (+5) — (+3) = h) (-32) - (-14) = m) (-26) - (-19) = r) (-55) — (-20) = 
d) (5) - (4) = i) (+7) — (+9) = n) (-29) – (-33) = s) (+60) — (+30) = 
e) (+16) - (+12) = j) (+16) - (-22) = o) (+3) - (+4) = t) (77) - (+18) = 

E10) а)(-7)-(43)- f) (+15) — (-9) = k) (+8) — (-21) = p) (+45) - (-18) = 
b) (+3) — (-9) = g) (-18) - (+26) = |) (+4) - (5) = q) (+38) - (40) = 
c) (+4) - (4) = h) (-23) - (+15) = m) (-34) - (+18) = r) (63) — (+32) = 
d) (+8) — (-11) = i (+13) - (7) = n) (-32) - (42) = s) (+72) — (33) = 


e) (+15) - (-19) = j) (+16) - (-14) = о) C22) - (+5) = t) (-16) - 24) = 
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Lembre-se que o sinal dos números positivos pode ser eliminado. Também <a TA 
em 


eliminados os parénteses do primeiro número de uma operação. i 

ЕП)  a)(-2)-(-5)= 0) (26) - (C3) = k) 2) - (526) = p)-12- C13). 
b) (4) - (-2) = g) (-14) - (-31) = )6-9= q) +32 -22 = 
c) (+5) — (+4) = h) (-35) - (-21) = m) -28 - (-1/) = r) -45 - (-10) = 
d) (-3) - (4) = )+5-8= n) (-19) - (-36) = 5) 40 - 30 = 
e) *6 - (+12) = j (415) - (-18) = о) (+6) — = t) (9) - (-29) = 

El2) a)-22-62= f) 25 - (-13) = k) 25 - (-52) = р) 65 — (-12) = 
b) -19 — (-25) = g)-32-517 )-31-(-23) = q) 37 - (-75) = 
c) 44 — (-33) = h) -16 — (-27) = m) -42 - (-20) = r) -76 - (-48) = 
d) -18 - 21 = i) -0- 13 = п) 73 - (-54) = 5) -20 - (-17) = 
e) -33 — (-18) = j) -24 - (-50) = o) 28 - 15 = t) 39 – (-28) = 


Preste atencáo nos sinais, náo vá somar quando for subtrair, e náo vá subtrair quando for para 


somar. 

Е13)  a)-23-46- f) 35 + (-27) = k) 15 + (-55) = p) 52 - (67) = 
b) -12 — (-15) = g) 47 -26 = ) -17 = (721) = q) 13 + (726) = 
с) 51 — (-42) = h) -21 + (46) = m) -25 + (-33) = r) 82 — (-10) = 
4)-15-15- )-4-8- n) 98 – (64) = s) -70 + (-52) = 
e) -27 – (-12) = j) -12 + (-32) = o) 17 + 38 = t) 16 — (-37) = 


No próximo exercício você deve indicar o significado de cada um dos sinais + ou - que 
aparecem. Os sinais podem indicar “positivo”, “negativo”, “adição” ou “subtração”. Vejamos 


três exemplos: 


(-4) — (+5) negativo, subtração, positivo 
(+3) — (+9) > positivo, subtração, positivo 
-3 + (-9) > negativo, adição, negativo 





Е14) Não precisa calcular, apenas indique o significado de cada sinal, como fizemos nos | 


exemplos acima. 


a) -23 — 46 = f) 15 + (-55) = 

b) -12 — (-15) = 0)-17-1-21) = 

с)51-(-42)5 h) -25 + (-33) = 

d) –15 – 15 = i) 98 — (-64) = 

e) -27 - (-12) = j) 17 +38 = 

Expressões com adição e subtração de inteiros 

Na aritmética ensinada nas primeiras séries do ensino fundamental, lidamos apenas ын 

números positivos, sejam naturais, sejam racionais (frações, números decimais, adição 
a АМ 


periódicas). Os números são agrupados com sinais das operações aritméticas Ú es 
subtração, multiplicação, divisão, potenciação, e até raízes), com a ajuda de parênteses, C pe 
e colchetes. Aquelas expressóes, que chegam a assustar muitos alunos, também estáo a 
nas séries superiores do ensino fundamental, mas dessa vez podem apresentar a 
números negativos e números irracionais. Vamos começar a estudar O assunto aqub 
expressões simples. 

nes 
Na aritmética básica, lidamos apenas com números inteiros. Para formar ехрге por 
precisamos ter pelo menos dois números e um sinal que represente uma operas” y, Se 
exemplo, partindo dos números 5 e 3, náo podemos formar uma expressão como ? 


má 
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juntarmos os dois numeros, sem espaço, teremos o número 53, mas se usarmos um espaço, 
teremos alguma coisa sem significado matemático: o número 5 ao lado do número 3. Não 
podemos operar os números, pois não está sendo informada, qual é a operação que deve ser 


feita. Para juntar esses números em uma operação matemática, devemos ter pelo menos um 
sinal, como 5+3, 5-3, 5/3, etc. 


Quando estamos lidando com números 
relativos, faz sentido colocar números lado 
a lado, desde que convencionemos o 
seguinte: quando não existe indicada a 
operação a ser feita, considera-se que o 
sinal do segundo número indica a 
operação a ser realizada. 





Alunos da ESPCEx 


Por exemplo, no caso do 5 e do 3, colocados lado a lado, passamos a considerar que o sinal + 
do 3 é a operação a ser realizada. Escrevemos opcionalmente o 5 como +5 e obrigatoriamente 
o 3 como +3. Ficamos então com +5+3, que é o mesmo que 5 + 3. É uma expressão que dá 
resultado 8. Note que esta convenção não é obrigatória, por isso não é conveniente usá-la de 
forma indiscriminada. Sendo assim, devemos evitar expressões como “5 3”, e usarmos ao invés 
disso, “5 + 3”, que não deixa margem a dúvidas. 


Um outro exemplo, vamos colocar lado a lado os números 3, -7, 5 e -9. Ficaríamos então 
com: 3-7+5-9. (convencionamos que os sinais dos números indicam implicitamente as 
operações a serem realizadas). É uma expressáo válida, que pode ser facilmente calculada. 
Podemos usar agora dois métodos para fazer os cálculos: 


1) Fazer as operações uma a uma, na ordem em que aparecem. 


3-7 =-4 
4+5=1 
1-9 = -8 


2) Agrupar todos os positivos, agrupar todos os negativos, e somar (algebricamente) os 
resultados. Este processo é em geral, menos trabalhoso. 


+3+5 = +8 
-7-9 = -16 
*8-16 = -8 


Outro exemplo: 

-9+6+12-11-7+9 

Juntando os positivos: +6+12+9 = +27 
Juntando os negativos: -5-11-7 = -23 
Resultado: +27-23 = +4 


Quando um aluno estuda números negativos pela primeira vez, é neste ponto onde comeca a 
errar sinais, comega a náo entender, dando início a uma deficiéncia que se prolonga pelo resto 


do estudo da matemática, inclusive nas séries posteriores. Observe novamente a expressáo: 


=9+0+12-11-—7+9 
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Эн O ALGEBRISy, 


O aluno fica tentado a substituir o “5+6” por 11 na expressão. jM. 5*6 é o mes 
Entretanto, isso está errado, porque nào é 5*6, ё -5+6. О шинийн сарын do 
respeito ao 6. Ë errado entáo trocar O 5+6 por 11 na expressáo, e ficar com 


somar -5 com +6, o que resulta em +1. 












2 que 1 
‚ё nào De 
-11. O Мал 


ressáo por 16, ficando com -16. O Sina] 
-~é 


. ado trocar o 7+9 da exp 
Da mesma forma, seria err —7 +9, o que resulta em +2. 


apenas do 7, e nào se aplica ao 9. O correto ë fazer 


Para não cair nos erros, basta você entender a que números 56 so os Py negativos. N, 
expressão do exemplo, o primeiro sinal — se aplica apenas ао 3, O segundo sinal — se aplica 
apenas ao 11, e o terceiro sinal — se aplica apenas ao f: 


O método ensinado (juntar os positivos, juntar os negativos e somar algebricamente o, 
resultados) ë bem fácil de ser usado. Fagamos mais um exemplo e a seguir exercícios sobre , 


assunto. 


Exemplo: 

Calcular -5-7+6-9+4-3 

Juntando os positivos: +6+4 = +10 
Juntando os negativos: -5-7-9-3 = -24 
Resultado: +10-24 = -14 


Facamos entáo os seguintes exercícios: 


E15) а)-7-445- f) 5-3 -2 +7 = k) 7 -3 +5 -2 +7 = 
b) -2 -3 +2 = g) -9 +6 +2 -1 = |) -7 -2 +3 -7 +4 = 
c)5-2-3= h) —6 +4 -3 +5 = m) -5 +3 —2 +8 -3 +9 = 
d)-5-6-2- i) -5 -8 +2 +1 = n) 9 6 +8 -3 +6 -2 = 
е) -2 -8 +3 = j) -3 +3 -5 +7 = 0) 7 +3 -1-2 -3-1= 
E16) a)-23—46 +15 = f) 35 -27 -38 +42 = k) 15-55 +32 -24 +12 = 
b) -12 -15 +12 = g) 47 +26 +21 -11 = |) -17 -21 +13 -17 +14 = 
c) 51 42 -13 = h) -21 +46 -13 +15 = т) -25 +33 -22 +18 -13 +19 = 
d) -15 -25 -21 = i) 4 4 +22 +11 = n) 98-64 +28 -32 +26 -12 = 
e) -27 -12 +33 = j) -12 +32 -15 +18 = o) 17 +38 -11 -23 -13 - 31 = 
Corta-corta 


Quando temos uma longa sequência de adições e subtrações, muitas vezes encontramos 
5 + 
números que, uma vez somados, dáo resultado zero. Por exemplo, uma expressao pode ter 
° - « š 
e —9, na mesma adicáo, entáo podem ser “cortados”, pois seu resultado será zero: 


-9 +9 -5 -9 = 2 +15 A = -2 —5 = -7 
No exemplo abaixo, cortamos o -9 com o +6 e o +3, pois quando somarmos 43 e 40,0 
resultado será +9, que poderá ser cortado com -9. 


+5 -9 +12 +6 +3 -10 = +5 A +12 +6 +3 -10= +5 +12 -10 = +17-10 = +7 


18 
Note que isto só pode ser feito quando os termos a serem cortados fazem parte de uma mes” 


adição. Por exemplo, estaria errado cortar 8 com -8 na expressáo: 


Scanned by CamScanner 


Capítulo 1 - Números inteiros 21 
— n r n vI n > n,  —[,'Ə;Ph-Ə.. 
5 + 8 + 3x(7 - 8) 

pois o segundo 8 não faz parte da mesma adição que o primeiro 8. O segundo 8 está 
multiplicado por 3, e não simplesmente somado com o primeiro 8, então não pode ser 


cortado. 


No exercício a seguir, simplifique o que for possível, e então calcule o resultado final. 


Exercícios 

Е17)  a)-23-40+23 = f) 35 -27 -35 +42 = k) 15 -5 +3 -10 +12 = 
b) -12 -15 +12 = g) -47 +26 +11 -11 = I) -7 -21 +13 -17 +28 = 
c) 13-42 -13 = h) -21 +46 -13 +21 = m) 5 +4 -2 +8 -8 -9 = 
d) -15 -15 +30 = i) -33 8 +22 +11 = n) 8 -6 +8 -3 +6 -16 = 
e) -27 -12 +12 = j) -12 +27 -15 +10 = 0) 7 +8 -11 -3 +3 -15 = 


Eliminação de parênteses 


Expressões matemáticas podem apresentar parênteses, chaves e colchetes. Esses símbolos, 
quando usados, servem para indicar a ordem na qual as operações devem ser realizadas. 


Para resolver expressões que usam esses símbolos, é preciso conhecer duas coisas: 


1) Precedência entre as operações 
2) Precedência entre parênteses, colchetes e chaves 


O cálculo de potências deve ser a primeira operação a ser calculada, depois as multiplicações 
e divisões, na ordem em que aparecem, e por último, adições e subtrações. Por exemplo, para 
calcular a expressão 


3.5+4.32 


A potência deve ser feita antes, ficaremos então com 32=9.A expressão se reduzirá a 3.5+4.9. 
Como as multiplicações têm precedência, devemos resolvê-las primeiro. 3.5 resulta em 15 e 4.9 
resulta em 36. A expressão se reduz então a 15+36. Finalmente realizamos a adição, que dá 
resultado 51. Esta é a ordem padrão para o cálculo. 


Quando a intenção de quem cria a expressão, é que as operações sejam feitas em ordem 
diferente da padrão, devem ser indicadas entre parênteses, colchetes ou chaves. Devemos 
resolver primeiro as expressões que estão entre parênteses, depois as expressões que estão 
entre colchetes, finalmente as expressões que estão entre chaves. Recordemos por exemplo 
como calcular a expressão: 


200 + ( 2. [ (49 1496 + 34)? -5] – 30)? 
O cálculo ficará assim: 
200 + (2. [ (49 - 1496 + 34)? -5| - 30}? Calculamos primeiro os parênteses mais internos, a 


divisão deve ser feita antes da subtração. Ficamos 
com 1496 : 34 = 44. 


= 200 + (2. [ (49 - 44)? -5] - 30)* Calculamos agora 49 - 44 =5 

= 200 + (2. [ (5)? -5] - 30)? Elevando 5 ao quadrado temos 25 

= 200 + { 2. [25-5] - 30)? 25 menos 5 resulta em 20 

= 200 + ( 2. | 20] - 30)? A multiplicaçáo 2x20 deve ser feita antes 
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= 200 + ( 40 – 30)? і 
00 + { 40 – 30) A potenciação deve ser feita antes da divisão 


= 2. 2 
- ээн + ыг Finalmente fazemos a divisao 
= 2 


A ordem das operações continuará sendo a mesma que você usava nas séries anteriores 
ensino fundamental, a diferença é que a partir de agora aparecerão números negativos, frações 
negativas e números irracionais. Você aprenderá a resolver essas expressões complexas Е 
longo do livro. No momento, começaremos ensinando a técnica da eliminação de Parênteses 


Considere a expressão: 
+5 —7 +8 -3 +9 + (+4 -8 +10 +7) 


A. regra nos diz que devemos resolver primeiro a expressão entre parênteses, que no caso 
resultaria em +13 (confira!). A expressão seria reduzida a: 


+5 —7 +8 -3 +9 + 13 


Entretanto, ao invés de fazer dessa forma muitas vezes é mais simples eliminar os parénteses. 
Observe que dentro dos parénteses temos um -8 que poderia cortar com o +8 que está fora 
dos parénteses, e temos também um +7 que poderia cortar com o -7 que está fora dos 
parénteses. Entretanto, náo podemos cortar um valor que está entre parénteses, com um valor 
que está fora dos parénteses. Os valores só podem ser cortados se fizerem parte da mesma 
sequência. A solução para o problema é eliminar os parênteses. Para isso, basta saber duas 
regras simples: 


1) Quando um par de parênteses tem um sinal + antes, basta eliminar os parênteses e repetir o 
seu conteúdo. 


2) Quando um par de parênteses tem um sinal — antes, basta eliminar os parênteses e inverter 
os sinais dos seus termos internos, ou seja, os positivos viram negativos, e os negativos viram 
positivos. Mas cuidado, esta segunda regra não pode ser usada quando dentro dos parênteses 
existem outros parênteses, seu uso é apenas quando temos uma sequência de valores com 
sinais + e —. 


Usando essas regras, a eliminação dos parênteses ficaria assim: 


+5 —7 +8 -3 +9 + (+4 -8 +10 +7) = 
+5 —7 +8 -3 +9 +4 8 +10 +7 = 

+5 R #8 -3 +9 +4 Y +10 +X = 
+5 —3 +9 +4 +10 = 25 


Muitas vezes na álgebra, a eliminação de parênteses não é uma simples facilidade, mas sim 
uma necessidade, ou seja, se não a fizermos, não conseguimos resolver o problema. 


Vejamos agora um exemplo com a elimina 


ção de e did S Or um sin 
negativo. parênteses precedidos P 


| 
| 
| 
| 
| 


+3-7+8+5-(6-3+9-7) 


O par de parênteses está precedido por um sinal ne 


. ° . p ї se е iná-lo 
inverter os sinais dos números no seu interior Ficamo gativo, então para elimi | 
: 5 


Com: 
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+3-7+8+5-6+3-0+7 = 4 (confira!) 


Outro exemplo: 
+5 —7 +8 —3 +9 —[+4 -(-8 +10 +7) -3] = 


Observe que existem aqui dois níveis (parénteses dentro de colchetes). Náo podemos eliminar 
todos de uma só vez. Devemos eliminar primeiro, os mais internos, que no caso, sáo os 
parénteses. Ficamos entáo com: 


+5 —7 +8 -3 +9 —[+4 -(-8 +10 +7) -3] = 
+5 -7 +8 -3 +9 —[+4 +8 -10 -7 -3] = 
+5 —7 +8 -3 +9 -4 -8 +10 +7 +3 = 


Na segunda linha do cálculo acima, 
eliminamos os parênteses internos, que 
estavam precedidos por um sinal negativo, 
invertendo os sinais dos números. Na terceira 
linha, fizemos a eliminação dos colchetes, 
que como estavam precedidos por um sinal 
negativo, os números do seu interior tiveram 
seus sinais invertidos. Agora como todos os 
números ficaram em uma só sequência, 
podemos fazer os cancelamentos permitidos 
e calcular a expressão: 


+5 —7 +8 -3 +9 4 3 +10 +7 +3 = 
+5 Y +8 3 +9 4 8 +10 FX +3= 
+5 +9 -4 +10 +3 = 

= 23 





Alunos do Colégio Militar 


Note que temos dois caminhos que levam ao mesmo resultado: 

1) Fazer as operações de todos os parênteses, antes de serem eliminados 

2) ou então ir simplesmente eliminando os parênteses na ordem correta (a partir dos mais 
inteiros), para só no final realizar as operações. 


Exercícios 

E18) Faça a eliminação dos parênteses, a seguir use cancelamentos quando for possível e 
termine os cálculos só quando todo os parênteses estiverem eliminados. A seguir, repita os 
exercícios, realizando as operações à medida que for possível, ou seja, eliminando e 
calculando. 


a) +3 6 - (-2 -6 +8) f) 5- (6-8) - (+9 4) - (-7 +3) k) 6 +3 + (-2 -3) +2 - (-1 +5) 
b) -5 + (-7 -3) 9) -5 + (-5 +3) - (-6 -8) |) +4-7- (7 -5) + (4 3) 

c) +9 -8 -5 + (-2 +9) h) -1 -8 + (-2 +3) -7 + (4 +5) m) +4 + (+2 —7) +5- (+2 —3) 
d) +4 +3 -7 - (5 -2) i) +12 + (+8 -6) — (+8 —5) n) +5 -5 4+6 –2) + (-2 4) 
e) -2 -8 - (-7 -3) j) -9 + (-2 4) + (6 +9) o) +2 -5 + (-4 -T) - (-2 +5) 
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E19) Faça a eliminação dos parênteses, a seguir use cancelamentos quando for posi, A 
e 


termine os cálculos. E 
йн Е -5)- k) +3 —6 +3+(-2 +4 -3) +2 

a) +5-6+7-(-5-6+2+4) f) 4 -(-5+6-7) -(3+8-5) (-6+2) 1 34 

b) -3+6+(-2+3-4) g) 3-2-7+(-3+2+5) (4 -9) )-644-1-(7-5-5) +6 +(-4 45 3) 

C) +8-7+4-55-3-4+7+5) h) +4-1 -8 +(-2+4+3) -7H4+5-6) | т)84-2-88-342-1) +5 (+542 la 

d) +5+2-8-6-(12+4-6-20) i) -3-12 +(+8 +4 —6) —(+6+8 -5) n) +5 +3 -H-5 +6 —2) +3 *(-3 -2-4 


е) -9+3-5+4 (-5+3-9+7) }) -8-9 +(+3-2 -4) +(+5-6 +9) 0) +2 -5+4 +(-4 -7 -1) +4 (2 8582) 


Parénteses, chaves e colchetes 


Matematicamente, os símbolos (), | e (J tëm o mesmo valor. Na verdade, bastariam bs 
parénteses, e o uso da regra: *Resolver primeiro os parénteses mais internos”. Entretanto, 
facilitar os cálculos por alunos mais novos, foram adotados também os colchetes "е а 
chaves *()". Isto ajuda um pouco as crianças a identificarem quais partes da expressão devem 
ser feitas antes. Por outro lado, o elaborador da questão fica na obrigação de respeitar a ordem 
do uso de (), | e () no enunciado. Por exemplo, não seria correto formular neste nível, uma 
questão como: 


(5 – 4x(30 – 18) - [27 - 20]) 


Para manter coeréncia, os parénteses deveriam ser internos, e as chaves deveriam ser externas. 
Usar esses símbolos na ordem diferente do padráo seria uma confusáo desnecessária, 
Matematicamente correto neste caso seria usar todos os símbolos como parénteses, e resolver 
primeiro aqueles mais internos. 


Multiplicação e divisão de inteiros 

As operações de multiplicação e divisão de números inteiros são muito parecidas com as 
operações correspondentes nos números naturais. À única diferença é a questão dos sinais. Os 
números que estáo agora sendo multiplicados ou divididos podem ser positivos ou negativos, € 
o resultado também pode ser positivo ou negativo (é claro que o resultado também pode ser 
zero). 


A regra é muitos simples: 
Para multiplicar ou dividir dois números inteiros: 


a) Sinais iguais, o resultado será positivo 
b) Sinais diferentes, o resultado será negativo 


Exemplos: 
(+3).(+4) = +12 
(-3).(+5) = -15 
(+6).(—4) = -24 
(-4).(-5) =+20 


o. TE uma 
Tradicionalmente, esta regra de sinais é apresentada no ensino fundamental шиний ões 
propriedade a ser decorada, mas na verdade isto pode ser demonstrado. Tais demons? | 
aw . rio : : ` 1С: 13] 
sáo feitas em cursos de matemática do ensino superior. Vamos justificar de forma simpli 
o porqué dessas regras de sinais. 
iN 
imlicacá intei iti А РГ ганаа ИЙМ" 
A multiplicação de inteiros positivos é consequência da multiplicação de números na pr 
que sáo sempre positivos e o resultado é sempre positivo (exceto no caso o que 0 
" à ” . . 48 | ОГ 
multiplicar um numero inteiro positivo por um negativo, entende-se claramente P 
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produto é negativo, já que tal multiplicação pode ser desmembrada em parcelas a serem 
somadas. Por exemplo: 


3. (55) = (55) + (55) + (55) 2-15 


Obviamente, a adição de parcelas negativas terá resultado negativo. Isto justifica o resultado de 
que a multiplicação de dois inteiros, um positivo e um negativo, terá um resultado negativo. 


Um pouco mais difícil é a demonstração de que o produto de dois inteiros negativos tem como 
resultado um valor positivo. Para justificar (não demonstrar, pois a demonstração correta seria 
mais elaborada) esta regra de sinal, considere dois inteiros positivos, a e b, de tal forma que os 
números —a e —b sejam negativos. Partimos então da seguinte igualdade: 


-a.0=0 


Isto nada mais é que uma propriedade da multiplicação: qualquer número inteiro multiplicado 
por 0, dá como resultado 0. Por outro lado, o número 0 pode ser obtido pela soma de 
qualquer número b com o seu simétrico, -b. Ficamos então com: 


-a. (b +(-b)) = 0 


A multiplicacáo de inteiros tem a chamada propriedade distributiva, ou seja, o número -a está 
multiplicando b e -b, ficamos entáo com: 


-a.b + (-a).(-b) = 0 

Somando a.b aos dois lados da igualdade, ficamos com: 

-a.b * a.b * (-a).(-b) 7 a.b 

Os nümeros ab e -a.b sáo simétricos, sua soma é zero. Ficamos finalmente com: 
(-a).(-b) = a.b 


Este resultado mostra que o produto de dois números negativos (-a e —b, lembre-se que 
consideramos a e b positivos) é igual ao produto dos seus módulos, com o sinal positivo. Isto 
mostra por exemplo que (-6) . (-8) = 6.8 = *48. Fica assim justificada a propriedade de que o 
produto de dois números negativos tem como resultado, um valor positivo. 


Como vemos, para multiplicar dois nümeros relativos, multiplicamos normalmente seus 
módulos. O sinal do resultado dependerá dos sinais dos números que estão sendo 
multiplicados. Se os sinais forem iguais (++ ou — -), o resultado será positivo. Se os sinais dos 
dois números que estáo sendo multiplicados forem diferentes (+ — ou - +), o resultado será 
negativo. Obviamente, se um dos dois nümeros for zero (ou ambos), o resultado será zero. 


A mesma regra é aplicada para a divisão. Inicialmente fazemos a divisão dos números, sem 
levar em conta o sinal (ou seja, dividimos os módulos dos números). Lembre-se que não existe 
divisão por zero. Para saber o sinal do resultado, basta verificar os sinais dos dois números da 
operação. Se os sinais forem iguais (+ + ou — —), o resultado será positivo. Se os sinais forem 
diferentes (+ — ou — +), o resultado será negativo. 
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O ALGE 
Exemplos: 


(+48)+(+6) = +8 
(-32)-1-8) = +4 
(-28)+(+4) 

(+21)=(=7) = -3 


Exemplo: 1 í Antes 
"a expressões abaixo, usando o menor número possível de parênteses e de sinais 
porém sem efetuar as operações: = 

a) (+3).(+4) d) 74.9) a td pen 

b) (3).(+5) e) (H8: 09) ) C12). 3) 

c) (+6).(4) 0 (-32) C9) | 


Sabemos que não é obrigatório o uso do sinal nos números positivos. Por exemplo, +5+8 pode 
ser escrito como 5+8. O único sinal + que permanece nesse caso ео que indica a operação de 
adição. Parênteses também podem ser omitidos, desde que isso não resulte em dois sinais 
juntos, como ++, —., por exemplo. Sendo assim, podemos escrever as oito expressões acima da 


seguinte forma: 


e) 48-6 

f) -32=(-8) = 32-8 
g) -28-4 

h) 21=(-7) 5-21-7 
(-12).(-3) = 12.3 


Produto com mais de dois fatores 


A regra para sinais de multiplicacáo e divisáo deve ser alterada para o caso de quando temos 
mais de duas parcelas. Por exemplo: 


(-3).(+4).(-5).(-10) = 


No exemplo acima temos uma multiplicação de quatro fatores. O módulo do resultado ё0 | 
produto dos módulos, no caso, 3 x 4 x 5 x 10 = 600. Para saber o sinal, contamos quantos | 
números negativos existem entre os fatores que estáo sendo multiplicados. Se o número : 
fatores negativos for ímpar, o resultado será negativo. Se o número de fatores negativos for pa 

o resultado será positivo. No nosso caso sáo 3 fatores negativos, entáo o resultado sera 
negativo. 


(-3).(+4).(-5).(-10) = -600 


! . _ 0 
É fácil entender o motivo desta regra. Um sinal positivo em uma multiplicaçáo nao alters 
sinal do produto. Já um sinal negativo, se agrupado com um segundo sinal negativo i 
resultado positivo. Se os sinais negativos forem agrupados *de dois em dois", ficarao ро5їЧ , 


Quando sobra um sinal negativo sem agrupar (ou seja, quando o número de sinais nega 
ímpar), o produto será negativo. 


tivos Š 
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Capítulo 1 - Números inteiros 27 
O 7 4 
Exercícios 


E20 a)(-3).(-6)= f) (-28) + (4) = k) (-3) . (-24) = р) (-2) . (11) = 
b) (-3) . (+5) = 0) (-13) . (-3) = ) (+7) . (+3) = q) (+3) . (+32) = 
с) (+5) . (+3) = h) (-32) + (4) = m) (6) . (-9) = r) (58) + (-2) = 
d) (-5) . (4) = i) (+7). (+9) = п) (-27) = (+3) = s) (+60) + (+3) = 
e) (+6) . (+12) = j (4) . (-22) = o) (+3) . (+4) = t) (7) . (4) = 
E21) a)(-2).(-5)= f (27) + (-3) = k) (-2) . (-26) = p)-72 + (-24) = 
b) (4) . (-2) = g) (-54) + (3) = ) 6 .(-9) = q) +32 + (-2) = 
c) (+5) . (+4) = h) (-95) = (-5) = т) -84 = (-7) = r) 45. (-2) = 
d) (-3). (4) = i) +5 (-8) = п) (749) + (-7) = s) 90 + (-30) = 
е) +96 + (+12) = j) (45) + (-9) = о) (+6) .(-3) = t) (-91) = (-7) = 
E22) а)(-24).(-5)- f) (-270) + (-3) = k) (-20) . (-26) = p) -720 + (-24) = 
b) (42) . (-2) = g) (-108) + (-3) = |) 60 .(- 9) = q) +680 + (-20) = 
c) (+25) . (+4) = h) (-850) + (-5) = m) -840 + (-7) = r) —45 . (-20) = 
d) (-30) . (-4) = i) +500 (-8) = n) (-490) + (-7) = s) 900 + (-30) = 
e) +960 - (+12) = j) (-450) + (-9) = о) (+65) (-3) = t) (-630) + (-7) = 
E23) а)-2.(-4).(3) = f) 5.(-7).2 = к) 5.(-5).2.(-4).2 = 
b) —2.(—5).12 = g) 4.2.11 = |) 7.(-2).3.(4) = 
c) 5.(-4).(-3) = h) –2.4.(-3).5 = m) -5.3.(-2).3 = 
d) -5.(-5).-2) = i) —4.(-8).2 = n) 9.(-6).2.(-3) = 
e) 7.(-2).3 = j) -2.3.(-5).8 = 0) 7.3.(-2).(-3) = 


Expressões combinando multiplicações e divisões 


Podemos encontrar inúmeros tipos de expressões, combinando todas as operações 
matemáticas possíveis. Até agora vimos somente alguns tipos, a mais complexa foi a sequência 
de multiplicações. Vejamos agora como resolver uma expressão que tem somente 
multiplicações e divisões em sequência, como por exemplo: 


(-6) . (+14) + (77) + (22) . (+4) 


Note que esta expressão não tem adições e subtrações, só uma série de multiplicacóes e 
divisões. Quando isto ocorre, devemos realizar as multiplicações e divisões, na ordem em que 
aparecem. À regra de sinal é a mesma da sequência de multiplicações: quando o número de 
sinais negativos for ímpar, o resultado será negativo, caso contrário, será positivo. Ficamos 
então neste exemplo com: 


6.14=84 

04 + 7 = 19 

12+2=6 

6.4=24 

O sinal é negativo, pois existem 3 fatores negativos. Portanto o resultado ë -24. 

Exercícios 

E24) а)-2(-14):-4- f) 15.(7).3--(-9) = k) 5.(-5).(-4)2-10 = 
b) -3.(-5).12+(-9) = 0)-14--2.11- ) -7.(-4)+2.(-4) = 
c) 5.(4).(-3)+(-15) = h) —2.4.(-3)+6 = m) -5.3.(-2)+3 = 
d) -15.(-5)--(-25) = i) -14.(4)22 = n) 9.(-6)-+2.(-3) = 
e) -27.(-2)-+18 = j) -2.3.(-5)+10 = 0) 7.6+(-2)+(-3) = 
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es e divisões é formar uma fran: 
Qutra forma de resolver as тов que estão sen do multiplic fração, 
rimeiro fator € todos 05 aga ados . 
colocando no numerador 0 P i e estão sendo divididos. A regra de sina] š 
colocando no denominador todos os nu ca 
mesma. Por exemplo: 










~ 





6x14x4 
. +4 = _ — 
2) . (+4) 7x2 
cáo de frações. O 7 do denominador simplifica com o 
com o 7, fica 9. Este 2 simplifica com o 2 que 
nal é ativo: —24. 


— 


6). (+14) + (-7) + C 


as regras 
O 14, depoi 


A seguir usamos 
resultado será entáo 0. 


14 do numerador. 
está no denominador. O 


acabamos de apresentar. 


Exercícios 
de simplificação que 


E25) Repita o € 
cáo de números inteiros 


ncia nada mais é qu 


o fator que 86 repete) 
ara o caso das bases negativ 


xercício 24 usando a técnica 


e fatores iguais. А mesma coisa 
negativo. Apenas temos que 
rtanto interessados em 


e um produto d 
é um número 
as. Estamos po 


Potencia 
Sabemos que uma potê 
valerá quando a base ( 
conhecer a regra de sinal p 
calcular: 


AB 

onde B é um número natural (0, 1, 2, ..-), chamado expoente, e А pode ser qualquer número 
inteiro (positivo, negativo ou zero), chamado base. Elevar o número A à potência B nada mais 
é que multiplicar A por si mesmo, com UM total de B fatores: 


AP = Ax Ax Ax Ax...< 4 
(B vezes) 

As primeiras regras da potenciação são as mesmas já estudadas na aritmética: 

1) Qualquer base elevada à poténcia 1 é igual à própria base. 

А! = А 

2) Qualquer base, que náo seja 0, elevada ao expoente 0, ë igual 

А0-1(АЖ0) dd илэн 

ado a qualquer expoente (по nosso caso estamos lidando com expoente 


3) O número 1, elev 
que sejam números naturais), é igual a 1. 


1B = 1, BEN 
4) O número 0, elevado a qualqu intei : 
асова qualquer expoente inteiro positivo, ё igual a 0. 


OBS.: 0 náo pode ser elevado a 0, nem a expoentes negati 
vos. 


Es tr indivi 
sas quatro regras tratam individualmente os casos de base ou expoente valendo 0 ou 1. Para 
y do 


outros números, v ipli 
, vale a regra de multiplicar a base, tantas ve to for o val 
› zes quanto Ior 


expoente. 
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Capítulo 1 - Números inteiros 
Exemplos: 


а) (-4)° = (-4).(-4).(-4) = -64 

b) (-3) = C3). C3) = 9 

c) (-5)9 =] 

4) c7) =-7 

Para calcular poténcias onde a base 
é um nümero inteiro (positiva, 
negativa ou 0) e o expoente é um 


número natural (exceto 0%, que náo 
existe), fazemos o seguinte: 





29 


¡ul 


485 


Profissionais da área de exatas / biomédica 


1) Calculamos a poténcia normalmente, sem levar em conta o sinal. 
2) Se a base for positiva, o resultado será positivo 


3) Se a base for negativa: 
3.1) 


Quando o expoente da base negativa for par, o resultado será positivo 


3.2) Quando o expoente da base negativa for impar, o resultado será negativo 


Note que esta regra de sinal é similar á da multiplicação com vários fatores, já que uma 
potência nada mais é que uma multiplicação de fatores iguais. 


Exemplos 

a) (-2) = +64 

b) (-3)? = -27 

c) -2) = -32 

d) (-2)8 = 128 

Exercícios 

E26) Calcule as seguintes potências 

а) (5) = f) 6^ = 
b) (3) = g) (~ 
с) 27 = h) 3º = 
d) (-6)* = i) (-2)5 = 
е) 82 = j) 52 = 


E27) Calcule as seguintes poténcias 


a) (3) = 0 92= 

b) (4) = 0) 3) 
С) 35 = h) 26 = 

d) (5) = i) (-3)* = 

e) 102 = j) 122 = 
E28) Calcule as seguintes potências 

a) 12! = f) 19121 = 
b) (-5.000.000)) = g) (-934)! = 
c) (-173)! = h) 230º = 
d) teo = j) 1 = 

e) 02 = j) 1.234.567? = 


е) (-1)1000 = 1 
f) 4º = 64 
g) (200) = 1 
h) 030 = 0 


К) (7)? = 
)42= 

т) (-3)*= 
п) (2) = 
o) (-8) = 


k) (-9} = 
|) 18? = 

m) (—5)* = 
n) (-2) = 
0) 4) = 


k) 0º = 

|) 71251 = 
т) (-78) = 
n) 1 = 

o) (-512)! = 
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tencias de fatores primos: 


duto de PO k) (-2).(-2).(- 
E29) Represente como um pro 3347) (7)3 .(-2).( 2).(-2).(-2 
а) 3333332, 2.22) 1793344 К ЕНДЫ. 
p) 2.225.557 77 3344455/(05)(5) 2 2 2)345)55 
c) 2.2.2.2.2.(- 1 , 12353252352 o) 10.11.12 
ў 22220909: m 327351325. 11.(-12).14.{-16) 
е . JU.ZU. £V: 
20 Calcule: f 01000000000 : M 
a i : 
s i) 1000! n) -1000º 
i 04 j) 98908093* 0) 4433439930327930 


ncias 


Propriedades das poté 
tem as mesmas 


úmeros inteiros propriedades das potências de número, 


A potenciação de n 
naturais: 


edades, a e b são números inteiros, e x é um número natural, respeitando apenas 


Nessas propri 
xiste divisão por 0, nem 0º. 


as restrições de que não e 
É muito fácil justificar essas quatro propriedades, partindo da própria definição de potência 


Por exemplo: 


(a.b)* = (a.b) x (a.b) x (a.b) x ... x (a.b) = ахахах...ха x bxbxbx...xb 


(X vezes) (X vezes) 


(X vezes) 
-q'xb' 
As outras trés propriedades citadas podem ser demonstradas pelo mesmo princípio. 
Vejamos alguns exemplos com nümeros naturais: 


Exemplos: 
a) (3.5)? = 32.52 = 9x 25 = 225 


b) (2.3)! = 24.34 = 16 x 81 = 1296 
с) (4/2)? = 43/235 = 64/8 = 8 


d) (23? = 93.2 ES 96 = 64 
| es d 
m séries anter 0! 


osi 


Até aqui nào h 
ка dr фі essas propriedades ја foram estudadas € 
negativos. agora quando as bases sáo números inteiros, S€ 
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Capítulo 1 - Números inteiros 31 


D EC] -m. (-5 = 4 x 25 = 100 
é o mesmo que: 


[2.(-5)]2 = [-10]? = 100 


b) (-0) + 3]2= (6)? +32=36 + 9 = 4 
ë o mesmo que: 


© (CP = (-922= (-9)5— 64 

ë o mesmo que: 

[(-29P = ES? = 64 

Essas propriedades podem servir para facilitar cálculos. Digamos que vocé precisa calcular: 
106 + 56 

10º vale 1.000.000, e 56 vale 5.5.5.5.5.5 = 15.695. Agora temos que dividir 1.000.000 por 15.625, 
uma conta bastante trabalhosa, que resulta em 64. Fica muito mais fácil usar a propriedade: 


(4-5) = a*-b* 
isso ë o mesmo que dizer que a*-b* = (a--b)*. Então: 
106 = 56 = (10 5)6 = 26 = 64 


Exercícios 


E31) Multiplique as seguintes poténcias, e agrupe as que tiverem a mesma base, reduza a bases 
positivas, colocando o sinal à parte, quando for o caso. 


a) 25.27.23 f) 251.210 29 k) 32.3.(-3)5.102.10 
b) 323.33 9) 35.32 |) -251.210.29.(-2)5 
c) 25.27.28 h) 103.10.109 m) -57.58 

d) 107.10 i) 57.58 n) -25.(-27,(-2)s. 
e) 53.55.52 54 j) 2223.25.27 о) 53.55.(-5)2.(-54) 
E32) Multiplique as seguintes potências, dando a resposta na forma de uma potência única 
4) 35.55 f) 103.83 к) (-2)2.32 52 

b) 27.57 0) a”.b” |) 46) 

c) 22.32 52 h) 25.105 т) -103.(-8)3 

d) 45.65 i) 25000 555000 п) (-2)8.(-10)8 

e) 55.55 j 57.57 о) -57.(-5)7 

E33) Efetue as seguintes divisões 

а) 35+32 f) 126123 к) -315+(-3)2 

b) 223 g) 63:6? ) --10)8+103 

с) 57+55 h) а50+а20 т) 6º+(-6)º 

d) 108-102 i) 1008-1003 п) (-7)5+74 

е) 75474 j) 10002+1000? о) (-2)8+(-22) 
E34) Efetue as seguintes divisões 

a) 108+58 f) 95+35 k) (-12)3+23 

b) 123-23 g) 304+64 |) 242+(-3)? 

c) 165+45 h) 142+72 m) -95+(-3)5 
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32 1 12015049 n) (30)+(-6) RISTA 
o iei j) 805+5º y 
е) 15*+ 
E35) Calcule as seguintes poten rm or 
a) oa : ) (2/5: ) YA 1 
b) (2. ) h) (219)? ) | e) | 
С) (5.17 Ü (213) n) [(-1)/2] 
d) (3.4) 3 2,3 Y 
e) (2/3) 1 2 | 0) = 

7.10 š 


и tências de fatores primos, se 
imir as expressóes como um produto de po Ж. 4 m repeticz 
ЕЗ0) apr 42.63 9! -92 92 93 33.34 31 = 97 411, Use apenas bases positivas, e indique 0 E 


em separado, quando for o caso. к) 23.6) 92 


2.403 43.62.103 | 
Ч app | 24 44.82 ) (-1 БАСУУ | | 
с) 62,85 h) 93.482 m) oO | | 
d) 103.204 i) 63.124.182 n) 9) O 0) 25 | 
e) 153,94 j) 54.102,25 о) (-6).125.(-18) 














E37) Exprimir as expressóes como um produto de poténcias, agrupando as que, forem de 


mesma base. 
Ex: 2.x2,yº.5xº = 10.х9.у? 


a) 2x2.z3.xŠ f) 2x3.y2.z3 , 3x2.y1.25 k) –х3.(-у)?.22 .Х.у.2 
р) 3a2.b5.c3 . 2 a.b?.c? 0) x4.y4.z2 . 2x2.y2.z |) Cay Cor | 

с) 5x2.y5 . Зу? h) a.b? . a3.b2 m) 2) E | 
d) 2a3.b*. 3a . 4b . Sab i) m3.p4.q2 . 3m . 2n . 59 n) -(-a)*.(-a) B 
e)x3y? . 2xy . 3€ y* j) 5a^.b?.c? .2. a.b.c o) (-a)5.b8.(-a.b) 


Expressóes com nümeros inteiros 


Praticamente todo o estudo da álgebra exige a resolução de expressões num | 
Literais, porque apresentam letras que representam números. Por exemplo, x? -3x + 5 é € 
expressáo algébrica do segundo grau, na qual x representa um nümero real qualquer. g 
operar com essas expressões, é preciso ter habilidade algébrica, ou seja, saber operar 


: - Ten a 1 45065 
simplificar diversos tipos de expressões, das mais simples ás mais complexas. Essas expre 
podem envolver operações como: 


éricas ou literais. 


e Adição, subtração, multiplicação e divisão 

e Potências e raízes 

e  Fracóes algébricas 

e  Parénteses, colchetes e chaves 

e Números e letras com sinais positivos ou negativos 

Jores 

A partir de agora você vai trabalhar com expressões numéricas, inicialmente com "gs 
inteiros, positivos ou negativos. Dominando a técnica para números inteiros, ficará ™ | 
fácil manipular as expressões algébricas mais complexas. 


As expressões algébricas apresentadas nesse capítulo terão apenas: 
e Números inteiros 


e Operações de adição, subtração, multiplicação e potências de números in 
e  Parénteses, colchetes e chaves 


teiros 
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Para efetuar essas expressóes, vamos usar os conceitos já apresentado nesse capítulo. 


Sequência de adições e subtrações 


Realizamos as operações na ordem em que aparecem. Para facilitar, podemos agrupar todos os 
positivos e agrupar todos os negativos, para calcular a soma algébrica final. Podemos ainda, 
antes iniciar a operação, fazer simplificações como já ensinamos neste capítulo. 


Exemplo: 

Calcular —5 +3 8 +7 -6 +2 -9 

-5 -8 -6 -9 = -28 (agrupando os negativos) 

+3 +7 +2 = +12 (agrupando os positivos) 

-28 +12 = -16 (operando a soma dos negativos com a soma dos positivos) 


Exercícios 


E38) Faca a eliminacáo dos parénteses, a seguir use cancelamentos quando for possível e 
termine os cálculos. 


a) 6 (3+8-5) (-5+6-7) 4445) f) +5 -8 +5+(4 +6 —5) +4 -(-3 -5+7) 
b) 6-1-10+(-6+5+8) (3 -6) g) -9 +7 -10-(10 -8 -8) +9 +(-7 +8 —6) 
c) +8 -5 —4 +(-7+10+7) -8+(-6+7-4) h) +8 -6 —4+(-7 +6 -3) +9 (+9+6 —7) 
d) -7+8 +(+12 +8 -2) (+9+5 -8) |) +7 +8 -2-(-3 +9 -7) +8 +(-8 —7 –9) 
e) -6 -7 +(+5 -6 -8) +(+8 —3 +7) j) +6 -9+8 +(-8 -3 —5) +8 4-6 +9+6) 


Sequência de multiplicações e divisões 


Nesse tipo de cálculo, realizamos as operações na ordem em que aparecem. Um método que 
toma o cálculo mais simples é formar uma fração, colocando no numerador o primeiro fator e 
todos os fatores que estão sendo multiplicados, e colocar no denominador, o produto de todos 
os fatores que estão depois de algum sinal de divisão. Quanto ao sinal, será negativo se o 
número de valores negativos da sequência for ímpar, e positivo se o número de fatores 
negativos da sequencia for par. 


Exemplo: 


3141 (7 (9 (44) = 9X14x4 -_94 
ЄЎ. (4) + (27) + y = LA 


Ou seja, o primeiro fator vai para o numerador. Entre os termos seguintes, todos os que têm 
antes um sinal de multiplicação, ficam no numerador. Todos aqueles que têm antes um sinal 
de divisão, ficam no denominador. 


Exercícios 

E39) а)254-4)3-(-15)- f) 15.(-5).(-2)+10 = 
b) -247-3.11 = g) -9.(-4)—-2.(-4) = 
c) -12.4.(—3)-—6 = h) -15.3.(-2)+3 = 
d) -24.(4)+6 = i) 9.(—4)+2.(-6) = 
e) -2.3.(-6)+18 = j) 9.6+(-3)+(-2) = 


Expressões com adição, subtração, multiplicação e divisão 


Quando a multiplicação e a divisão se misturam com a adição e subtração, devemos primeiro 
resolver todas as multiplicações e divisões. Vejamos um exemplo simples: 
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Exemplo: 
7+5.(-3) | 
; ar ultado por -3. As multipli : 
depois multiplicar O ын noi _N = Plicações q, 
Seria errado somar 7+5, par red to o correto é fazer primeiro 5.(-3) = -15. Só então 5 evem | 
ser feitas antes das adições. Po Podemos, 
operar 7-15 5-8. 
7+5.(-3) = 
7+(-15) = 8 
Exemplo: 
9.3+4,7-2.4.5+3.0 = 
rram devido à confusão de números agrupados no papel. Para não errar 4 
deixe mais juntos os números liga ë 
08 


Muitos alunos € : 
tre os sinais 


um espaço maior en | Y" 
divisão. Ficaria assim: 


pela multiplicação € 


923 + 4.7 — 94.5 + 3.6 = 
6 + 28 – 40 + 18 = 12 


o existem divisões, а regra é a 
as adições € subtrações. 


Quand 
no final, realizar 


Exemplo: 

2: -40--5.7-2.4.543.6-9 = 

93 + 40+5.7 - 9.4.5 + 3.6+9 = 
6 + 56 - 40 + 2=24 


Se existirem números negativos, 


Exemplo: 
2.3+-40)+5.7-2.4.(-5)+3.(-6)+9 = 
2.3 + (-40)+5.7 - 2.44 
6 + C56 - (40) + C27 
6 -56 +40 -2 = -12 


Considere os sinais de mul 
“grudados”, e os sinais de a 
feitas depois. 


Exercícios 


OBS.: O símbolo “.” Significa multiplicação 

f) (32) +(4) - (53) (-11) 
g) (-13).(-3) + (+2).(+22) 

h) (-28)=-(-4) - (-28)+(-2) 
j) (+6).(+9) + (+30)=(+3) 

j) (-7)(-22) - (-6).(-8) 


E40) а) (-3)(-4) + (-2).(-24) 
b) (-3).(-12) — (+6).(+3) 
c) (+5).(+3) + (-7).(-4) 
d) (-5).(-6) - (-27)-+(-3) 
e) (+6).(+5) + (+3).(+9) 


E41) a)(2)(55) +(-2)(-28) - (-2).(-4).(3) = 
b) (-4).(-2) - 6.(- 9) – цал = ч 
c) (+5).(+4) + 84+(-7)-5.(-4).(-3) = 
d) -3).(-4) - (49) CT) -5.(5).(-2) = 


de adicáo € subtracáo, € 


mesma: realize todas as multiplica 


realize normalmente as operações, 
-5) + 3.(-6)+9 = 


tiplicação e divisão como “sinais fortes”, 
dição e subtração como “sinais fracos”, cuj 


ções e divisões, para 


levando em conta os sinais. 


que deixam 08 números 


as operações devem sel 


k) (-27)+(-3) + (+5).(+4) 

|) C54) (3) - 96--(*12) 
m) (-95)+(-5) + (-49)+(7) 
n) +5.(- 8) + 90--(-30) 

o) (-45)+(-9) - 84--(-7) 


f) C27)-- (-3) - 72+(-24) + 5.(-7).2= 


g) (254)+ (-3) + 32+(-2) + 2.3.-5).8= 
h) (95) (-5) - 45.(-2) + (-2)44-9) 95 


i) +5.(— 8) + 90+(-30) + 4.2.11 = 
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35 
e) +96 (+12) + (+6).(-3) - 7.(-2).3 = j) (45) +(-9) - (-91)--(-7) + (-4).(-8).2 = 





E42)  a)-2.(-14)+4 + 5.(-5).2.(-4).2 + 15.(-7).3-- (-9) - 5.(-5).(-4)+10 
b) 3.(-5).12+(-9) - 9.(-6).2.(-3) + (-14)--2,11 
с) 5.(74).(73)- (715) + 7.3.(-2).(-3) + (-7).(-4)+2.(4) 
d) -15.(-5)2- (725) – 5.3.(-2).3 - (-5).3.(-2)+3 + (-14).(4)+2 + 9.(-6)+2.(-3) 
e) -27.(-2)+18 + 7.(-2).3.(-4) -7.6+(-2)+(-3) - 2.4.(-3)+6 + (-2).3.(-5) +10 


Parénteses, colchetes e chaves 


Servem para mudar a ordem normal das operações. A regra é que devemos resolver primeiro 
os trechos das expressões que estão entre parênteses. Ë possível usar parênteses dentro de 
parênteses, mas para evitar confusão, convenciona-se usar também chaves e colchetes. O 
correto é usar mais internamente os parênteses, externamente os colchetes, e mais 
externamente ainda, as chaves. Matematicamente, todos esses símbolos têm o valor de 
parênteses, mas por clareza visual, convenciona-se esta ordem. 


Exemplo: 
-5*6-(-7*4) = 
-5*6-(-3) = 
-5*6*3- 
—5+9=4 


Exemplo: 

-6.14-(24-6) = 

-0.14--4 = 

-84+4 = 21 

Exemplo: 
25-(3.17-[-10+6.(8-4.(-2))+2+3]-4.(-4) } (74) = 


А expressão tem uma parte entre chaves, na qual encontramos uma parte entre colchetes, na 
qual encontramos uma parte entre parênteses, que é (8-4.(-2)). Esta deve ser resolvida 
primeiro. A seguir continuamos resolvendo, sempre partindo das expressões mais internas. 


[-10+6.(16)+2+3] = 
[-10 + 6.(16) + 2 + 3] = 
[-10 + 96 + 2 + 3]= 91 


Portanto o conteúdo dos colchetes resulta em 91. Passamos agora a calcular o conteúdo entre 
chaves: 


(3.17-91-4.(4)) = 
{3.17 - 91 - 4.(-4)} = 
{51 - 91 - (-16)} = 
[51 - 91 + 16) =-24 
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culta em —24. Agora que 0% parénteses, CO chetes e chaves : 
O conteúdo entre chaves ге o da expressão: С 
eliminados, podemos resolver 0 restante 
95-(-24)-(-4) = 
25 - (-24)+(4) = 
95 - 6= 19 
Exercícios | 
OBS.: O simbolo « » Significa multiplicação , 
E43)  a[3-35]* [53-27] o [28-409] 36-44 | | 

p [18-27]. [25-211] ) [23-234 + 3,4.548] + [13.13 - 12.12] 

9 [23-4] + [243-40] т) 1-2[422(209- 509 )] 

n) 10-3.[-4 _2.(4.(-2) - 15=(-3).2)] 


а) 30 +4.-7)]. [0-909] 

: | 26 -3.-2) 4.62) ]- [20 - вом] 9 C2C9- (4,2) + [24-1) +21.3- 4.5)))) 

f 4-5). [54-5)-34-3)] p) 4.2- (18.72) - 422 [-24-(-9) -12+2.(-5) + (72]]) 
[(-2).(-15)+10 + 2.8] |-2.(-3)] 


g) (3.05) + 43) 14.2) + (-2).(-3) q) 
h) [30--2+9] + [10- (-2).(-3)] r) 2414+7.3 +15-5+3.2. [36+(4) -2.(2.(-3) - 6.2)]) 
o) [3.2 + (49,3) + [19.02 - 4.(-5)] 


) [23-34 *45].[23- 3.5] 
j [ct).C3* 7922]. ц--24-3 91068-49) * c2) C7. 209 - 3-9)] C2 


EM) ac39*c2,72)1720*€2- (+5).(+4)] 
b) (3) (012) - (46.63) [C99) C9) - (49) Cn] 
305,63) [50s 73 - 965012] + 069 
d) [(-5).(-6) - (27)+(-3)].[5.-8) + 90 (-30)] 
e) [(+6).(+5) + (+3).(+9)].[(-45)+(-9) - 84-4-7)| 
0(-32)1-9-(-31-10 46239 -24-0|27)-13)-05)04)-6) } 
9 (1363) + (+2):+22).+ [09.714 - C209) [co5)« 9) - 49) 7] ] 
h) (28) +(4) - -18)-4-24 (+5).(+3).[(654)+(-3) - 96-(+12)] - (-25).(4) ) 
y [10 + (+6).(+9) + (+30)+(+3)2] +4 [(-5).(-6) - (-27)+(-3)).[-5.(- 8) + 78+(2)] } 
à (74012) - C90 [C969 - (+3).-9)].[(135)+(-9) - 98+(-7)] ) 


Expressões com potências 
Uma expressão envolvendo potências não é mais difícil que as expressões que possuem apen? 
adições, subtrações, multiplicações e divisões. A única coisa que você precisa saber é que ^ 


potências são realizadas antes das outras operações. 


Exemplo: 
5+3.2* = 

5 + 82*- 
Jc AL adição deve ser feita depois da multiplicação. Devemos então resolve! s ! 
И ое nes NA 5 para calcular primeiro 3.2=6, para de EA calcular 64. O correto é сад 08 | 
primeiro a poténcia, ou seja, 2* = 16. Só entáo calcul : - ! nte caló E | | 
5+48 = 53. ulamos 3.16=48, e finalme 
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5 + 3.2 = 
5 + 3.16 = 
5 + 48 = 53 


Exemplo: 
5+(3.2)2 = 


Nesse caso, a expressão entre parênteses deve ser calculada antes da potência. Ficamos então 
com 3.2 = 6, para então calcular 62 = 36. Finalmente fazemos a soma com 5, ficando com 5+36 
= 4]. 


Exemplo: 
(5+3.2)2 = 


Mais uma vez temos que resolver primeiro a expressão entre parênteses, para só então calcular 
a potência. À expressão entre parênteses resulta em 11, então o resultado final é 112 = 121. 


Exemplo: 
_ 52 = (4)? = 


No primeiro termo temos um 5 com um sinal negativo e com uma poténcia. A poténcia tem 
precedéncia, ou seja, devemos primeiro calcular 52 = 25, para entáo atribuir o sinal negativo, 
ficando então com -25. A seguir, temos que subtrair (-4)2. Se não fossem usados os parênteses, 
calcularíamos a potência primeiro (42 = 16), para então tratar o sinal. Como temos parênteses 
em torno de -4, este valor deve ser elevado à potência 2. Ficamos então com (-4)? = 16. 
Finalmente podemos operar os dois resultados obtidos: 


-52-(4)2= 
-25 — 16 = -41 


O importante aqui é lembrar que para elevar um número negativo a uma potência, devemos 
sempre escrever o número negativo entre parênteses: 


(sy = 16 (o número -4 está elevado ao quadrado) 
-4? = —16 (o negativo de 4? = o negativo de 16 = –16) 


Exemplo: 
2” = 


Nessa expressáo temos duas poténcias envolvidas. Como calculá-la? Qual nümero está elevado 
ao quadrado, o 3 ou o 23? 


Nesse tipo de expressáo, convenciona-se que as poténcias devem ser calculadas “de cima para 


baixo", Sendo assim, calculamos primeiro 32-9.А seguir calculamos a próxima poténcia, que 
ficará 29 = 2,2,2,2,2,2,2,2.2 = 512, 
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Parénteses, colchetes e chaves são usados nas expressões matemáticas para alterar A 


normal das operações. Se não existissem parênteses nesta expressão, seu cálculo seria ( | tdem, 
io anterior 23 — 512. Entretanto dessa vez foram usados Pará Mo Ë 
v аа а: cálculo. A regra é sempre B mesma: devemos primeiro ыг Para 
expressões entre parênteses. No caso, calculamos 23 = 8. Só então calculamos a outra Sg | 
ficando com 8? = 64. ncia 
2% =512, mas [22 P =64. 
Exercícios 
OBS.: O símbolo “.” Significa multiplicação 
E45) а) (-3)2+ 2.3? = f) 3.22 = k) (5)? -5*= 
É b) (2)? - 4223 = g) 2.3) = ) (-5)-59 = 
с) 2743,-2) = h) (-3.2) = т) (-2)* + (-2P + (-2)2 + (-2)! + (-2p = 
d) (-4)º - (20+5)? = i) (-35-(5.7))5 = n) (-2} + 2) = 
е) 53 52+ 5! — 50 = j) 2.13? = о) 72-37! + (-1289) = 
E46) а) (-2)*+(-2)2(-2)2+(-2)'+(-2)° к) [-722 - 22.(-5)] . [-62 - 4.(-2y | 
b[2c32-27].[c?-23-C2*] 0 [23-3.2+ 3.22.5+23] + [132 - 122] 
c) [2.3-22] + [2.(3-4)] m) 1-2.[(-2? -2( 2.3) -5.(-2)) | 
d) (38-31 + 22.(-7)] . [5.23 -(-22).(-3)] п) 10-3.[-2? 2.((-2* - 15+(-3).2)] 
e) [26 - 3.(-2) - 22-2) ]+[22.5-60:4] о) (2.03) - (C27 + [2.19 + 2.(1.3-22.(-5)]) 
f) 22.(-5).[5.(-5)-3.(3)] p) 23 — (2.32.(-2) - 22--2.[-24-(—2)3 -12+2.(-5) + 5.(-2)) 
g) (3.5) + (22.3) [22.(-2) + (-2).-3)] 9) [(-2)4-15)+10 + 2.28]. [2.(3)] 
h) [302+3?] = [401 - (-2).(-3)] n 2.(14-7.3 415-5732. [62-- (722) 2.(2.(-3) - 6.2))) 
) [2.3-3.(22 + 225]. [23 - 3.5] s) [3.(-2) + (-22).3] = [(24+31).(-2) - (-2)2.(-5) 


D[ct.c3)«c29-2][(C22--2.73] 0 {025 22)+(-6) + C21)- 70 E2-02-C9 - 3-99] C2 


E47)  a(3.C2)*(2)712.[099) C73) - (+5).(+4)] 
b) (-3) (22-24) - (+6).(+3).[(295)+(25) - (4-7)?+(7)] 
c) [(+6).(+5) - (+3).(+9)].[(-5.32)+(-32) - 84-7) 
d) [1-5).(-6) - (-3)2--(-3)].[5.(- 8) + 10.3?=(-30)] 
e) (+5).(+3).[(-2.33)+(-3) + 3.(-2)9+(+12)] + (-7).(4) 
f) (13).(-3) + (42) 436). (25).(-14) + (-2) [(1-3.25)- (55) + (1—62)--(—5)] ) 
g) (-25)+(-4) - (-3).(-11).[ (23).(-4) - (-2).(4).[(33)+(-3) - (+5).(+4) -60] ) 
h) (74-13) - (49) 42).Ã [-8).(+5) - (+3).(-12)).[639.5)=(-32) - 2.72=(-7)] ) 


Propriedades da adicáo 


«oe PO 
Ao estudar os números naturais, vocé já aprendeu algumas propriedades das operações, н. 
exemplo, а propriedade comutativa da adicáo diz que a+b tem o mesmo ү о етеп“ 
Eventualmente podem surgir em provas e concursos, questóes teóricas que n todo 
perguntam os nomes dessas propriedades. Entretanto, sua aplicação aparece е 
momento, em questóes de cálculo. Suponha por exemplo que vocé vai fazer O cálculo: 


49 + 297 + 3 
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Nem todos conseguem somar tão rapidamente os números 49 e 297, шїї, todon podem 
calcular rapidamente, “de cabeça”, 297+3, que vale 300, Como a soma Чин duan limay 
parcelas é 300, fica fácil agora somar este resultado com 49, O resultado nal 6 340, O (que 
fizemos aqui foi usar a propriedade associativa da adição, que diz que: 


(a*b)*c = a*(b*c) 

Portanto é necessário conhecer as propriedades para usádas, multas vezes facilitando он 
cálculos, e também saber seus nomes para poder responder eventuals quentóen teóricas, As 
propriedades das operações, que você já aprendeu nas séries anteriores, para números 
naturais, também são válidas, e têm os mesmos nomes, no caso de números Inteiros, Vamos 
então relembrar essas propriedades. 


Propriedade de fechamento da adição 


Essa propriedade diz que quando adicionamos dois números inteiros, o resultado será sempre 
um número inteiro. Escrevendo isso em linguagem matemática: 


хє2еує 2 (x+y) e Z 


Lë-se: se x pertence ao conjunto dos números inteiros e y também pertence ao conjunto dos 


números inteiros, então o resultado da adição de x e y também pertence ao conjunto dos 
números inteiros. 


Observe que nem todas as operações matemáticas possuem esta propriedade. Por exemplo, a 
divisão não a possui. Quando dividimos dois números inteiros, o resultado não 
necessariamente será um número inteiro. 


A subtração de números naturais não possui propriedade de fechamento, mas a subtração de 
números inteiros possui. Dados dois números x e y, inteiros quaisquer (positivos ou negativos), 
o resultado x — y também será um número inteiro (que pode ser positivo ou negativo, ou 
mesmo 0). Podemos escrever essa propriedade na forma: 


xe Zey e 2  (х-у) є Z 


Já a operação de subtração de números naturais não possui propriedade de fechamento, pols 
pode resultar em um número negativo, que não pertence aos naturais, 


Elemento neutro 


O elemento neutro de uma operação é aquele que, quando operado com qualquer outro 
número, não altera o valor deste número. 


A adição de números inteiros, assim como a dos números naturals, possul um elemento 
neutro, que é o zero, poís: 


para todo x e 2, х+0 = 0+x = х 
Já a subtração de números inteiros não possui elemento neutro. Apesar de x-0 ser Igual a x, o 


resultado de 0-x não é igual a x. O elemento neutro, para que exista, precisa ser neutro nas 
duas ordens (operando à esquerda e à direita). 


Scanned by CamScanner 


40 O ALGEBRISy, 1 


Comutatividade 


Uma operação é comutativa qu 
resultado. A adição de números intei 


ando podemos inverter à ordem dos operandos sem al 


ros é comutativa, pois: terar 0 


x e Ze y e 2 > xty = у+х 


Associatividade 


Já vimos como exemplo, a asso 
naturais quanto nos números inteiros, 


ciatividade da operação de adição, que vale tanto nos núm 
Eros 


ou seja: 


aeZ,b e Zeb e Z ar(btc) = (a+b)+c 
Por isso, quando temos uma expressáo como: 


—5-7+6-9+4-3 
er os cálculos na ordem em que aparecem. Podemos 


não precisamos necessariamente faz 
oma de números inteiros: 


inicialmente considerar a expressão como uma 5 


(5) +(—7)+(+6)+(-9)+(+4)+(53) 
s números da expressáo original náo sáo os sinais das 
lvida é uma adição de vários números, e os sinais de 


ecem são os sinais (positivos e negativos) que 
“+” das adições envolvidas. 


Note que os sinais que estão na frente do 
operações consideradas. A operação envo 
adição estão implícitos. Os sinais que apar 
acompanham cada número. Por isso explicitamos os sinais 


Graças à comutatividade, podemos alterar a ordem das parcelas, juntando todos os valores 


negativos e juntando todos os valores positivos. 


(-5)+(-7)+(-9)+(-3)+(+4)+(+6) 
da forma 


Agora, graças à associatividade, podemos “juntar os positivos” e “juntar os negativos” 
podemos 


que acharmos mais conveniente. Por exemplo, como 5+7=12 e 0+3=93 e 4+6=10, 


escrever. 


(-12)+(-12)+(+10) 
e depois -12 -2* 


Agora podemos fazer 12+12=24, e fazer -24+10 = –14, ou fazer -12+10 = —2, 
_14. A associatividade nos permite operar em qualquer ordem, desde que os números facam 
parte de uma sequéncia de adições “vizinhas”. 
Propriedades da multiplicação 
e números 


A multiplicação de números inteiros, assim como ocorre com a multiplicação d 
naturais, têm propriedades muito parecidas com as da adição. 


Fechamento 
Quando multiplicamos dois números inteiros, o resultado será sempre um número inteiro. 


xeZeyeZ > XyeZ 
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Elemento neutro 


A multiplicação de números inteiros possui um elemento neutro, que é o número 1, já que: 
para todo x e Z , X.1 2 1.x = x 


Comutatividade 


A ordem dos fatores náo altera o produto. Isso ë o que diz a propriedade comutativa da 
multiplicação de inteiros: 


хє2вує2-хузух 


Associatividade 


Sabemos que em uma sequéncia de multiplicacóes, devemos realizá-las na ordem em que 
aparecem. Por exemplo, para calcular x.y.z, calculamos primeiro x.y e a seguir multiplicamos 
o resultado por z. À propriedade associativa da multiplicação diz que podemos opcionalmente 


combinar o segundo com o terceiro fatores, para entáo combinar o resultado com o primeiro, 
ou seja: 


(x.y).z = x.(y.z) 


Gracas a esta propriedade, junto com a comutatividade já ensinada (x.y = y.x), os cálculos de 
multiplicações ficam bastante facilitados. 


Distributividade 


A distributividade é uma propriedade que envolve duas operações. Por exemplo, dizemos que 
entre os números inteiros, a multiplicação é distributiva em relação à adição. Vejamos o que 
isto significa através de uma expressão. Considere o cálculo: 


10.(5+3) 
Este cálculo pode ser feito de duas formas: 


a) Calcular 5+3 =8, e a seguir 10.8 = 80 
b) Distribuir o fator 10 entre as duas parcelas da adição: 10.5 + 10.3 = 50 + 30 = 80 


Quando um fator está multiplicando o resultado de uma adição, podemos “distribuir” este 
fator pelas parcelas da adição, ficando com uma soma de multiplicações menores. Em 
linguagem matemática: 


X.(a + b) = x.a + x.b 


Trata-se de uma operação muito utilizada na álgebra. Quando a expressão tem somente 
números, é mais fácil realizar primeiro a expressão que está entre parênteses, para fazer a 
multiplicação no final. Entretanto na álgebra, é comum operar com letras ao invés de números 
(as letras nada mais são que representações de números). Nesses casos é mais recomendado 
usar a distributividade. Este conceito ficará claro nos capítulos seguintes, quando começarmos 
à Usar expressões com letras e números. | 
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Raiz quadrada е raiz cúbica de numeros naturais A 


Dois casos de poténcias muito comuns sáo a segunda e a terceira Potência, oy 
quadrados e cubos. 08 





Exemplos: 
72 = 49 
2% = 8 


Elevar а segunda poténcia ё também chamado de “elevar ao quadrado”, е elevar à te 
poténcia também é chamado de “elevar ao cubo”. É até mesmo conveniente, para efe 
resolução de problemas, memorizar alguns quadrados e cubos. 


Tceira 
ito de 





Os números dessa tabela são chamados de quadrados perfeitos e cubos perfeitos, já que são os 
quadrados ou os cubos de números naturais. 


A tabela mostra algumas coisas interessantes. A primeira delas que chama atenção é que os 
números ficam logo muito grandes quando são elevados ao cubo. Ainda assim aparecem 


alguns valores fáceis de lembrar, como 10% = 1000, 203=8000 e 303=27000. 


Recomendamos que você memorize os quadrados de números até 20, e os cubos de números 
até 10. Podemos considerar que esses são “números famosos” que podem aparecer com 
frequência em questões de provas. 


A partir dos quadrados e cubos, vêm as noções de raiz quadrada e raiz cúbica. Por exemplo, 5 
raiz quadrada de 144 6 12, já que 122 = 144. O símbolo da raiz quadrada ë chamado radical 


A А : : N 
QJ ) Vocé encontrará este símbolo em todas as calculadoras eletrónicas, atë nas ma 
05, 


simples. Vejamos аз raízes quadradas de alguns números de alguns quadrados perfeit 
indicados na nossa tabela. 


4400 = 20 
4289 =17 
4225 =15 
464 =8 
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Da mesma forma como existem os cubos perfeitos, existe a raiz cúbica. É, fácil calcular a raíz 


cúbica de números que sejam cubos perfeitos. O símbolo da raiz cúbica é um radical com 
índice 3. 


1/27 =3 

1/64 =4 

4512 =8 

41000 =10 

Nos concursos para ingresso no ensino médio (Colégio Naval, EPCAr, Colégio Militar, etc.) 


podem surgir problemas envolvendo raízes de quadrados e cubos perfeitos, quanto aqueles 
que exigem o cálculo de radicais. 


Exercícios 

Е48) Calcule os quadrados e cubos abaixo: 

a) 20º f) 302 k) (-5) р) (-16) 
b) 132 g) 143 ) (147 q) (-15) 
c) 8º h) 12 m) (-13)2 r) (-9р 
d) 1002 i) 83 n) (-8р s) (18)? 
e) 802 j) 25º o) (-5) t) (-30)? 


Raiz quadrada e raiz cúbica de números inteiros 


Alguns itens importantes devem ser aprendidos sobre a raiz quadrada, no que diz respeito aos 
sinais: 


a) Náo existe raiz quadrada de números negativo 
Todo número positivo, ao ser elevado ao quadrado, dá resultado positivo. Todo número 
negativo, ao ser elevado ao quadrado, também dá resultado positivo. Exemplos: 


(7 = 49 
(-9)? = 81 


Sendo assim, nunca um número poderá ser elevado ao quadrado e dar resultado negativo. 
Esta regra ë válida para números naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. Por isso, 
números negativos náo tém raiz quadrada. 


4— 49 nào existe 
4-81] não existe 
J—144 não existe 


Raízes quadradas de números negativos só existem no conjunto dos números imaginários, ou 
numeros complexos, estudados no ensino médio. 


b) A expressáo “raiz quadrada” e o símbolo “Í " têm significados ligeiramente diferentes. 


Para números positivos, ambos tém o mesmo significado. Quando lidamos com números 
negativos, os significados são ligeiramente diferentes. 


A “raiz quadrada de N” é um número, positivo ou negativo, que elevado ao quadrado, dá 
como resultado, N. Por exemplo, (-3) é uma raiz quadrada de 9, pois se for elevado ao 
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quadrado, dará como resultado, 9. O número 3 também ё uma raiz quadrada da 9 - TA 
elevado ao quadrado, também dará como resultado, 9. Dizemos entáo que 9 te > Pois s, ` 


А mq 
quadradas, uma positiva e uma negativa. u 


correto entáo usar expressóes como < Za 

.,. 1 1 : 

quadrada de 9”, “a raiz quadrada positiva de 9”, “a raiz quadrada negativa de 9» É Ша га, 
quando usamos o símbolo 9 , que in 


dica “a raiz quadrada positiva de 9", Esta dep, eren, 
T 
a “raiz quadrada” e uma convengáo, adota 4 


da por muitos autores. Existem muitos a ara 
icá до “raiz quadrada” indica a tores 
seguem outra definição, de que a expressao т q penas a positiva + Le 
uma definição como a outra estão corretas, desde que seja especificada qual conven _Тап 
sendo usada. Da mesma forma, ambos оз grupos de autores e matemáticos convencion., Mu 
o simbolo “ 8 ” ë usado para indicar a raiz quadrada positiva. mq 
Neste livro convencionamos que o símbolo “/ indica a raiz quadrada positiva, с q 
_ I ue 
expressão “raiz quadrada” refere-se tanto à positiva quanto a negativa, sendo Portan 1 
especificado no texto, à qual raiz estamos nos referindo. 0 


с) A raiz cúbica de um número positivo ё também positivo. 
Um número negativo fica negativo quando é elevado ao cubo, assim como um positivo fic 
positivo quando elevado ao cubo. Sendo assim, o sinal do cubo de um número acompanha , 


sinal do número original. 


d) A raiz cúbica de um número negativo é também negativa 
Números negativos também têm raiz cúbica. Veja o exemplo: 


53 = 125, então a raiz cúbica de 125 é 5, 
(—5)З = —125, então a raiz cúbica de -125 é —5. 


Quando um número é cubo perfeito, porém negativo, sua raiz cúbica é também negativa, e 
tem o mesmo valor da raiz cúbica do seu simétrico. 


Exemplo: 
3/2 64 = 4, já que (4). (4). (4) = -64 


Е49) Calcule as raízes abaixo: 
a) 4/16 = f) 4121- k) 3/8000 = D) 3/27000 = . 


b) /25 = 9) /144 = ) 3/27 = q) 3/216 = 
c) 436 = h) /196 = m) 3/64 = г) 3/8 = 
d) J49 = ) 4225 = n) 3/1000 = s) Л = 
e) /81- j) 1024 = o) 3/125 = b) 3/0 = 


E50) Calcule as raízes abaixo: 

а) 3/-8000 = f) 3/ 27000 = 
b) 4-27 = g) /=216= 
с) 3/-64 = h) 3/28 = 

d) 3/1000 = )3/-1- 

е) 3/-125 = j) YO = 


Raízes de ordem superior | 
m0 


A raiz quadrada e a raiz cúbica náo sáo as únicas existentes. Da mesma forma como p? a qu 

elevar um número a qualquer potência inteira, podemos também fazer a operação jnversa 

é extrair sua raiz. Por exemplo: | 
1 


p” 
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9=2x2x2x2x2=32 


Sendo assim: 


Da mesma forma, como (-2)º = (-2) x (-2) x (-2) x (-2) x (-2) = -32, segue-se que: 
Y-32 2-2 
Para raízes indicadas algebricamente, com o símbolo * Í ”, valem as seguintes regras: 


1) Raízes de números positivos são sempre positivos. Isto vale para raiz quadrada, raiz cúbica, 
raiz quarta, raiz quinta, etc, ou seja, para qualquer índice da raiz. 


2) Raízes de números negativos, com índice ímpar, são sempre negativas. Por exemplo, 


$232 =-2. 


3) Raízes de índice par só existem quando o número dentro do radical é positivo. Por 
exemplo, 3/16 =2, mas 4/-16 não existe. 


Quando é usada a forma por extenso, como “raiz quadrada”, “raiz quarta”, “raiz sexta”, valem 
as mesmas regras, com a diferença de que na regra 1 são válidos o resultado positivo e o 
negativo. 


Exercícios 
E51) Calcule as expressões abaixo, quando for possível: 
a) 1/81 = f) 5/64 = 


b) 4-16 = g) 4/256 = 
с) 4/32 = h) 1/2256 = 
d) 432 = )3/-1- 
е) $/264 = j) 0 = 


Valor numérico 


Este assunto será muito usado no restante deste livro, a partir do capítulo 3, mas já iremos 
abordá-lo agora de forma simples. Uma das principais ferramentas da álgebra é operar com as 
chamadas expressóes algébricas, que envolvem letras e números. As letras nada mais sáo que 
símbolos que representam números. Essas expressões possuem adições, subtrações, 
multiplicações, divisões, ou qualquer outra operação matemática, envolvendo os números e as 
letras. Considere por exemplo uma expressão simples como: 


Р(х) = x? +2x2 +4x +5 


Esse tipo de expressão algébrica é chamada de polinômio. A letra x é chamada de variável, e 
representa um número qualquer. Uma expressão algébrica pode ter várias variáveis. Vejamos 
outros exemplos de expressões algébricas: 


ab? + 4a?b'+3ab” 
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в _ ay 
(х+1)(у+2)(2+3) А 


х2+3х+2 
Entre as inúmeras operações envolvendo expressões algébricas, uma delas que é y 
alor numérico. As letras representam números „іе, 


porém importante, é o cálculo do + T 
5 éri ar o valor da e к 
porém no cálculo do valor numérico, queremos calcul хргевздо pas, 4 qu, 


particulares das suas variáveis. 


Exemplo: do) é d 
A velocidade de um veículo, medida em m/s (metros por Segun o) é dada POL VE e gos 
onde t representa o tempo, medido em segundos. Calcule o valor da velocidade deste veu 


no instante t=10 segundos. 


Solucáo: 
A expressáo algébrica de v nada mais é que uma fó 
qualquer instante t (ou seja, a velocidade varia de acordo com o tempo). O problema йн 


saber a velocidade no instante t=10. Basta entáo calcular o valor numérico da expressão para 
t=10. Ficamos então com: 


rmula que dá a velocidade do veiculo 


v = 9.102 + 3.10 + 5 = 200 + 30 + 5 = 235 m/s 


O cálculo do valor numérico de qualquer expressão consiste em substituir as letras dadas pelos 
respectivos valores numéricos. 


Exercícios 

E52) Calcule o valor numérico das seguintes expressões: 

a) х2-3х+8, para х=2 f) x?+y2+72-2xyz para x=1, y=2=2 k) 2х + 2, para x=1 e y=0 

b) x3+3x2+5x+7, para x=-2 g) 5a+3b+4ab, para a=1 e b=-1 |) (3) + (4), para x=3 e y=2 
c) a?+2ab+b?, para а=1 e b=-2 h) (x+2)[(y+3).(x2-y)] para x=1, y=2 m) (x*y)**, para x=4 e y=2 
d) (a+1)(b-2)(c+3) para a=b=c=5 i) ху + yx, para x=2 e y=3 n) 3a?-b3, para a=2 е b=3 
e) (2х+1)/(х2-8) para x=3 j Je + y? , para x=3 e y=4 o) | a2 — b2| para a=3 e b=4 


Racional ou irracional? 
Existem problemas que recaem em identificar se determinada expressáo numérica éu 
inteiro, racional ou irracional. 


m valor 


| 
NS 
д i ; jo des 
A relacáo entre os diversos conjuntos numéricos envolvidos já foi apresentada no e nt 
capítulo. O conjunto mais estudado neste livro é o dos REAIS. Já o conjunto apr 
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nesse capítulo é o dos INTEIROS. A figura m i 
. ostra mais uma vez a relacã 
| ао 
conjuntos. Ç entre esses 


Exemplos de números naturais (N): 3, 5 10, 18, 234, 2001, 16.777.216, ... 
Exemplos de números inteiros (Z): -12.000, -1024, -511, -121, —5, 28, 34, 77, 1.000.000 
Números racionais são formados por frações irredutíveis, positivas ou negativas. 


l 47 13 2 22 99 


Exemplos de números racionais: --, — = 203, 


5 11 100 5 17 64 
Todos os números inteiros também sáo racionais. 


Os números irracionais sáo aqueles que náo podem ser expressos na forma de fragáo. 


Exemplos de números irracionais: 7, 42, 454 YT I2: m; 45-42 , .. 


Neste capítulo mostramos que as operações de adição e multiplicação tanto com números 
naturais (N) quanto os inteiros (Z) possuem propriedades de fechamento: 


Se a e b sáo naturais, entáo a * b é natural, e a.b é natural 
Se a e b sáo inteiros, entáo a + b ë inteiro, e a.b é inteiro 


Veremos no capítulo seguinte que os nümeros racionais e os nümeros reais também possuem 
essas propriedades: 


Se a e b sáo racionais, entáo a * b é racional, e a.b é racional 
Se a e b sáo reais, entáo a + b ë real, e a.b é real 


em essas propriedades. A própria figura que representa a 


Já os números irracionais nào possu | 
que os irracionais tém uma estrutura diferente. 


relacáo entre esses conjuntos mostra 


R. Entretanto, o conjunto dos irracionais (1) não se encaixa 
dizer que / C R, entretanto I não está contido, e nào 
um elemento de I está contido em N, Z e Q, 


A figura mostra que N c Z < Qc 


nessa estrutura. Apenas podemos 
contém os conjuntos N, Z e Q; Nenh 


Se a e b são irracionais, o valor a + b pode ou não ser um irracional. 
Por exemplo: 


a) Considere a = z eb 
irracional 


J2., que sáo ambos irracionais. À soma л--42 é também 


b) Considere a = 3+z eb = 5-7, ambos irracionais. Sua soma é 8, que € racional. 


dos irracionais pode resultar em um nümero racional, ou em 


Analogamente, a diferença entre | 
j | e 10+ 45 , ao serem subtraídos, resultam em um racional, 


um irracional. Por exemplo, 3+ 45 
mas л e 3/7 , se subtraídos, resultam em um irracional. 


a divisio de nümeros irracionais. O resultado pode ser 


O mesmo ocorre com a multiplicagáo e 
racional ou irracional. 
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Exemplos: 


(з +1)(V3 - 1)= 2, que é racional 


TX J5 = л-/5 , que é irracional 


(2/2 -2)+ [2 — 1)= 2, que é racional 
45-42 = 410/2, que é irracional 


O apresentados ao longo 


do livro. Por hora, é importa 
Nte 


Os cálculos dessas expressões serã 


lembrar que: 
Ao somar, subtrair, multiplicar ou dividir dois números irracionais, O — poderá ser йл 
número racional ou um número irracional, náo existe una b di а. E preciso realizar , 
cálculo para identificar se O resultado será racional ou irracional- 

Por outro lado, quando fazemos as mesmas operações com um racional e um irracional, o | 
resultado será sempre um irracional, com uma exceção: | 


O.irracional = 0, que é racional 
Para qualquer outro valor de número racional, temos racional.irracional = irracional 


Exemplos: 
Л + > : Irracional 


2— J3 : Irracional 
9л: Irracional 


43 : Irracional 
1 


Exemplo: СММ 2009 
Quaisquer que sejam O racional x e o irracional y, pode-se dizer que: 
(A) xy é irracional 

(B) yy é irracional 

(C) x + y é racional 

(D) x—y + 2 é irracional 

(E) x + 2y é irracional 


Solução: 
(A) racional irracional = irracional, exceto para O.irracional = 0 (F) 
(B) irracional ‚ irracional : o resultado pode ser racional ou irracional (F) 
(C) racional + irracional = irracional (F) 

. + . ы ә . 
(D) — irracional * irracional: pode ser racional ou irracional (F) 
(E) racional + irracional.2 = racional + irracional = irracional (V) 


Resposta: (E) 
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Exercícios 


E53) Indique se as seguintes operações resultam em valor racional ou irracional 


OBS: Lembre que Jab = Ja.b 





a) 72445 und y М7 y 4-242 
417 22 
b) 44-43 g) /лАЛ1 y Baz q) (435º -1)/7 
2+7 
c) ;s+J2)+ 8-2) h) 45.45 m) = 1) 4,13+1,4 
2 
9 (s+r)-Q+r) 14543 » 48 s) лэ +47 
“2 
e) 6/3 ná o) 42.43.46 0) 43.427 
10 
Exercícios de revisão 
E54) Efetue 
a)8-(3+2) 1) 7- (7-3) k) (4-3) - (5-12) 
b)9-(6 + 1) 9)7-(5-2) i) (17-9) + (6 - 11) 
c) 10 - (9-5) h) 9 - (4-3) m) (10 - 15) + (9-12) 
d) 9 - (8 - 6) )8-13-2) n) (14-9) - (19 13) 
e)3 + (8 — 2) j) 9- (4-5) o) (17 – 26) - (9- 18) 
E55) Simplifique 
j- (3) 4-13] : ps 
b) - (-5) 0) | 12 | )- 
diti h) | -51 - 8I m) - (5 - |-5]) 
d) | -3| i) la] - |-al п) | -( -3)| 
e) | -5| j-i o) - (-15) 
no e f-9*3 k) -7 -18 
b) -13 +7 g) -15 * 20 i) (73) - ($) 
c) -15 +9 h) -13 + 1 m) 45 - 61 
d) -12 -8 i) 20 - 17 n) -23 + 17 
e)9+3 j) 20 + (-17) 0) -20 -30 
E57) Calcul 
: -2 -(-6 - (-5)) f) 4 — (9 - C9) k) (8 - 5) - (7 - 2) 
b) 1- (71-6) g) -5 - (3 - (711) i) (6 - (-9)) - (4 - (C3) 
c) 4- (8-15) h) -1 - (11 - (-7)) » es Ev 2 
d)8- (14 - (-6 i (-2- (4) -(5- ses 
Y -2 | (9- Pe j) 14 - (16 - (73) o) -3 - (-5)) - C8 - (-4)) 
E58) Cal | 
| vu = f) -45 - (-10) = k) 98 -64 +28 -32 +26 -12 = 
b) (+50) + (-32) = g) 98 — (-64) = i) -25 +33 -22 +18 -13 +19= 
c) (-63) + (+32) = h) -82 - (-10) = m) 8 -6 +8 -3 +6 -16 = 
d) 70 + (-53) = i) -5 +3 —2 +8 -3 +9 = n) -21 +46 -13 +21 = 


e) (-34) — (+18) = 


j) 47 +26 +21 -11 = 


о) 15-5 +3 -10 +12 = 
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E59) Calcule 
a) -5 + (5 +3) - (6-3) 
b) +4 + (+2 -7) +5 - (+2 -3) 
c) -3+12 +(+8 +4 -6) -(+6+8 —5) 
d) +4 -1 -8 +(-2+4+3) -74(-485-0) 


е) +2 —5+4 +4 -7 -1) +4 4-2 +5+2) 


E60) Calcule 


0 (+6) . (+12) = 
g) (-6) . (-22) = 
h) (-95) + (-5) = 
i) (+60) + (+3) = 
j) (-91) + (-7)= 


а) 5.4).(3)+ 715) = f (6) = 
b) 15.(-7).3=(-9) = g) (-2) = 
c) 7.(4)+2.(4) = h) 18? = 
d) 7.6+(-2)+(-3) = i) (-3) = 
e) -14-2.11 = j (4) = 
E61) Calcule e simplifique, deixe as poténcias indicadas 
a) 45.65 f) 12010+2410 
ды g) (-30)*+(-6)* 
с) а50+а20 h) 242+(-3)? 
d) 69«(-6)* i) [2.(-3).5Ë 
e) 1000310002 j) 1008+100 
E62) Calcule 


а) +8 4+(-7+10+7) 8+(-64) 
b) +6 -9 +(-8 -3 -5) +8 -(-6 +9) 
c) 9.6+(-3)+(-2) = 

d) 15.(-5).(-2)+10 = 

e) (+6).(+5) + (+3).(+9) 


E63) 
a) 230 
b) –150 
c) (12) 
d) 131 
e) (-12)' 


E64) Calcule 
a) 132 
b) (-13)2 
c) (30) 
d) 3/8000 = 
e) /1024 = 


E65) Resolva as expressões: 
a) |-23 46] +15 = 

b) -12 -|15 +12] = 

с) 51 -|62 —(-8)2| = 

d) 20-24 —52 [22-52] = 

е) (-3)º -|22-24| «62-25 = 





f) (25525424) - (32433436) | = 
0) | 1-2 | - [c5 - c5y] = 
2 В) |122. |1320. 1-2] = 
i) [60-62]. [2.5272] = 
j) lab] - |b-a| = 


0) (28): (4) - C28): (2) 
g) (45)-+(-9) - 84-(-7) 

h) (-54)+(-3) - 96+(+12) 

i) (+6).(+9) + (+30)+(+3) 

j) ) (—5).(—6) - C27) (C3) 


)-12 
0) 121 
h) 4-15 


i) C1)? 
)-1) 9 


0 - 
g) Y-27000 = 
h) 3/— 64 = 

|) 4256 = 


34-32 = 


k) (1+2+3+4+...+100)2 |1+2+3+4 
) [20-21-22-29] + |-арэ (52)! + (21 
m) | (-1).(—2).(—3).(—4).(—5) | * | 11 
n) -59| + ls)  |-39 + ЇЕЭР” 
0) J -|x = 






> нь 
БЭЭ, 
FORT 





k) 30). (4) = 
i) (-490) + (-7) = 
m) —2.4.(-3).5 = 
n) 7.3.(-2).(-3) = 
0) -5.(-5).(-2) = 

k) 12345670 = 

i) (-512) = 

т) (-1 jon z 

n) 027 = 

o) 230º = 

k) 108+103 

i) 27,57 

m) -251.210.28.(-2)5 

n) 103.10.109 

о) 53,55.52.5% 


k) [2.3- 3.5] + [5.3 - 2.7] 

i) [23-4] + [2.(3-4)] 

m) 4.(-5).[5.(-5)-3.(-3)] 

п) [(-1).(-3)+ (-8)+2] . 472) 03) 
o) [-28 - 4.(-5)] . [-36 - 4.(-8) | 


k) 0720 
i) 1720 


m) 7201 
n) 7200 
o) 1º 


К) x2-3x+8, para x=2 

i) 5a+3b+4ab, para a=1 e b=-1 
m) xY + yx, para x=2 e y=3 

n) | a? — b?] para a=3 e b=4 

о) x24y24222xyz para x=, y=z=2 


‚+100 
22 


0.1 1? 
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Capítulo 1 - Números inteiros 51 


F66) Quanto vale a soma dos cubos de dois números inteiros simëtricos? 
E67) Qual é a temperatura mais fria, -25%C ou -35%C? 


E68) Quando elevamos um número inteiro ao quadrado, e extraímos a raiz quadrada do 
resultado, qual é o valor obtido, em comparagáo com o número original? 


E69) O cubo de um número inteiro pode ser menor que este número? 

E70) Um número inteiro náo se altera quando é elevado ao cubo. Qual é este número? 
E71) O que é o módulo ou valor absoluto de um número inteiro? Qual é o seu símbolo? 
E72) Um número inteiro náo se altera quando é elevado ao quadrado. Qual é este número? 
E73) Para quaisquer números a e b, |a+b| ë o mesmo que |а| + |b|? 

E74) O que é o simétrico ou oposto de um número inteiro? 

E75) O simétrico de um número pode ser positivo? 

E76) Qual é o número inteiro cujo simétrico é ele próprio? 

E77) Quais sáo os 5 maiores números inteiros negativos? 


E78) O produto de dois números inteiros é um número negativo, e a soma desses dois 
números também é um valor negativo. Entáo podemos dizer certamente que: 


(A) Os dois números são negativos 

(B) Um número é positivo e outro é negativo, porém o negativo é o maior 

(C) Os dois números sáo simétricos 

(D) Os números tém sinais contrários, porém o negativo é o de maior módulo 


(E) Impossível ` 


E79) Marque V ou F nas afirmativas abaixo 


( ) A subtração é a operação inversa da soma 

( ) A adição e a multiplicação são operações associativas 

( ) A adição e a subtração são operações comutativas 

( ) O elemento neutro da divisão é o número 1 

( ) Nos números inteiros, a multiplicação é distributiva em relação à adição 
(JA diferença entre dois números negativos será sempre um número negativo 
( ) A soma de um número inteiro com o seu módulo nunca será zero 

( ) О triplo de um número inteiro sempre será menor que o seu dobro 

( ) Рага quaisquer números a e b, |a|+|b| nunca será menor que |a*b| 

( ) O conjunto dos números inteiros é infinito 


E80) Marque V ou F nas afirmativas abaixo 


( )Z,= N (o conjunto dos inteiros nào negativos é igual ao conjunto dos naturais) 
( ) Na reta numérica, quanto mais à direita, maiores são os números 

()Zéo conjunto dos inteiros negativos 

| ) Entre O e | existem infinitos números racionais 


( )Os números ле 45 840 irracionais 
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( ) O número J25 é irracional TA 


( ) Números irracionais possuem infinitas c 
( ) Dívidas e temperaturas abaixo de zero 
cotidiana 

( ) Quanto maior é um número, 
negativos 

( ) Em uma expressão algébrica, 
eliminar os parênteses e repetir o seu 


asas decimais que não se repetem 
são dois exemplos de números negati 
vos Da vi 
ida 


simétrico, isso vale Para 5 
Ositiy 
Os 


menor será o seu 
quando um par parênteses tem um sinal + t 
conteüdo. $ basta 


E81) Marque V ou F nas afirmativas abaixo 


) Para multiplicar poténcias de mesma base, 
A raiz quadrada de um nümero n, indicada como Jn , nunca poderá ser Degativa 


Um número inteiro nào se altera quando é elevado à poténcia 0 


I basta repetir a base e somar os expoentes 
( ) 

( ) 

( ) Potências de expoente par serão sempre positivas, mesmo quando a base é negativa 
() 

( ) 

( 


O cubo de um número inteiro pode ser negativo, mas seu quadrado será sempre positivo | 


Em uma potência, dada uma base, quanto maior é o expoente, maior será o resultado 


) 2% =64 


| 
( ) Associativa e comutativa sáo duas propriedades da adição de inteiros | 
( ) A raiz cúbica de um número positivo pode ser um número negativo 


( ) V 32 + 4? ё a mesma coisa que 3+4 


E82) Sejam os conjuntos: 


N = conjunto dos números naturais 
Z = conjunto dos números inteiros 

O = conjunto dos números racionais 
I = conjunto dos números irracionais 
R = conjunto dos números reais 


Indique quais afirmações são verdadeiras e quais são falsas 


) IQ =R 

) INQ = Ø 

) 200 = Z 

) Para todos os valores de xeZ e yeZ, temos que x/y € Z 
) ZOR = 2 

) NEZCOCR 

)R-I-Q 

)Z- N = Z-* 

) Os conjuntos N e Z sáo infinitos 

) O número 0 pertence a todos os conjuntos: N, Z, О, Ie R 





— Q——Q ra PA PA PA mmm, эь 


a é 18°C. pn | 
do interior P 
a? 


E83) Em uma cidade no norte da Rússia, a temperatura interna de uma cas 
dado instante, a temperatura ambiente externa era de 12°C negativos. Ao sair 
o exterior dessa casa, qual é a variação de temperatura que uma pessoa experimen 


E84) Quantos anos foram transcorridos entre 520 AC e 450 AC? 
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Capítulo 1 - Números inteiros 53 


EIA — r— A, jj. T O *—mÜLOsasÑ,WMü n yM aP .,+.c -- o—ÜƏ > D O._—.. 
E85) O planeta Vënus é um dos mais quentes do nosso sistema solar. Sua temperatura média é 
de 450°C. Enquanto isso, o planeta Plutão é um dos mais frios, com temperaturas médias de 
950ºC negativos. Quantos graus Plutão é mais frio que Vénus? 


E86) Uma determinada loja teve os lucros (valores positivos) e prejuízos (valores negativos) 
mensais de acordo com a tabela abaixo, medidos em reais. 


[Janeiro — | 1300 2200 2400 
Maio | -3200 -2000 
[Março | 3000 3600 


Qual foi o trimestre de menor lucro, e qual foi o lucro total anual? 











4200 
5300 
8500 















E87) Um avião levantou vôo de uma cidade A que está a 50 metros acima do nível do mar. 
Subiu 300 metros, depois desceu 40 metros, subiu mais 80 metros, desceu até a metade da 
altura que estava, em relação ao nível do mar, então subiu mais 100 metros. Quanto precisará 
agora descer para chegar ao chão na cidade B, localizada a 30 metros acima do nível do mar? 


E88) No deserto de Gobi, localizado na Ásia, podem ser verificadas diferenças de temperatura 


de até 60°С entre o dia e a noite. Durante o dia, a temperatura chega a 50°С. A quanto chega 
a temperatura à noite? 


E89) O isolamento térmico de um avião permite suportar diferenças de temperatura de até 
60°С entre seu interior e seu exterior. Mantendo a temperatura interna do avião em 18°С, qual 
é mínima temperatura externa suportada? 


1237 


E90) Se x + y = 0 e х#0, qual é o valor de —57;* 


E91) Qual é a ordem correta entre 328, 414 e 5%? 


(A) 328 < 414 < 521 
(B) 414 < 521 < 328 
(C) 414 < 328 < 521 
(D) 328 < 521 < 414 
(E) 521 < 328 < 414 


CONTINUA NO VOLUME 2: 70 QUESTÕES DE CONCURSOS 
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Vista aérea da Escola Naval, no Rio de Janeiro 


Respostas dos exercícios 


El) 





| - 7 ) 76 
а)-9 c)8 e)28  g)-46 116 Ю-27  m-5 о) q 5) 90 
s -8 с -9 > h)46  j-38 110 n-62  р)-32 10-15 025 
E2) 
—/ 9 e) 18 g) 45 i) 13 k) -28 т) 45 о)9 q) 54 5) 70 
4 —6 i -7 ся > —56 j) -33 |) 15 п) —55 p) —25 )-955 1-30 
E3) 
3 c) 1 e)5 g) 19 i) 4 k) -18 m) 8 0) 3 q) -3 s) 18 
s -3 E 4 Pu h-5 0-15 n3 n) -6 p)3 n-11 — 12-2 
ЕА) 
| _ - 39 
-4 c) 0 e) 4 g)8 i) 6 k) -13 m) -16 0) -17 q) -2 s) 
b -6 E -3 96 h-s p? )-1 1)-74 pr 0-31 0-0 
E5 
a) c) 1 е) -5 g) 17 i) 4 k)-15 m-4  o)-3 q42 9 jJ 
p-2 0-2 02 h) 6 )-19 )5 n)-141  p29 0-46 - 
Еб БЭ 
a) 2 c) 9 е)-39 9)-11 14 )-20 т)-38 o5 q ҮР] 
b)-27  d)O f) 18 h)47  j]-39 1-28 п)64 p-15 1-92 
a) 40 c) 11 e)-51 9) 19 i) 4 k)-27 т)-62 о)43 q) - "EET 
b-44  d)5 f) 12 h-3  j-74  1|-54  n)19 p) 53 n 1 
E8) Complete as sentenças com os simbolos < ou > 
a) —23 < 46 f) 25 » -17 k) 45 > -35 D) 22 > -66 
b) —32 <-15 g) —37 < 36 i) -11 «-11 q) 53 > E 
c) 31 > -42 h) -31 < -26 m) -22 < -13 )-82<-! 
d) —25 < 15 ) 4<8 n) 90 > -64 5) -70 « 
e) -29 < -12 j 21 > -27 о) 19 < 43 y 16>-27 
E9) > s) 30 
a) 3 c) 2 e)4 0) 0 )-2 юл m7 o- 9 
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Capítulo 1 - Números inteiros 55 
b) 2 d) -1 -17  h)-18 ])6 |) 4 п) 4 р)-10 0-35 01 
E10) 

a)-10 98 0) 34 g-44 1)20 k) 29 m)-52  0)-27  q)78 s) 105 
b) 12 d) 19 f) 24 h)-38 ])30 )9 п) 10 р) 63 )-95 {)8 
EI) 

а) -3 c) 1 e) -6 g) 17 i) -3 k) 24 m)-11 0)3 q) 10 s) 10 
b) -2 d) 1 0-23 h-4 j)3 |) -3 n) 17 p) 1 1-35 X 020 
E12) 

a)-84 c)77 e)-15 g)-83 1-22 X77 m)-22  0)13 qj112 93 
b) 6 4)-39 938 h) 11 j) 26 |) -8 n) 127 p)77 1-28 167 
E13) 

а)-69 | c)93 e)-15  0)-73 i) -12 k) -40 m)-58 0) 55 q) -13 s) -122 
b) 3 4)-30 08 h-67  p-4 4 п)162 p)119 0-72 453 
E14) 

а) -23 – 46 = Negativo, subtração f) 15 + (-55) = Adição, negativo 

b) -12 - (715) = Negativo, subtração, negativo g) -17 — (-21) = Negativo, subtracáo, negativo 

c) 51 — (-42) = Subtração, negativo h) -25 + (-33) = Negativo, adigáo, negativo 

d) -15 - 15 = Negativo, subtração i) 98 — (-64) = Subtragáo, negativo 

e) -27 — (-12) = Negativo, subtração, negativo j) 17 + 38 = Adição 

E15) 

a) -6 c)0 e) 7 g) 2 i)-10 k)14 m)10 0)3 

b)-3 4)-13 97 h) 0 j) 2 |) -9 п) 6 

F16) 

а)-54 с)-4 e) -6 g-11 1)21 k)-20 т)10 о)-23 

b-15 94-61 912 h) 27 j) 23 )-28 п) 44 

Е17) x 

a-400 с-2  e-27 9)-11 js k) 15 m-2  0)-11 

b)-15 dO f) 15 h) 33 j) 10 )-4 n) -3 

E18) 

a) -3 c) 3 e)O g)7 i) 11 k)-10 | m5 0) -17 

b)-15  d)-3 f) 18 h-14  j)-12 |) -12 n) -10 

E19) 

a) 11 c)5 e)7 0) 11 i) 6 k) 0 m)-13 0)-12 

b) 0 d)3 f) 14 h-122 j-2 1-2 n) 2 

F20) 

a)18 0)15 е)72 9)39 ¡63 К) 73 | m4 02 q9 s)20 
b) 15 d) 20 07 h) 8 j) 132 |) 21 n)9 p) 22 r) 29 t) 56 
E21) 

aO — c)20 e)8 g) 18 )-40 Ю)52 т)12 0)-18  q)-16 93 
b) 8 d) 12 09 h) 19 j5 )-54 . n)7 p)3 r) 90 t) 13 
E22) 

а) 120 — c)100  e)80 g) 36 )-4000 k)520  m)120 0)-195 9)-34 s)-30 
b) 84 d)120 090 h)170 ¡)50 -540 n70 p) 30 7900 {)90 
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F23) | 
324 ge е 90-88 99 
0120 9-50 0-0 0120 12 
E24) e E25) | 
a)7 c)-4 e)3 g-7 028 
p-0 da 05 m4 0) 
E26) 

2125 с18 е д6 0-3 
b)-27  d)-216 136 h) 243 025 
E27) 

a) 9 c)243  ej100 g) 81 i) 81 
Б) 2566  d)-125 181 ne X j14 
E28) 

a) 12 c)-173 е)0 g)-534 01 
b) 1 d) -1 f 1912 hi j 1 
E29) 

а) 38.(-2) с)25(-3273 е) 108.203  g)-25.3° 

b) 235372 0) 24.(-5)3.33 13472 һ) 32.28.5* 
E30) 

a) 1 c) 1 e) 0 0) 3 

b) 1 4) 0 00 h) 27 
E31) 

a) 215 C) 221 e) 514 g) 37 

b) 36 d) 105 f) 270 h) 10" 
E32) 

a) 15º c) 302 e) 510 g) (49) 

b) 107 d) 245 f) 803 h) 206 
E33) 

a) 33 c) S° e) 7 g) 69 i) 1005 
b) 23 d)105 012 h)a? j)1000 
E34) 

a) 26 c) 45 e) 3! 0) 5º 

b) 6? d)8? f) 35 h) 22 

E35) 

a) 15? c) 355 e) 27/37 g) 23/53 

b) 203 d) 124 A 11(710) Һ) 22/92 
E36) 

а) 25.32.53 с) 217 32 e) 311,53 g) 218 

b) 27.31 215 021332,5: h)22310 
E37) 

а) 2х727 с) 15x2y9 е) 6x6y? 2y6v6z3 

b) 6a3břc5 d) 120a5b  f)6x5yszt Маг 


k) 400 
) -168 


k) 10 
) -56 


k) -128 
) 16 


k) -729 
) 324 


k) 0 
) 7125 


) 24.33.53 
j) 22.38.52.73 


i) 1000 
j) 98908093 


i) 515 
j) 217 


i) 105000 
j) 514 


k) -313 
|) -105 


m) 90 
n) 324 


m) 10 
n) 81 


m) 81 


n) -128 


0 (25. 
) -28 


k) 1 
) -1 


k) —36.106 
|) 275 


302 
—245 


m) —65 
n) -7 





0) 126 


0)7 


0) -512 


т) -22.32.53 о)2.3.5.7.11 
n) 24.32.5 


m) 1 0) 1 
n) -1 


m) -515 o) -54 


п)-215 


m) 80? o) 5^ 


п) 208 


0) –23 


0)-169 


i) 510 
j) 169 


|) -23/33 


1) 1/(353) 


i) 213,311 
j) 22,512 


k) 6 
) 82 


к) 32/52 


) 103 


к) 26.37 
|) -311,53 


i) 30ménp*q8 К) x4y4z3 
j) 10a5b3c4 P 


|) -a3b^ 


m) 3° 
n) 5º 


m) 302 


n) -1/23 


m) —213.32.5° 
n) 23.51 


m) —a?b/ 


n) a? 
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o) 62/52 


0) 2213" 


o) а 


Capítulo 1 - Números inteiros ` 





> A 7 
E38) 

a) 11 c) -2 e) -10 g) 8 |) -2 

b) 6 d) -10 04 h) 2 j) -12 

1:39) 

a) 20 c) 24 в) 2 g) -72 |) 108 

b) -88 d) 16 f) 15 h) 30 j9 

F40) 

a) 60 c) 43 e) 57 g) 83 i) 64 k) 29 m) 26 o) 17 

b) 18 d) 21 f) -25 h) -7 j) 106 1) 10 n) 43 

EAT) EA2) 

a) 38 c) -52 8) 32 g)-238 1)45 a) 432 c) 66 e) 171 

b) 182 d) -45 f) -58 h) 229 j) 56 b)-421 4) 186 

Е43) 

а) -8 с) -1 е) 8 g) 6 )-126 — k)32 m)145  0)-30  q)-78 sl 
b) 12 d)8 320 — h)6 )2 |) 2 n) 34 p) 90 )120 29 
E44) 

a) 276 c) 178 e) 969 g) 225 i) 4 

b)-180  4)-903  0-21772 1)-43 | j)120 

ЕА5) 

а) 27 c) 32 e) 104 0) 18 i) 1 k) 0 m) 11 o) 13 

b) -10 d) 80 f) 12 h)-216  j)-338 |) -250 n) -8 

E46) 

a) 11 c) -1 e)8 0) 54 )-126 — k)32 т)145  0)-30  q)78 s) 1 
b) 12 d)8 320 һ)6 j) 2 |) 2 п) 34 p) 90 120 t)29 
E47) 

a) -252 C) 51 e) 178 g) -21772 

0)-442  d)-903 943 h) 43 

FA8) 

aj400 — c)64 e)6400 9) 2744  i)512 k)-125  m)169  0)-125 q220 5) 324 
b)169 10000 9900 h)1728 }) 15625 1)196 — n)-512 р)256  1)-729 1)-27000 
EA9) 

a) 4 c) 6 e)9 g) 12 ) 15 k) 20 m) 4 0)5 q) 6 s) 1 
b) 5 d)7 f 11 h) 14 j 32 )3 п) 10 р) 30 )2 t) 0 
E50) 

a) -20 c) -4 e) -5 g) -6 i) -1 

b) -3 d) -10 f) -30 h) -2 jo 

E51) 

а) 3 c) -2 e) - 0) 4 )-1 

b) - d)2 02 h)- jo 

E52) 

a) 6 c) 1 e) 7 g) -2 i) 17 k)3 m) 36 o) 7 

b) 1 d) 144 f 1 h) -15 )5 ) -11 n) 39 
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E53) 

a) | c)! 

b) | d) | 
E54) 

a) 3 c)6 
b)2 d)7 
E55) 

а) 3 c)8 
b)5 d) 8 
E56) 

a) -7 c) -6 
b) -6 d) -20 
E57) 

a) -1 C) 27 
b) 6 d) -12 
E58) 

a) —38 c) -31 
b) 18 d) 18 
E59) 

a) 7 c)6 
b)5 d) -12 
E60) 

a) 4 c) —56 
b) 35 d)7 
E61) 

a) 245 c) а? 
b) 302 d) -6° 
F62) 

a) 4 c) 9 
b) -14 d) 15 
E63) 

a) 1 c) 1 

b) -1 d) 13 
E64) 

a) 169 c) -27000 
b) 169 d) 20. 
E65) 

a) 84 c) 23 
b)-39 d) -61 
E66) zero 

E67) -35°C 


Л 
j)! 


g) 7 
h) 10 


g) 12 
h) 3 


0)-9 
h) -12 


g) -19 
h) -18 


g) 162 
h) -72 


g) 132 
h) 19 


g) -32 
h) 324 


i) 35 
)0 


|) 18 


0) 6 


0) 15 


0)-50 


0) 1 


0) 514 


o) 32 


0) 1 


о) -3 


0) 0 
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Capítulo 1 - Números inteiros — — — 59 


— — — 4 — e te S — a « — чь. 


F68) O número original, com sinal positivo, 
E69) Sim, se o número for -2, -3, —4 ou outro inteiro menor, 

E70) Pode ser 0, 1 ou -1. 

E71) É o número com sinal positivo, O simbolo do módulo de x é |х|. 
E72) 0 ou l. 

E73) Somente quando a e b têm o mesmo sinal, ou quando a=b=0. 
E74) É o número com sinal trocado. 


E75) Sim, quando o número é negativo. 


E76) Zero. E77) -1, -2, 3, -4 e -5. E78) (D) 
E79) 


(У ) A subtração é a operação inversa da adição, e nào da “soma”. 

(Е) A multiplicação é associativa em relação à adição 

(F ) Somente a adição é comutativa, a subtração não é. 

(Е) O elemento neutro tem que ser à direita e à esquerda 

( V ) Nos números inteiros, a multiplicação é distributiva em relação à adição 
(F) A diferença entre dois números negativos será sempre um número negativo 
(Е) A soma de um número inteiro com o seu módulo nunca será zero 

( F ) Somente para os positivos 

( V ) Chama-se Desigualdade triangular 

(V) O conjunto dos números inteiros é infinito 


E80 

un Z, = N (o conjunto dos inteiros nào negativos ë igual ao conjunto dos naturais) 
( V ) Na reta numérica, quanto mais à direita, maiores sio os números 

( F ) Z_ € o conjunto dos inteiros negativos e mais o zero. 

( V ) Entre 0 e 1 existem infinitos nümeros racionais 


( V ) Os números z e 1/5 sào irracionais 


(Е) O número 425 é irracional (= 5) 

(У ) Números irracionais possuem infinitas casas decimais que não se repetem. Os algarismos 
se repetem, mas as sequéncias náo se repetem de forma infinita, 

(У ) Dívidas e temperaturas abaixo de zero são dois exemplos de números negativos na vida 
cotidiana 

( F ) Quanto maior é um número, menor será o seu simétrico, isso vale para positivos e 
negativos 

( V ) Em uma expressão algébrica, quando um par parênteses tem um sinal + antes, basta 
eliminar os parénteses e repetir o seu conteúdo. 


E81) 

(V ) Para multiplicar poténcias de mesma base, basta repetir a base e somar os expoentes 
(V ) A raiz quadrada de um nümero n, indicada como Уп , nunca poderá ser negativa 

( F) Um número inteiro não se altera quando é elevado à potência O 


( V ) Potências de expoente par seráo sempre positivas, mesmo quando a base é negativa 
(Е) exceção: 0? não ё positivo 
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( F ) excegáo: nào vale para base igual a 1. 
(Е) 2 vale 512 





(У ) Associativa e comutativa são duas propriedades da adicáo de inteiros 
(Е) A raiz cúbica de um número positivo pode ser um número negativo 


(F) y 3° T 4º é a mesma coisa que 3+4 


E82) 

( V) IQ = К 

(V)I5Q=9 

(V)Z5Q=Z 

Se xeZ e yeZ, entáo x/y € Z 
АК = Z 


Os conjuntos N е Z sáo infinitos 
) não pertence a I 


E83) 30°C negativos. E84) 70 anos 
E86) 1º trimestre e R$ 28.300,00 E87) 265 m 


E89) —42°C. E90) -1. 


como a”, b? e c”. 







E85) 700°C. 


E88) -109C. 


E91) 


(C) Sugestão: exprimir 
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Números racionais 
— айн E 


Também Reais e Irracionais 


Já estudamos no capítulo 1, a relação entre os conjuntos 
principalmente das operações no conjunto Q 





O, I e R. Este capítulo trata 


(Racionais), entretanto, praticamente todas elas 
aplicam-se também aos conjuntos 1 e R. No seu final serão apresentadas observações adicionais 


sobre I e R, além disso, Praticamente todos os capítulos seguintes lidam com números reais e 
irracionais. Entretanto, do ponto de vista didático, é melhor apresentar as propriedades de I e 


R, usando inicialmente o conjunto Q, para depois estender as propriedades para os demais 
conjuntos. 


Segurança, precisão, rapidez 


Em praticamente todas as questões de matemática temos que realizar algum tipo de cálculo. 
Na maioria das questões, o cálculo é uma parte importante, mas não a principal. Em muitas 
questões, o cálculo é o objetivo principal, do tipo calcule isso, calcule aquilo. As questões dos 
concursos para a EPCAr apresentam cálculos bastante cansativos. Por exemplo, ao invés de 
apresentar uma expressão, apresentam quatro expressões e os respectivos valores e perguntam 
quais delas estão corretas. O aluno se vê obrigado a calcular as quatro expressões. Expressões 
nas provas do Colégio Naval são menos trabalhosas, mas requerem mais atenção, e o aluno 
tem que fazer uso das propriedades das operações. Questões do Colégio Militar têm estilo 
mais parecido com o do Colégio Naval. Questões das Olimpíadas de Matemática muitas vezes 
precisam de uma “sacada genial” para a resolução, e deve ser levado em conta que muitas 
vezes os outros concursos repetem questões da Olimpíada de Matemática. 


Este capítulo tem um grande número de exercícios. Vocé deve resolver todos, com a máxima 
atenção. Você deve treinar para ter rapidez, pois nos concursos o tempo para a resolução de 
cada questáo é muito pequeno. A precisão é necessária para que você não erre em contas. E 


você deve conhecer muito bem as propriedades das operações, para que não perca tempo 
pensando no caminho a ser tomado nos cálculos. 


Inteiros e racionais 


Você já estudou os números inteiros no capítulo 1, suas operações, expressões e resolveu 


diversos problemas. A boa notícia é que todas as operações aprendidas para os peer 
inteiros são praticamente idênticas nos números racionais. Então você já sabe mais da metade 
do que precisa saber sobre os números racionais. 


Os números racionais são todos os números inteiros, e ainda todos aqueles k noma ik 
forma de uma fração, na qual o numerador e o denominador são primos entre si. O sinal pode 
ser positivo ou negativo. O número zero, é claro, também é um número racional. 


| 
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e Z, o conjunto dos números racionais ndi 
0 


antos N 
Assim como OcoITé com os conjun 
Q) é também infinito. 
conhecer 05 números 
ensinado até O 5º 
alunos chegam 20 


como ы" Р 
racionais, ё preciso saber trabalhar com 

ano do ensino fundamental, e faz parté н 

a 


A má notícia é que par? 
62 ano sem um bom domínio do 


frações positivas, assunto que é 
aritmética. Infelizmente muitos 


que engloba: 


assunto, 


e Fracóes ordinárias, frações decimais | | 
° ое próprias, impróprias, irredutíveis, número misto 
e  Fracóes decimais 
Dizimas periódicas simples e compostas 
e Porcentagem 
e Operações com frações 
e Redução ao mesmo denominador 
MMC, MDC, divisibilidade, números primos 


os assuntos acima no seu livro de aritmética. Seja como for, 


É recomendável que você revise 
da tópico necessário conforme apresentarmos os números 


faremos uma breve revisão de ca 
racionais nesse capítulo. 


Módulo e simétrico de um número racional 


Assim como ocorre para os números inteiros, os números racionais apresentam: 


a) Simétrico ou oposto: 

É o número com o sinal trocado. Por exemplo, o simétric š тён ë 
l ; o de 4/3 é 4 trico de -3/0 ё 

3/5, o simétrico de 0 € 0. P /3 é -4/3, o simétrico de -3/ 


b) Módulo ou valor absoluto 
Б id nümero sem sinal. O módulo de -2/3 é 2/3, o módulo de 4/7 ë 4/7, o módulo de 0 é 0 
representar o módulo, colocamos o valor entre barras verticais (I1). Por exemplo: 


|-2/3| = 2/3 


Revisáo de frações 


Um mesmo nú 
o número raci 
acional pode ser representado por infinitas frações diferentes. 


por exemplo as fraçõ 
ções 1/2 e 5/10. Essas duas frações não são iguais, mas sim, são equi 


Frações iguais: Sã 

: бао aquelas que й 
exemplo, 1/2 e 1/2 sáo and, ua он o mesmo numerador e mesmo denominado" i 
= ois 
mesmo valor numérico. Essas frações: 0 i 
minadores iguais. Por exemplo, 1/2 e? 
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Ao considerarmos os valores numéricos dos números racionais, estamos levando em conta não 
as frações, mas os valores representados. Quando afirmamos que: 


estamos dizendo que ambas as frações são representações diferentes do mesmo número 
racional. Não estamos afirmando que as frações são iguais, mas que ambas representam o 
mesmo número racional. 


Fração é uma divisão 


O que muitas vezes os alunos esquecem é que a fração é na verdade uma divisão. No exemplo 
da fração 3/8, equivale a dividir um objeto em 8 partes e usar 3 delas. Mas também equivale a 


Juntar 3 unidades 


EM | | | | | | | Ca 
3 divididos por 8 
é o mesmo que 3/8 


Na primeira parte da figura acima temos 3 unidades. Depois de juntar as três partes, dividimos 
este total por 8. Isso é 3 dividido por 8 (2º parte da figura). Na terceira parte da figura 
dividimos uma unidade por 8 e tomamos 3 dessas partes. Isso também é 3/8. 









O resultado da divisão (no exemplo, 3 dividido por 8) é o número racional que a fração 
representa. 


Lembramos que os termos da fração são chamados de numerador (o de cima) e denominador 
(o de baixo). Correspondem ao dividendo e ao divisor da divisão representada por esta fração. 


Simplificação e fração irredutível 


O valor de uma fração não se altera quando dividimos o numerador e o denominador pelo 
mesmo valor inteiro. Isso é o que chamamos de simplificar a fração. Considere por exemplo a 


fração 72/96. 


72 36 18 9 3 
96 48 24 12 4 


Se dividirmos o numerador e o denominador de 72/96 por 2, encontraremos 36/48, que é uma 
fração equivalente, ou seja, representa o mesmo número racional. À seguir podemos continuar 
dividindo o numerador e o denominador por 2, 2, e finalmente por 3, chegando a 3/4. Esta 
última fração não pode ser mais simplificada, ou seja, não existe nenhum número natural pelo 
qual podemos dividir simultaneamente 3 e 4 (ou seja, 3 e 4 são primos entre si). Dizemos então 
que a fração 3/4 é irredutível. 
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Егасао decimal, fracáo ordinaria | | RISTA | 


Frações decimais são aquelas cujo denominador é uma potência de 10. Alguns exemp] 
Plos; 


з 1 200 5 7 5000 


10 100 1000 10 100 10000 


presentados por frações decimais, podem T" 
é 


Os números racionais que são re : 
com um número finito de casas decimais, Ex 


representados por números decimais, м 
25 

3 203 .l 2001 2-05 127.25 

10 100 10 100 


As frações cujo denominador não é uma potência de 10, são chamadas de frações ordinári 
as, 


Exemplos: 


Fração própria, fração imprópria, fração aparente, número misto | 


Fração própria e aquela na qual o num 
disso, essas frações são sempre menores 


erador é menor que O denominador. Em consequência 
que a unidade. Exemplos: 


Já as frações impróprias são aquelas nas quais O numerador é maior ou igual ao denominador. 


5 7 30 9 
tos, que possuem uma parte inteira € 


denominador. 0 
da sua parte 


Essas fracóes podem ser convertidas em números mis 
uma parte fracionária. Basta realizar a divisáo inteira, do numerador pelo 
quociente será a parte inteira do nümero misto, e o resto será o numerador 


fracionária. 


nal 
O número o 
frações apart 


Quando uma fração tem o numerador que é múltiplo do denominador, 
resultante será inteiro, pois a divisão será exata. Essas são chamadas de 
Exemplos: 


15 28 200 20 


5 


5.7 40 5 
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A porcentagem é um tipo especial de fração, onde o denominador é igual a 100. 


Exemplo: 


Em um dia de chuva, 25% dos alunos faltaram, de uma turma de 32 alunos. Quantos 
compareceram? 


A turma tem 32 alunos. Para saber o número de alunos que faltaram, temos que multiplicar o 
número total (32) pela fração correspondente à porcentagem, que é 25/100. 


Faltaram: 33x 2. 23211 32 -8 
100 4 


4 


Explicando: A porcentagem 25% é representada como 25/100 na forma de fração. Essa fração 
pode ter o numerador e o denominador simplificados por 25, o que resulta em 1/4. Ficamos 


então com 32 x (1/4), que é o mesmo que 32/4-8. Como faltaram 8 alunos da turma de 32, 
compareceram 32 - 8 = 24. 


Qualquer problema de porcentagem se transforma em um problema de fração, quando 
convertemos esta porcentagem para a fração correspondente. Basta lembrar que x% é o mesmo 


que x/100. 


Dízimas periódicas 

Números decimais podem ter uma parte inteira e uma parte decimal exata. Por exemplo, 3/4 é 
o mesmo que 0,75. Para chegarmos a este valor, basta realizar a divisão, inicialmente tratando 
com inteiros. Quando chegamos ao resto, colocamos uma vírgula depois do quociente e 
continuamos fazendo a divisão. Em muitos casos, como no exemplo do 3/4, a divisão termina e 
temos um número determinado de casas decimais. Em outros casos, a divisão não termina 
nunca, o resto nunca chega a zero e as casas decimais são repetidas indefinidamente. Por 
exemplo: 


1/3 = 0,333333333333333333333333333333333333333333333333333... 


Dizemos então que temos uma агіта periódica. A parte que se repete é chamada de período. 
No exemplo acima, o período é 3. Usamos reticências (...) para indicar que o período se repete 


indefinidamente. 


Dependendo dos números, o período pode ter vários algarismos. Por exemplo: 


11/7 = 1,571428571428571428571428571428... 


Nesse caso, o período é 571428. Náo é necessário escrever a dízima com tantas casas decimais. 
Basta colocar uma vez o período que se repetirá, seguido de reticências. A dízima periódica 
gerada pela fragáo 11/7 pode portanto ser escrita como 1,571428..., o que deixa claro que O 
período é a parte indicada após a vírgula, no caso, 571428. Em certos casos, ocorrem algumas 
casas decimais não repetitivas, chamadas anteperíodo, para depois começarem as repetições. 
Por exemplo: 


145/18 = 13,611111111111111111111111111111... 
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Como 
€xa | 
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to. Por 
erro de 


tas 5 mais x 
ressões algébricas, 5 Е. eriódicas. resentação por fração 
fração, 29 invés de usa” ^ i em erro de arredondamento. Como não é 
x — эн е » 0,333 estamos na verdade introduzindo um 
exemplo, ao I€ ah 
0,000333... para menos. 
5 descobrir qual é a fração geratriz da dizim 

ца a divisão do numera dor o 

0 


se for fe 
ratriz de 0,333... é 1/3. 


zes ocorre O problem 
ão que, 
plo, a fração ge 


a, encontrar à 
dízima dada. Por exem 


Muitas уе 
periódica, OU sej 
denominador, resulta na 


fracáo geratriz 
ratriz de uma dizima periódica. A primeira coisa a fazer ë 
o período. A seguir multiplicamos a dízima periódica por 
do período (1, 2, 3, etc.). Finalmente 


de algarismos 
al. Ficamos com duas equações simples, que 


Encontrando a 


É fácil encontrar à fração ge 


determinar quantos algarismos tem 
10, 100, 1000, etc, conforme for O número 
subtraímos este novo valor pela dízima origin 


subtraídas, permitirão chegar à fração geratriz. 


Exemplo: 
x = 3,7111... 
os que multiplicar por 10. Ficamos entao com: 


O período tem um algarismo, entáo tem 


10x = 37,111... 


Agora calculamos esta equacáo menos a original: 


10x = 37,111... 
х = 3,7111... 


Subtraindo 10x - x encontramos Ox. Subtraindo 37,111... - 3,7111... encontramos: 


37,111111. .. 
3,711111 ха 


33,400000 


Ма 2. 

22 — e —€— ou subtrair números decimais, é preciso alinhar suas vírgulas: 

O resultado da uu repete até o infinito (1111) vai ser «cancelada" resultando em 0000 
ão é um decimal exato, 33,4. Agora podemos ёоо = 


9х = 33,4 
, 234 _ 334 
9 90 
Portanto a fração geratriz da dizima é 334/90 


Fatoracáo de números naturais 
pos 


Nas operações 
com fra 
exemplo: ções é comum ter fatorad2: 






que escrever números na forma 
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30=2.3.5 (podemos representar a multiplicação pelo símbolo “x” ou por “.”. 
49 = 7.7 = 72 


12 = 9.9.3 = 22.3 
80 = 24,5 
190 = 23.3.5 


Fatorar um número é representá-lo como um produto de fatores primos. Quando existirem 
fatores primos repetidos, usamos potências. Para fatorar um número, fazemos sua divisão 
sucessivamente pelos números primos, em ordem crescente. Lembramos que um número 


primo é aquele que só pode ser dividido, com divisão exata, por ele mesmo ou pela unidade. 
Os números primos 580: 


2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... 


Exemplo: Fatorar 120 

120 + 2 = 60 

60 + 2 = 30 

30 + 2 = 15 (agora náo pode mais ser dividido por 2, passamos para o 3) 
15 + 3 = 5 (agora náo pode mais ser dividido por 3, passamos para o 5) 
5+5=1 


Então 120 = 2x2x2x3x5 = 23.3.5 


Para evitar erros, devemos armar as divisões no dispositivo abaixo. Vejamos o exemplo da 
fatoração do número 720. 


о 
o 
| ct Q) N N N Ns 


MMC 


Para fazer a adição ou a subtração de frações, é preciso que possuam o mesmo denominador. 
Por exemplo, não podemos adicionar diretamente 1/2+1/3, porque os denominadores são 
diferentes. Mas podemos representar ambas as frações com o denominador 6, ficando com: 


Vemos então que antes de adicionar frações, precisamos reduzi-las ao mesmo denominador, 
multiplicando os termos de cada uma delas por um número tal que os denominadores ficam 
iguais. No exemplo acima, multiplicamos os dois termos (numerador e denominador) de 1/2 
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— {їс 111116 
por 3, ficando com 3/6, e multiplici 2, fican do 
: CQ 
2/6. 
nic é que O MMC (mínimo múlti 
Este denominador igual nada mais ait deje Du pem n ds ee Comum ent 
» Вон ч sam e 
š " Jng contra O ? 08 : ( 
ominadores. Para € | ао do MMC en is 
ЭР “aio Mostraremos O exemplo do cálcul | tre 24, 45 e 96 Positiy 
indicado abaixo. re 1 desses trés nümeros pelos fatores primos (2, 3, 5 7 ‚Колы, 0 
` . i : a e — . “ ° d h 5 Og 
ssivamente à ivisão | | ll, 
га menos um dos números puder ser dividido, prosseguimos dividindo, 6 ). 
“4 e Ч 
m 


Enquanto pelo devemos repetilo. 


número não puder ser dividido, 


Inicialmente dividimos por 9. O 45 é repetido 


Р _ pe = 25 2 Mais uma vez podemos dividir por 9 
6 - 45 - 24 2 Pela terceira vez dividimos por 2 | 
3 — 45 - 12 2 O 3 e o 45 não podem, mas o 12 ainda pode ser dividido " 
2 
3-45- 6|? O 6 ainda pode ser dividido por 2. 
3-45- 3|3 Agora comecaremos à dividir por 3 
1-15- 113 O 15 ainda pode ser dividido por 3 
1- 5- 1|5 Agora dividimos todos por 5. 
1- 1- 1 MMC = 25.32.5 = 1440 


Comparação de frações 
Além da adição e da subtração, existe uma outra operação que requer a redução de frações ao 
mesmo denominador, que é à comparação de frações. Uma vez que todas tenham 
denominadores iguais, podemos então decidir qual é a maior e qual é a menor, comparando 


simplesmente seus numeradores. Vejamos um exemplo: 


Exemplo: 


Colocar em ordem crescente as seguintes frações: 


A primeira coisa a fazer é encontrar O MMC entre seus denominadores: 


MMC (2, 5, 7) = 70 


Para que as três frações fiquem com denominador 70, devemos multiplicar ambos os termos 
erceira 


da ri fração por 35, ambos os termos da segunda por 15, e ambos os termos da t 
por 10. 


1x35 2x14 , 4x10 
2x35 5x14 7x10 








Ficamos então com 
28 e 40 
70 70 70 


ajor é * 






Vemos entã | 
primeira (35/70 = 12 terceira fração (40/70 = 4/7) é a maior das trés. A segunda m 
), e a menor de todas é a segunda fracáo (28/70 = 9/5). 
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———— A AA  —s——I F  . — > m .  — _ C U 
Exercícios de revisáo sobre fracóes 


E1) Fatore os seguintes números: 


a) 720 f) 320 k) 84 p) 384 

b) 150 g) 512 |) 120 q) 625 

c) 96 h) 630 m) 160 r) 900 

d) 105 1) 1024 n) 180 s) 121 

e) 144 j) 420 0) 240 t) 288 

E2) Calcule o MMC entre: 

a) 18 e 30 f) 200 e 320 k) 105 e 120 p) 10, 15 e 45 
b) 36 e 48 g) 24, 36 e 60 |) 45, 72 e 150 q) 20, 24 e 30 
c) 45 e 72 h) 35, 42 e 48 m) 25, 35, 45 e 55 r) бе 32 

d) 120 e 144 1)1,2,3,4,5e6 n) 1, 27, 12, 45 e 36 S) 30 e 10 

e) 150 e 180 j) 10, 11, 12 e 15 0) 36, 54 e 12 t) 40 e 20 


E3) Se A é um nümero natural, calcule o MMC entre A e 12.A 

F4) Calcule o MMC entre 23.62.102 e 22.92. Indique o resultado na forma fatorada. 
E5) Encontre um múltiplo de 36 e 24, compreendido entre 100 e 200. 

E6) Encontre uma fracáo equivalente a 2/5 cujo numerador seja 32 

E7) Encontre uma fração equivalente a 3/7 cujo denominador seja 56 

E8) Encontre uma fração equivalente a 3/4 cuja soma dos termos seja 35 


E9) Encontre uma fração equivalente a 5/8 onde o denominador seja 21 unidades maior que o 
denominador. 


E10) Em uma estrada de 180 km, um motorista viajou 1/3 do total e parou para almoçar, 
depois percorreu 1/2 total e parou em um posto de gasolina. Qual fração da estrada representa 


o trecho restante? 


E11) Transforme as seguintes frações impróprias em número misto: 


a) 7/3 f) 18/7 k) 9/4 p) 20/3 
b) 18/5 g) 39/35 |) 21/10 q) 48/5 
c) 72/25 h) 17/3 m) 24/5 r) 100/7 
d) 14/3 i) 25/3 n) 32/14 s) 9/2 
e) 23/5 j) 11/5 0) 17/13 t) 25/7 
E12) Transforme os seguintes números mistos em fracóes impróprias: 

a) 31/2 f) 13/5 k) 11/3 p) 4 1/2 
b) 5 1/4 g) 21/3 |) 2 3/7 q) 2 2/11 
c) 7 3/5 h) 1 4/7 m) 2 5/9 r) 1 1/5 
d) 11 1/3 i) 2 3/8 n) 1 3/10 s) 5 1/7 
e) 2 3/7 j) 2 1/9 0) 3 1/3 t) 10 3/4 


E13) Um ónibus enguicou depois de percorrer 2/5 do seu trajeto. Ficaram faltando 12 km para 
chegar ao ponto final. Qual é a distáncia total do trajeto? 


E14) Encontre uma fração equivalente a 3/8 cuja soma dos termos seja 53. 
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E15) Depois de percorrer 1/3 do caminho, um Carro p P astecer, A Seg; 


depois de percorrer a metade do caminho restante, quando faltavam apenas 15 km m Par 
da айс. Qual é a distáncia total do trajeto? 1, 


: . Do valor que sobrou, guardei 2/5 e gastei o r 
6) Gastei 1/3 da minha mesada | estante 
oa is de computador que custou R$ 48,00. Qual ë o valor da minha mesada) "a 


E17) Qual é a maior fracáo própria irredutivel na qual o denominador é 18? 


E18) Coloque as seguintes frações em ordem crescente: 
1/3, 4/5, 7/12, 2/3, 11/12, 4/3, 17/12 


E19) Simplifique as frações: 

a) 480/72 f) 63/777 k) 144/480 p) 42/105 

b) 156/240 g) 85/68 |) 210/360 q) 28/70 

c) 85/221 h) 60/450 m) 74/111 r) 45/150 

d) 91/130 i) 84/63 n) 20/75 S) 18/48 

e) 420/960 j) 225/50 o) 96/240 t) 26/65 

E20) Encontre trés fracóes equivalentes a 3/8 nas quais os numeradores sáo os Menores 
possíveis. 

E21) Qual é a maior fração própria irredutível na qual o denominador é 15? 


E22) Qual é a fração equivalente a 3/16 de menor denominador possível e que seja múltiplo de 
12? 


E23) Reduza as seguintes frações ao mesmo denominador, e que este seja o menor possível: 
3/2, 2/3, 4/15, 1/30, 72/144 


E24) José acertou 9/8 de uma prova de 16 questões, João acertou 4/5 de uma outra prova, com 


10 questões. Sabendo que em cada prova, todas as questões tinham o mesmo valor, quem 
acertou mais questões? Quem tirou a maior nota” 


E25) Em uma sala, 2/3 dos estudantes são 
tendo comparecido apenas 8. Qual é o núme 


E26) 


meninos. Certo dia, metade das meninas faltou, 
ro total de estudantes? 


Qual é a maior fracáo menor que 2/5 cujo denominador ë 8? 


E27) Em um pequeno sítio, a metade da área cultivável foi i pl tado 
, буа O 1/4 foi plan 
com milho e os 100 Нас l foi plantada com café, / P 


do 
| es restantes da área cultivável foram usados para pasto. Saben 
que a área cultivável ë 4/5 da área total, qual é a extensáo total do sítio? i 

E28) Joáo and ET 
на ша 8/ 11 de um Percurso, Pedro andou 7/ 10 do mesmo. Quem percorre 


E30) Das 25 questóes de ual 6? 
um | 
sua nota em uma escala de гон Pedro acertou 18, ficando com nota 18 sobre 25 Q 
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E31) Dois carros partem em sentidos opostos, com a mesma velocidade, em uma estrada de 30 
km, sendo um do km 0 em direção ao km 30, e o outro saindo do km 30 em direção ao km 0. 
Em qual quilômetro da estrada os dois se encontrarão? 


E32) Como ficaria o problema anterior se o carro que parte do km O tiver o dobro da 
velocidade do carro que parte do km 30? 


E33) E se o carro que parte do km 0 for 4 vezes mais rápido que o outro? 


E34) Calcule as porcentagens: 


a) 30% de 20 f) 125% de 20 k) 40% de 45 p) 5% de 80 

b) 25% de 60 g) 12,5% de 40 |) 25% de 36 q) 100% de 237 
c) 15% de 40 h) 300% de 80 m) 75% de 80 r) 19% de 200 
d) 10% de 70 i) 80% de 14 n) 30% de 40 s) 15% de 60 
e) 35% de 80 j) 75% de 20 0) 90% de 40 t) 12% de 100 


E35) Qual das afirmativas abaixo é falsa? 

(A) Frações equivalentes representam o mesmo número racional. 

(B) Todo número misto é igual a uma fração imprópria. 

(C) Uma fração que nào é decimal é chamada fragáo ordinária. 

(D) O numerador de uma fração nunca pode ser 0. 

(E) Numa fração irredutível, o numerador e o denominador são primos entre si. 


E36) Qual das afirmativas abaixo é falsa? 

(A) A fração cujo denominador é uma potência de 10 é chamada fração decimal. 
(B) Fração própria é aquela menor que a unidade 

(C) O denominador de uma fração nunca pode ser 0. 

(D) A divisão frações é uma operação distributiva em relação à adição 

(E) Nas frações impróprias, o numerador é menor ou igual ao denominador 


E37) Escreva as seguintes frações decimais na forma de números decimais: 


a) 27/1000 f) 1/1000 k) 115/10 p) 13/1000 
b) 456/10 g) 500/10 |) 217/10 q) 10/100 
c) 12/10000 h) 27/10 m) 1178/100 r) 32/100 
d) 5/100 i) 43/10 n) 36/100 s) 21/1000 
e) 156/100 j 77/100 o) 27/1000 t) 8192/1000 
E38) Escreva as seguintes porcentagens na forma de fracáo decimal: 

a) 20% f) 1,25% k) 10% p) 40% 

b) 5% g) 162% 1) 1,5% q) 60% 

c) 1% h) 200% m) 4% r) 90% 

d) 1,3% i) 18% n) 25% s) 75% 

e) 0,5% j) 12% 0) 32% t) 35% 
E39) Escreva as fracóes decimais correspondentes aos seguintes números decimais: 
a) 0,3 f) 100,1 k) 1,3 p) 1,8 

b) 1,2 g) 0,0002 |) 21,12 4) 0,7 

c) 0,01 h) 0.000001 m) 0,001 r) 0,99 

9) 1,75 i) 0,25 n) 0,005 s) 10,5 

e) 3,24 j) 2,25 o) 12,5 t) 8,3 
E40) Converta as seguintes frações ordinárias em números decimais: 

a) 1/4 f) 15/4 k) 6/5 p) 7/2 

b) 5/4 g) 3/25 |) 12/20 q) 3/2 

с) 7/5 h) 3/20 т) 17/2 г) 1/8 
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TA aaa 31А š 
n) 5/8 5) 9/5 л 


i) 3/8 
; 73 ! 3/4 0) 9/12 | t) 4/5 
E41) Converta os seguintes números decimais em frações ordinárias irredutíveis | 
a) 1,25 f) 3,4 k) 1,6 p) 0,75 | 
b) 0,35 0) 7,2 ) 1,75 q) 0,6 | 
c) 0,75 h) 4,25 m) 2,2 r) 0,4 | 
d) 0,625 i) 5,2 n) 1,1 s) 0,2 | 

) 1,5 0) 2,9 t) 0,025 | 
e) 0,125 ур x 
E42) Transforme as seguintes frações em dízimas periódicas 
a) 1/3 f) 8/11 k) 5/6 p) 7/18 
b) 2/9 g) 1 2/9 |) 17 q) 5/3 
с) 4/6 һ) 3 1/3 m) 7/3 r) 21/11 
d) 3/7 i) 5 3/7 n) 16/3 s) 7/9 
e) 4/3 j) 19/15 0) 5/9 t) 10/13 
E43) Encontre a fração geratriz das seguintes dízimas periódicas: 
a) 0,323232... f) 2,1333... k) 16,666... p) 0,058333... 
b) 1,777... g) 0,1333... ) 5,111... q) 0,131313... 
C) 3,1818... h) 2,4141... m) 0,444... r) 0,7432432432... 
d) 0,555... i) 2,666... n) 0,0666... s) 0,00666... 
e) 0,999... j) 8,333... o) 0,13232... t) 5,4747... 


Lidando com sinais 


Operaçóes com números racionais envolvendo frações são praticamente idênticas às operações 


com frações feitas em séries anteriores do ensino fundamental. O único detalhe que causa um 
pouco de confusão para quem aprende números racionais pela primeira vez é O Uso dos sinais. 
Se tomarmos um certo numerador e um certo denominador (tomemos como exemplo, 2/15) e 
levarmos em conta todas as possibilidades de sinais, diversos nümeros racionais podem ser 
formados (veremos que na verdade só existem dois valores, 2/15 e —2/15): 


+2 +2 -2 -2 +2 +2 — 2 _ 2 


3 Y ————3 


+- у +—— +—ns, ÑT+—— . —— 
+15 -15 +15 -15 415 -15 +15 -15 


4 
ém é opcional colocar 
r 105 45 


Sabemos que o sinal antes de um número positivo é opcional. Tamb 
tivos desnecessan 


antes de um número racional Entáo podemos eliminar sinais posi 
fracóes acima. Ficamos entáo com as possibilidades: 


2 2 -2 -2 2, _ 2 _— 02 
I5 -15 15 -15 15 -15 15 -15 
1540 
Levando em conta apenas о sinal do numerador e do denominador, lembramos qué l Sado 
a 


entre dois números de mesmo sinal dá resultado positivo, e de sinais diferentes 
negativo. Entáo recalculando as oito fracóes acima, ficamos com: 


a) 5 232 (nada a recalcular) 
b 2-2 
=15 15 
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E 
15 15 
Re = > 
-15 15 
e) 2 Я 2 (nada a recalcular) 
15 15 
2 2 
MEETS. 15 
g-2-2 
15 15 
Eo 2 
Ёї57 15 


Dos exemplos (d) e (h) acima, vemos que dois sinais negativos, um no numerador e um no 
denominador, podem ser simplificados e eliminados. No caso geral, sendo a e b números 
inteiros quaisquer: 


mos e 
-b b 
Outro exemplo: 
rura 
7) 


Dos exemplos (b) е (с) acima, vemos que um sinal negativo do numerador ou do 
denominador podem ser transferidos para a fracáo. No caso geral, sendo a e b números 
inteiros quaisquer: 


-4 4 
¡ i7 
IE. 5 
MN. 8 


Essas náo sáo na verdade novas regras de sinais. São consequências de regras já apresentadas 
no capítulo 1. Qualquer fração, com um sinal positivo ou negativo numerador, um sinal 
positivo ou negativo no denominador, e um sinal positivo ou negativo na própria fração, pode 
ser considerada como uma sequência com uma multiplicação e uma divisão. Por exemplo: 


4 
255 = (ED x(+4) +(-7) 


МЕР Р” 
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74 | BRIS, 
A regra de sinal é simples: se for um número par de negativos, o resultado será was TA x 


for um número impar de negativos, ou resultado será negativo. O número [Es 
representando o sinal negativo antes da fração. Se a fração peso sinal, гергеѕерь, ; Sá 
за por um fator (+1). Levando em conta esses três sinais (o da fração, o do NUmerador e. 


onsiderar que dois sinais negativos sempre se с 


denominador) podemos c (-1) por (-1), o resultado será *1. Por isso: 


ancelam 04 
quando multiplicamos ou dividimos » pois 


Ao formarmos qualquer fracáo usando nümeros negativos, o resultado será Sempre igual j 
uma fracáo com numerador e denominador positivos, e com um sinal na frente da fração que 
poderá ser positivo (opcional) ou negativo. Por isso não e usual escrever frações como 





Apesar de não ser errado usar as formas acima, é de praxe representar esses números racionais 
usando numeradores e denominadores positivos, adicionando um sinal negativo na frente da 
fração, quando for o caso: 


22, 3. _ 3 etc. 
7 3 3 
Exercicios 


E44) Reescreva as frações abaixo, usando numeradores e denominadores positivos, e quando 
for o caso, um sinal negativo antes da fração: 


a) 5 5 j 4 _ k) -2. р) -2. | 
5 3 28 9 -5 | 
b -4__4 9). _ ) 2. q). e - 
9 9 211 27 18 | 
с) =3 h) -5. m 2. (ин 
E 12 ml 10 
d -7. ) -9 _ n) -7 _ 5) 12 _ 
-8 -4 13 -17 
ё) b _ pool. o) 73 _ ) 2. 
5 -6 -11 100 
Simplificacáo | 
Um dos obj como * | 


Esc etivos deste capítulo é que você aprenda a resolver expressões complexas, resen 
po O шепот, porém usando números racionais. Por isso vamos aos poucos аР авалт 
essóes cada v i i " 
ez mais complexas. Comecaremos com um tipo de ехргєё ado" 


básico 3 
: 1 formada apenas por uma fração, cujo numerador é uma expressão e cujo deno 
€ outra expressão. Por exemplo: 


| 2 x 4-22] x | 2 x (3-4)] 
(-2)x (-3) - { (-2}8 + [2 x (C1 P *2(1x3-22x (-5))) 


Observe que tanto o numerador co 


» OS tê 

mo o denominador sã O m núme” 4 
540 ехрге55065 СО 

como as que estudamos по capítul s É 


O passado. Vamos resolver cada um deles epar i 


Scanned by CamScanner 


— 


Capítulo 2 - Números racionais 75 
T u nr... 
(nos cálculos abaixo usamos “.” 
notacáo é muito comum): 


para multiplicação, ao invés de “x”, para lembrar que esta 
Numerador: 

[24-27] + [2.(3-4)] = [8-4] + [2.(-1)] = 4 + (-2) = 2 

Denominador: 

(-2).(-3) - ((-2)º + [2.(-1) + 2.(1.3 — 22.(-5))]) = 6- (38 + [2(71) + 23 - 4.-5))]) 

= 6 — { —8 + [2 + 2.(3 *20)]] = 6 - (-8 + [-2 + 46] = 6- (-8 + -2 + 46} = 6-(36)=-30 


Sendo assim, a fração será igual a: 


-2 2 1 
-30 30 15 


Portanto resolvemos o numerador e o numerador, depois tratamos o sinal аа fraçao, e 
finalmente simplificamos. Quando encontramos em uma expressão, frações cujo numerador 
ou denominador seja uma expressão complexa, devemos antes resolver essas expressões, e se 
possível simplificá-las, ficando com frações mais fáceis de operar. 


Exercícios 

E45) Resolva as expressões do numerador e do denominador, a seguir simplifique a fragáo 

resultante. 

)) _ p Ó Cha y oy -2 _ p -JC2y. 
ges o) CEO)" Ps 5 


b) 7-4. 0) 4(-27 +(-2) «Cay _ ) cCoxc9-C» q 2 . 
7-2 10x(1+2+3+4) — -(-7)-(-7) 1+(-2) 


) -32C2Y _ Сә) m 2«C2p _ Y 
ES - Cay "To “(:55) Ey (-5)х(-2) (5-6 
) (- 








d 1-2 _ 2) +(-2) n 10-10 _ s) | 
po (3) (Ey +(-3) «C JA 5(-4)-2.(-8) a ан 
e) 2-2 y -C2)C5 5)» (-18 18) (- 2) _ 0) 2-15) + (SÍ _ t) 
aro  (6)x(-7)-(-6)x 27 Ja- [Cay DEM 


Adicáo e subtracáo de números racionais 


Números racionais podem aparecer na forma de fração, na forma de números decimais exatos, 
na forma de dízimas periódicas, como números inteiros, e como positivos ou negativos. Em 
relação aos sinais, lidamos da mesma forma como fazemos para números inteiros: 


1) Para adicionar dois números racionais de mesmo sinal, somamos seus módulos e repetimos 


o sinal 


Exemplo: 
-2,4 —3,2 = -5,6 


2) Para adicionar dois números racionais de sinais contrários, subtraímos seus módulos e 


damos ao resultado, o sinal da parcela de maior módulo. 
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Exemplo: 
_1,2+1,6 = +0,4 
a de adições, podemos agrupar todos os positivos, € agrupar todo, , 


3) Em uma Se uénci 
| : ma algébrica no final. 


negativos, € fazer a so 
Exemplo: _ _ 
-1,2 ы 1,6 -2,4 -3,2 + 45 = (-1,2 -2,4 -32) * (1,6 + 4,5) = -6,8 + 6,1 =-0,7 


r na mesma expressão números decimais ç, 
úmeros decimais, dízimas. Quando isso осо ` 
or exemplo, fração. Em alguns з. 
evitando as frações. Vejamos aun 


que podem aparece 


A ünica dificuldade é 
diferentes: frações, n 


diversas representações 
devemos converter todos eles para a mesma forma, P 
podemos usar todos na forma de números decimais, 


exemplos. 


Exemplo: 

0,333... 0,7 + 2/5 - 1/6 
ados a trabalhar com fracóes, já que 0,333... € dízima periódica, que 
da como um número decimal exato. A fração 1/6 também resulta em 
converter todos para a forma de fração. 


Nesse caso somos obrig 
não pode ser representa 
uma dízima. Devemos então 


0,333... = 1/3 
0,7 = 7/10 
ntão com uma adição de três números racionais na forma de fração. É recomendável 
s a simplificação das frações, quando for possível. Neste exemplo 
ode ser simplificada. Ficamos com: 


Ficamos € 
que nessa etapa façamo 
nenhuma das quatro frações envolvidas p 


] 


— —— +——— 


10 5 6 
Para adicionar algebricamente as frações, devemos reduzir todas ao mesmo denominado” d 


MMC entre 3, 10, 5 e 6 é 30. 


MMC(3, 10, 5, 6) = 30 
om 9 
r 10, para que fique » 6 


Sendo assim, multiplicaremos os dois termos da primeira fracáo po 
por 6 e na qu 


denominador 30. Na segunda multipli 
Ficamos entáo com: por 3, na terceira 





1х10 7x3 , 2x6 1x5 
30 30 30 30 


10 21 12 5 


30 30 30 30 
cóes tém o mesmo d , amen” „40 
пшпега É i enominador algebri ect 
| dores. E preciso entretanto prestar atençã podemos somar g ap?! | 
com sinais negativos. Ficamos com: cáo nos sinais. Os números 
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10-21+12-5 
30 


77 


Finalmente podemos calcular a soma algëbrica dos números que ficaram no numerador da 
fração. 10 — 21 + 12 ~ 5 = —4, então o resultado é: 


Vs: , O mesmo que A 


30 30 


Podemos ainda simplificar o numerador e o denominador por 2, e o resultado será: 


2. 
15 


Tudo о que aprendemos sobre expressóes numéricas com números inteiros, pode ser aplicado 


a números racionais. A sequência de adições e subtrações é o tipo de expressão mais simples. 
Vejamos mais um exemplo: 


a) 


12 9 4 6 2 


Temos uma sequência de adições e subtracóes de frações, e ainda uma subtração de um 
número inteiro (2). Todas as frações são irredutíveis, e teremos que converter todas elas para o 
mesmo denominador. Antes porém será preciso converter o número 2 para fração, ficará 2/1. 


pa 
12 


227 
T——— 
9 4 


Agora calculamos o MMC entre os denominadores: 


MMC(12, 9, 4, 6, 2, 1) = 36 


Devemos entáo reduzir todas as fracóes ao denominador 36. Para isso multiplicaremos os 
termos das fracóes, respectivamente, por 3, 4, 9, 6, 18 e 36. 


3x3 2x4 7x9 5x6 1x18 2x36 
+ 


36 36 36 36 36 36 


1548-63--30-18-72 - 
36 i 


Agora podemos adicionar algebricamente todos os positivos do numerador, e fazer o mesmo 
com todos os negativos: 


15 + 8 + 30 = 53 
-63 -18 -72 = -153 


Ficamos então com: 
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AL 
53-153 _ —100 ЭЕ Ву | 


36 36 


Podemos simplificar o numerador e o denominador por 4. O resultado será; 


-100 -25 25 


— 
——vP[ — M e 


36 9 
Lembramos que ë de praxe deixar positivos os termos da fração, e quando for o бак 
0 


o sinal negativo fora da fraçao. » Manter 


A maior dificuldade que os alunos tém nesse ponto náo é lidar com os sinais negativos , .. 

a matéria esquecida sobre operações com frações. Por isso vamos primeiro fazer. in, 
exercícios com operações que envolvam apenas adição e subtração de frações. р... 
passaremos a outros exercícios que lidarão com números racionais negativos. inis 


Comparacáo de números racionais 


Já vimos que para comparar frações é preciso reduzidas ao mesmo denominador. O mesmo 
ocorre quando lidamos com nümeros racionais, quando podemos encontrar fracóes positiva 


ou negativas: 
a) Qualquer nümero positivo é maior que qualquer nümero negativo 


b) O nümero 0 é menor que qualquer nümero positivo, e maior que qualquer nümero 
negativo. 

c) Entre nümeros positivos, o maior é aquele que possui maior módulo 

d) Entre nümeros negativos, o maior é aquele que possui menor módulo. 

e fracóes, devemos transformar os nümeros inteiros em 


. j | E 
e reduzir todas ao mesmo denominador. Se tivermos qu 
rter os números decimais pam 


Para comparar números inteiros 


frações aparentes (denominador 1) 
comparar frações com números decimais, devemos conve 
frações decimais, e reduzir todas ao mesmo denominador. 


Exemplo: 
Colocar em ordem crescente os números 13/3, -4/5, —3, -2,5, 4, 10/3, 17/3, 10,660... 


erter todos para ra 


ções, e 


Como existem fracóes entre os números indicados, temos que conv 
reduzir todas elas ao mesmo denominador. “ 


-3=-3/1 
-2,5 = -25/10 = —5/2 

4 = 4/1 

10,666... = 10 + 0,666... = 10 + 2/3 = 32/3 


Ficamos entáo com: 


3 4 3 5 4 10 17 32 


— > —— b —=— >) — —3 yá —  — 


3 5 1 2 1 3 3 3 
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MET o O 
A próxima etapa é reduzir todos ao mesmo denominador. O MMC entre 3, 5 e 26 30 
Devemos então reduzir todas as frações ao denominador 30: 


13x10 4x6 3x30 23х15| 4x30 10х10 17x10. 32x10 
3x10 5x6 1x30. 2x15 1x30 3x10 3x10 3x10 

















Nesse caso é conveniente deixar os sinais negativos no numerador. 


130 -24 -90 -75 120 100 170 320 


— uu — $ | — — 0) — — Y, — 
—M 


Finalmente podemos colocar as fragóes em ordem crescente, primeiro as negativas, depois as 
positivas. Entre as negativas, as menores sao as que tëm menor módulo. Entre as positivas, as 
maiores sáo as que tém maior módulo. 


-90 - 15 —24 100 120. 130 170 320 


30 30 30 30 30 30 30 30 
Normalmente é preciso dar a resposta usando os números originais do enunciado. Ficamos 
então com: 


-8, 2,5, -4/5, 10/3, 4, 13/3, 17/3, 10,666... 


É de praxe usar os sinais “<” (menor) e “>” (maior) para separar números dispostos em ordem 
crescente ou decrescente. Ficamos então com: 


-3 < -2,5 < -4/5 < 10/8 < 4 < 13/8 < 17/8 < 10,666... 


Exercícios 

E46) Efetue as seguintes operações com frações e números decimais, dê a resposta em forma 
de fração 

а) 32«45-17 30+2/5+1/2-1/3 k)323+41/9-110 p) 1 5/6 + 3 5/12 + 2 5/18 + 1/3 
b) 1/4 + 3/7 +2 g) 3/11 + 8/7 5 1/2 + 1 1/3- 0,4 q) 1 -1/2 + 0,25 – 1/8 + 1/16 
c) 16/3 – 16/4 h) 1/2 + 0,25 + 1/8 m) 2 1/7 * 3 1/5 D 1+ 1/2 +0,2 + 3/7 -0,7 

d) 1/9 — 0,1 i) 1/2 - 1/4 — 0,125 n) 2,666... — 0,6 s) 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 
e) 1,6- 0,333... j) 4- 3/10 + 0,2 0) 0,2+0,3-1/5- 1/6 — )1+1/2+3+1/5+5+0,2 
E47) Encontre o menor número inteiro que seja maior que os números racionais dados 

a) 10,25 f) -13,23 k) 52/3 p) 2,718281828 

b) 4,38 g) 15,777... |) -10/3 q) -4,3817454545... 
c) 5 2/3 h) -1,333... m) 37/21 r) 5 13/73 

d) 0,333... i) 0,93 n) -2,666... s) 3 47/40 

e) -0,7 j) 45/7 0) 3,141592653 t) -1/13 

F48) Efetue as seguintes operações 

a) 4/5 — 9/7 f) - 2/5 + 1/2 k) 3 2/5 * 4 1/7 р) 15/12 -7/3 

b) – 3/7 + 1 g) 3/8 — 8/7 5 1/3 + 1 1/4 q) -1/2 + 1/16 

c) 16/7 — 16/5 h) 1/3 — 5/8 m) 2 1/8 - 2 1/6 3/5 - 7/10 

d) 2/7 – 3/10 i) 1/2 - 7/8 n) 5/7 - 7/5 s) -7/5 * 5/6 

e) - 2/3 * 1/2 j) - 3/10 -1/5 o) -1/5 — 1/6 t) 1/2 -3 
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E49) Efetue as seguintes 
2 2 0 + 2/5 + 1/2 - 1/3 k) 
3/11 - 8/7 + 1 


80 

а) 3/2+ 415-116 03 
b) 1/4 + 3/8 + 3 g) 

c) 5/3 – 12/5 

d) 2/9 — 3/10 


e) 1,8 - 1/5 -1/2 


E50) Efetue as seguintes 
a) 0,6 + 0,666... — 1,333... 

b) 1 1/7 — 0,333 - 1,5 

c) 0,25 -1,32 + 0,38 —5 

d) 0,111... 0,333... + 0,1 

e) 7/8 – 5/6 + 0,25 


E51) Use os sinais =, < ou > para comparar os 


a) 3/7 __4M7 12/5 48 k)-10% _ –1/8 
b) 2/3 ^ 2/5 д) 0,333. 0,3... |) 1/3 ___3/10 
c)-15. 0 h) 4 2/35 51/77 m)-1/3. 4,3 
d) -10/3 53 i) -2,38 __ -2,37997 п) 710 ___23 
е)—1/3___—1/5 j15. 20% о) -8/3 _— -2,9 
E52) Use os sinais =, < ou > para comparar os números racionais 
а) 4/5 0,75 f) 4/5 _— -2/3 k) 0,666 __ 0,666... 
b) 0,666 — 2/3 g) 7/110__0 )03 — 3/10 

с) 4/7 ___—5/8 h) -2/3 1/2 т) 0,999 1 

d) 9/8 __ 8/7 ))-3. 2 n) 0,999... 1 

е) -9/13 __—7/10 j)0,6__0,1 o) –0,4 — -30/7 


E53) Use os sinais =, < ou > para comparar O 


(faça de cabeça) 

a) 14,22... — 14 83/97 
b)O. —-3,17921792... 
с) -5,1212..._ 6,333... 
d) 1,3181_2,21289 

е) 0,333333 ___ 0,333... 


Multiplicacáo e divisáo de números racionais 


A multiplicacáo e a divisão de números racionais são idénticas às multiplicaç 
frações. A única diferença é o tratamento de sinal. À regra é a mesma apresentada п 
1: se o número de fatores negativos for par, o resultado será positivo; o d 


h) 1/2 -3/4 + 57 
i) 1/2- 0,75- 5/8 


j) 4-710 + 2/5 


2 Des 
o 3 2/3 + 4 1/5 - 0,3 


) 2 1/2 + 1,333...— 0,4 

m) 2 3/7 - 3 1/5 + 0,3 

n) 1,666... — 3/5 

о) 0,2 + 0,3 — 1/5 — 1/6 


operações: 4 
1/2 - 2/8 + 3/5 — 
д 0,2 + 0:333:: -11/15 l) 213 — 1/6 + 1/2 
h) 4/5 + 0,6 -0,666... m) 0.333...— 0,333 
4 -115 -5/6 n) 0,999... — 0,333 


i) 2/3 - 1/ 
j) 1/2- 1/3 + 1/5 + 1,333... 0) 1/2 + 213 — 3/4 


k) 4/5 - 117 -1/0 


números racionais 


f) 4 71239 — 5 13/777 
g) 25,15 _ 100/4 

h) -2,1313... 0,218 
i) 715/113 ___ 700/113 
j) 23/59 ^ 23/61 


n)-0,999.. ^ -1 


negativos for impar, o resultado será negativo. 


p) 1 1/6 —3 5/9 2 7199 
q) 1112 + 3/4 -| 56 
n 1-1/2* 0,2 -97 - 7 
s) 1/2 -2/3 + | -314 + 

)1-3053-45 404738 


k)-18/73. — -18/71 
1195. — —12,37596 
m) 0,9175 ___ 73/72 


o) 0,377... __ 0,37775 






* 0,333, 
Ite | ` 


р)3/5-1/2+5 
| 
Д Е 0999. "^ 
5) 2/3 — 4/5 + 3/4 
t) 1/16 - 1/8 + 413 


А 75.49 
q)-0,222.. 3 
r-10  -99 | 
5) -1/5 ___ -1/4 

t) 5/6 09 

p) -3/5 — -2/3 

q) 4/5 X 5/6 

r) 5/8 __5/9 

5) 0,222 __ -0,222... 
00. 47/147 


s números racionais, mas sem realizar cálculos 


р) 1256... 2/500 
q) 1,333... — 3/2 
г) 417 — 49 

s) -27 — -219 
t) 1/5 — 1/6 


se o númer 


Inicialmente vamos recordar a multiplicação de frações, através de exemplos: 


Exemplo: 
4 2 4x2 8 
5 7 5x7 35 


Para multipli 5 
PRIME "o lifi 2 enominador é o produto dos denominadores. 
J plificar fatores comuns no numerador e no denominador (“corta-co 


s 

ë О prod y 

rormalment | 
rta”): 
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1.4, 
Exemplo: 

515 2. Ë 

25 28 5 7 


Nesse exemplo podemos simplificar o 8 e o 28 por 4, ficaráo 2 e 7. Podemos também 
simplificar O 15 e o 25 por 5, ficaráo 3 e 5. Nesse tipo de cálculo, devemos procurar fatores que 
possam dividir simultaneamente um número que apareça no numerador e um número que 
apareça no denominador. Ficaremos entáo com: 


A divisão de frações é tão simples quanto a multiplicação. Para dividir frações, fazemos uma 
multiplicação na qual a primeira fração é repetida, e segunda é invertida. 


— —— = — x — = — 
ШЕК 5 3 15 
Dividir por uma fração ë o mesmo que multiplicar pela inversa dessa fração. 


As regras de sinais são as mesmas para multiplicação e divisão de números inteiros. 


a) - Э х [- 3 - ‚14 (o produto de dois negativos dá resultado positivo) 
3 15 

х 2 2414 (o produto de um positivo por um negativo dá resultado negativo) 
3 15 


c) pe -= а __ 2 15_ 1305 
5 15 5 4 1 2 2 


No exemplo acima, primeiro tratamos o sinal, que será negativo. Depois transformamos a 
divisão na multiplicação pelo inverso. A seguir simplificamos, e finalmente encontramos o 


resultado final. 


15, Š 
d) -4 2» = _4 Spas 
4 =) | 33 12 1 3 3 
um número inteiro (-4) por uma fração (-5/12). Para isso, 
transformamos o -4 na fração aparente -4/1. À seguir tratamos o sinal (produto de dois 


negativos será positivo) e fazemos a simplificação de 4 e 12 por 4, ficamos então com o 
resultado +5/3. Também é correto simplificar diretamente o 4 com o 12, sem transformar o 4 


em fração. Ficariamos com: 


No exemplo acima, multiplicamos 


Ooo nanem sn ч ENS EH — 7 
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transformar o número misto 1 2/3 em E 


o detalhe importante foi п | 
essa transformaçao, 0 denominador da nova fraçã 


Jão numerad 
pelo 


TA 
à басы, 
or é obtido com a soma do T EN : igual 

Ta 


denominador. Genericamente falang” o 


82 


No exemplo acima, 
imprópria, resultando em 5/3. Para 
ao denominador do número misto. Ja Y " 
número misto com O produto da parte inteira 


b e c são números naturais, temos: 





um sinal negativo, consideramos que este sinal se - 
1Ca 


Quando o número misto começa com 


a toda a fração: 


2 2) 
5= 5) 5 


nfunda número misto com multiplicação de inteiro por fração. Veja bema - 


CUIDADO: Não co 


diferença entre os três números abaixo: 


x. 42 Є 32 
5 > 5 
uma multiplicação, e sim, | 


Os dois primeiros são a multiplicação de 3 por 3/5. O terceiro não é 
o de um sinal algébrico 


o número misto 3 3/5, que é igual a 3 + 3/5. Muitas vezes a omissã 
indica multiplicação, mas não no caso de números mistos. 


Inverso ou recíproco 
Dada uma fração a/b, chamamos a sua fração simétrica ou recíproca de b/a. No caso particular 


de números inteiros, o inverso ou reciproco de a é 1/a. Vejamos alguns exemplos: 


O inverso de 4/5 é 5/4 
O inverso de 2/3 é 3/2 
O inverso de 3/10 é 10/3 
O inverso de 5 é 1/5 

O inverso de 3 é 1/3 

O inverso de 1/4 é 4. 

O inverso de 1/10 é 10. 


O número 0 nào tem inverso, mas números negativos possuem inversos negativos: 


O inverso de -3/7 é —7/3 
O inverso de -4/9 ё -9/4 
O inverso de -4 é -1/4 
O inverso de -1/6 6-0 


Não confunda inverso ou recíproco com simétrico ou oposto: 


O simétrico ou oposto de um número a é -a 
O inverso ou recíproco de um número a é 1/a 


еї50 0 





Um detalhe importante ё 
ue qu ipli ; | 
resultado é sempre 1. que quando multiplicamos um número racional pel 
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(-1/6) x (-6) = 1 


Fração de fração 


Em matemática, a palavra “de” tem o sentido de multiplicação. Quando temos que calcular 
uma parte “de” um valor, basta escrever uma expressão com esta parte multiplicada por este 


valor. 
Exemplos: 
A metade de 3/5 = 1,3_ 3 
2 5 10 
90% de 16= 20,1. 1,1 1! 
100 6 5 6 30 


O triplo de 4/5 = Ын 


Expressões com adição, subtração, multiplicação e divisão de 
racionais 

Para resolver essas expressões devemos observar as regras já ensinadas até agora. Devemos 
resolver primeiro as multiplicações e divisões na ordem em que aparecem, e as adições e 
subtrações por último. 


É iti ili uma divisáo 
Nessa expressão temos apenas números positivos, O que facilita um pouco Temos ee 
de fracóes somada com uma multiplicação. Multiplicações e divisões devem ser resolvidas 
primeiro. Só depois realizamos as adições e subtrações. Ficamos então com: 


31323 
42 4 1 2 
Ї 2” 2 
—X— = — 
ЭЖЕ]? 21 


Agora podemos adicionar os dois resultados: 
3,2 3x21 2х2 6344 67 
221 42 42 42 42 








BINA LL LL . LLL m dca cT TE ГҮН a ISIS ll _ ._ _ w wem иш 7 
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Exemplo: 
11 4 2 2 
lx +] -7 
5 7 
iplicaca divisio de racionais. Resolv 
Esta expressáo tem uma multiplicação € uma d Pa — . 
agora devemos prestar atenção nos sinais: | 


separadamente, mas 


y 4 4 
— — Хээ = - = 
3) 5 15 


Agora devemos adicionar os dois resultados: 


| 
| 
| 
| 
4 7 (4 T) (4,03) 4 Do 5 x 
| 
| 
| 
| 





— — — — = — +— |= + = 
15 5 b 5 15 15 15 15 3 


Nesse tipo de expressao é preciso tomar muito cuidado para nao errar os sinais. 
A maior dificuldade dos alunos nao é manipular os sinais, € sim, lembrar das operações com 
frações positivas, ensinadas nas primeiras séries do ensino fundamental. Vamos portanto fazer 


antes alguns exercícios com frações positivas, para depois operar com sinais. 


Organize O rascunho 


culos, muitas vezes feito no rascunho, não pode ser uma bagunça. 


equência da esquerda para à direita, depois 
então passam para à parte de cima da 


e da direita para à esquerda, sempre 
o de errar às 


O desenvolvimento de cál 
Muitos alunos fazem as contas, em uma S 
continuam no canto oposto do papel, depois abaixo, 
folha, entáo passam a escrever de baixo para cima, 
aproveitando todos os espaços do papel. Fazendo dessa forma, corremos o risc 


contas. Faça as contas de forma organizada, em linhas correndo de cima 
preenchendo as linhas da esquerda para a direita, como sáo formadas as páginas 


para baixo, € 
de um livro. 


яаж qo” -hi dm ju c9 de г ьа Jii егы " ^ — 
» ( mb e os 4 ссе ол. * x O à coz dox; | | ! 
+ oet: 4— = 4 F 3 
tjs | : ! . i je «tea ыг «197€ x (1-77 ^ uror) { | 
Д i m ; 
i ` f 4 p ze! ax (Ue “4 2 єє "E 
E : `Z ` 1 
é 3 ы Le т 14 tay `! се 1604 ә . s N 
p-f > Ny х 
ча, n 7 Ja] ` 
e ` HU cse х 
— E 1 
eL 


| 


a 
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A A == A 92 
Resolver expressões complexas é uma habilidade exigida em todos os concursos que 
envolvem matemática. No caso do Colégio Naval, EPCAr e Colégio Militar, praticamente 
todas os anos essas questões são cobradas. Como já foi apresentado neste livro, o macete da 
palavra “PEMDAS” ajuda a lembrar a ordem das operações, nem sempre esclarece o que 
deve ser feito. Ao visualizar uma sequência de operações, considere a multiplicação e a 
divisão, juntamente com as potências, como uma forte ligação entre os números. Considere a 
adição e a subtração como ligações mais fracas. Por exemplo, ao visualizar a expressão 


Procure identificar grupos com valores “unidos” pela multiplicação, divisão e potência, e 
considere como “separadores” a adição e a subtração. Desenhe no rascunho, antes de escrever 
a expressão, um diagrama simples desses grupos. Por exemplo, para a expressão acima, temos 
três grupos ligados pelos sinas “+” e “4, que devem ser representados como: 





+ 





O primeiro grupo é calculado como 1,2, o segundo como .- e o terceiro como 2.3, 


3 2 2 3 
Aprenda a sempre olhar a expressão e identificar os grupos, antes de começar a calcular. 


Depois de calculados, preencha os valores nos “círculos” do diagrama. Vocé nào é obrigado a 
resolver dessa forma, mas utilize algum tipo de marcacáo para que vocé nào se perca no meio 
dos cálculos. 


4 5 


Nas expressões que envolvem parênteses, colchetes e chaves, o potencial para erro é grande, 
principalmente quando esses separadores estáo aninhados (ou seja, uns dentro dos outros). 
Nossa sugestáo para que vocé náo se perca nos cálculos ë manter esses símbolos no meio dos 
cálculos, mesmo depois de determinados seus valores. Por exemplo, se uma expressáo está 
dentro de colchetes, e seu valor é calculado como 2/5, nào escreva simplesmente 2/5, mas sim, 
[2/5]. Assim vocé vai lembrar de onde veio aquele valor e náo irá se “perder” na expressáo. 
Ficará também mais fácil revisar os cálculos. 


Recomendamos ainda que você resolva as expressões duas vezes. Se os valores encontrados 
nas duas vezes forem iguais, provavelmente o cálculo está correto. Ao fazer isso, resolva a 
expressão pela segunda vez, usando uma ordem diferente da que você usou da primeira vez. 
Se resolver das duas vezes exatamente na mesma sequência, é grande a chance de cometer o 
mesmo erro duas vezes. Por exemplo, ao somar um grupo de frações, some todas elas, 
positivas e negativas. Na segunda vez, faça de forma diferente, somando todas as positivas e 
depois todas as negativas, depois some algebricamente os resultados. 


Em certas provas, o espaço para rascunho é pequeno. Habitue-se então a fazer o rascunho a 
lápis e apagá-lo para reaproveitamento. 


— =. n eia P "Rem ЗЭР o qm è Е — = — — (000 = —— 
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Exercicios 
E54) Calcule ] ] 
13 46 - k) 1—х4—^ 7 
a) 2" 53 65 2 3 P) 4x2= 
Л 200 | 4 x 
b) 12 27 0) cl ) 237 q sx Š = 
7 
c) 7 L | 18,35, 22- m) 32x1 >= D 3x2. = 
112 25 33 15 : 22 6 
y 120 „91- IN. )57x17^ ) 2x - 
cap ; 24 91 3 ] ? 
е) 18,105 - р 12,8 4 x—7 0)3-x2-2 0 0:333...х12- 
15 14 21 65 16 75 7 3 5 
E55) Calcule | 
a) A metade de 3/4 f) 4/7 de 280 k) 1/5 de 20% de 2/5 p) Um quinto da metade de 33 
b) A terca parte de 25 9) 1/3 de 22 |) 2/3 de 3/5 de 5/2 q) O triplo da metade de 7 
c) 2/3 de 360 h) 20% de 4/7 m) 4/5 de 20% de 30 r) A metade de 1/3 de 720 
d) 2/3 de 4/5 i) a metade de 10% de 8 n) 1/3 da metade de 60 s) a metade de 1/3 de 7/8 
e) 1/2 de 3 7/8 j) 1/2 de 1/3 de 1/4 0) A quarta parte de 2/3 t) 10% da metade de 4/5 
E56) Calcule: 
a) O inverso de 2 f) O inverso de 24/7 k) O inverso de -2/5 p) O inverso do inverso de 4/7 
b) O inverso de 10 g) O inverso de 2/9 |) O recíproco de -5 q) O recíproco do inverso de -219 
h) O recíproco de 2/9 m) O inverso de -1/18 r) O inverso do simétrico de 4/11 


c) O reciproco de 3/5 
d) O reciproco de 4/7 i) O inverso de 20 


n) O recíproco de -2/1 s) O oposto do recíproco de 15 
e) O inverso de 1/6 j) O recíproco de 1/7 o) O inverso de 0,2 


t) O inverso do recíproco de 4/13 


E57) Efetue as seguintes divisões, dando a resposta na forma de frações irredutíveis: 
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' E (Da 9-324-21| ) 0зэз..х-18)- 
21 65 16 

Е59) Calcule 


7 14 25 15 
е) 25+(-5)- j) а 0) 10. 48 x ) -0,6-4-0,222...)- 
3 5 25 9 27 


E60) Resolva as seguintes expressões: 
OBS.: Lembre-se que para multiplicar ou dividir frações, não e preciso que tenham o mesmo 
denominador. 


a) 5+2):(5-3) 
222 5 6 


JE 3 o (225 22-1 
35) (5 8 3 2 5 6 
584) (7 3 3 5) 15 
92-11 53) ) 2231) 
Жз) (3 7 4 3 


e) Ë = 1 x 4 + Э 
Зр 2) 15 6 
E61) Resolva as seguintes expressões: 


a (3-253) «(2-5 02,45 5.25 
Sa 7 4 8 2 5 7 9 


3 3 
b|2 (1 1). (5,2 45-2) 012. 5+ 1.2 
БОЛ (7 2 9 5 6 4 
9111-1,1),(2.31|,(2,1 | EE UNE 
| Р (111871) 16 8 4 2 
9 (2-1) (21 (11 (2-1 )4.8+ 14,3 
5 7) (4 8) 15 7)] \2 5 5 3 5 7 
€9|[52.1,1).(4, 2 5,1 )1.,2-5,23-3,2-1,3 
É P5) 3) 15 3 2 2 5 2 5 
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Lembre-se que 
Provas 


Aeronáutica “pe x 
cálculos. Бат Pesado» 


da ~ 
Nos 





cC 


“y 


E62) Resolva as seguintes expressões: 
а) 4,2 *06(-0222..)- 9( 52). 
5 14 


b) CES 22-21) = 
25) 32 9 4 


Е) 


1 a 21 
——— |х —— х 
35) 3 


9137-21] -2 (20) = п) 0,333...x| -18 Lu 
5 16 3 35 49 
d) 5-1 N m n) 20, _ 1 "EN 2 нее 
10 16 4 32 24 5 3 


(CCS) acc p) ае 
4 3) 7 105 12 70 22) 5 


9-224-32| -+= q) 2224 _ 26 222. 
6 5 16 8 7 16 15) 45 
5 9 18 
h) -4)х-- ——+—= Г 3 3 ° 3 B 
( )х = 7.35 52-43 —1,8 + Uc = 

) CR S » s) з 7 |+ [21]. az 
84) 7 13 165 6 "bm 
3 ] 5 

| -32x| -22|-4+25= 2 51.6 
(D) 0-2,(-13)- S coa 


Propriedades das operacóes com nümeros racional* a 
| sm par? 
да prop ар das operações com números naturais e inteiros são válidas também E nd? 
nümeros racionais. Assim como ocorre nesses outros conjuntos, à subtração € & pos 
possuem propriedades notáveis. Náo sáo comutativas nem associativas, € n 


eleme á a adição е; iplicacá 
nto neutro. Já a adição e a multiplicação possuem várias propriedades. 


quer? 
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propriedade de fechamento da adição 





pizemos que o conjunto Q é fechado em relação à adição, pois se adicionarmos dois 
elementos quaisquer de Q, o resultado também será um elemento do conjunto Q. Em palavras 
mais simples, a soma de dois números racionais sempre será um número racional. Isto significa 
que ë impossível, por exemplo, adicionar dois números racionais e encontrar como resultado 
um número irracional. 


Para todo xe Q e todo yeQ, (x+y) e Q 
Ou seja, “a soma de números racionais é também um número racional”, 


(OBS.: Por outro lado, é possível o contrário, adicionar dois números irracionais e encontrar 
um resultado racional). 


Exemplo: 
4/5 є Q e -3/7 € Q, a soma (4/5) + (-3/7) = 13/35 e Q, 


Isso parece óbvio, mas nem todas as operações possuem a propriedade do fechamento. 
Considere uma operação fictícia chamada @, definida por: 


x0y= Nx 


Por exemplo, 16 O 2 = 416 =4 


Esta operação não é fechada em Q, basta verificar com um exemplo: 


502-7 2/5 , que ё шп número irracional, ou ѕеја, пао регіепсе а О, Esta operação é bastante 
comum na matemática, ё encontrada ет algumas calculadoras científicas, entretanto nao 
possui a propriedade de fechamento em О, 


Além da adição, uma outra propriedade que possui fechamento em Q é a subtração, ou seja, 
se subtrairmos dois números racionais quaisquer, o resultado sempre será um número racional. 


Para todo xe Q e todo ye Q, (x-y) є Q 


Propriedade do elemento neutro da adição 


O número zero é elemento neutro da adição em Q, assim como ocorre nas adições de 
números naturais e de números inteiros: 


Para todo xeQ, x+0 = x e 0+x = x 


Observe que para ser elemento neutro, o número tem que ser operando tanto à esquerda 
quanto na direita, e dar o mesmo resultado. O número 0 não é elemento neutro da subtração, 
pois apesar de x — O ser igual a x, 0 — x não é igual a x, então não satisfaz inteiramente as 
condições para ser elemento neutro. 
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O AL 1 
tiva da adiçao 


4 comuta 
Propriedade alculemos у+х ou xry, chegando ao mesmo resulta 


. ite que c My: 
Esta propriedade ap utt i das parcelas náo altera a soma”. Matematicameni. li, | 
a conhecem como à O lang. 


temos: 
Para todo xeQ e todo yeQ, x+y = y+X 


Exemplo: 
5/3 + 4/5 = 4/5 + 5/3 
Propriedade associativa da adicáo 


Ao encontrarmos uma expressão na forma х+у+2, podemos realizar prim eiro x+y, para engl 
adicionar o resultado com z, ou entáo realizar primeiro y+z, para depois adicionar este 
resultado a x. Muitas vezes é mais fácil combinar os números em uma outra ordem, facilitando 


cálculos. Por exemplo: 
4 + 1/5 + 4/5 


Observamos que se adicionarmos 1/5 + 4/5, encontraremos 1. Para terminar o cálculo basta 
fazermos 4+1=5. Se fizéssemos as contas na ordem em que aparecem, poderia ser mais 
demorado. 


Para todo xeQ, todo yeQ e todo ze Q, (x+y)+z = х+(у+2) 


Propriedade de fechamento da multiplicação 


O produto de dois números racionais sempre será um número racional, é o que diz a 
propriedade de fechamento da multiplicação: 


Para todo xeQ e todo yeQ, x.yeQ 


Já vimos que nem todas as operacóes apresentam a propriedade do fechamento. No caso do 
conjunto dos racionais, a adicáo e a multiplicação são dois exemplos de operações fechadas. 


Propriedade do elemento neutro da multiplicação 


O número 1 é o elemento neutro da multi 
número multiplicado por 1, tanto na ord 
próprio número. 


: E - Р 1 j ue 
plicacáo nos números racionais, ou seja, Den no 
em normal quanto na ordem inversa, Té š 


Para todo xeQ, x.1 2 xe 1.х=х 


Propriedade comutativa da multiplicacáo 


A multiplicação é „ pos 
ao e e . 
rs v rell ps o A n dore шеш, гаслан, Irracional, d » 
: › €Ja, a ordem ^" : 0 
racionais, temos: , dos fatores nào altera o produto. Especifican 


Para todo xeQ e todo yeQ, Xy = yx 


| { 
Sendo assim, podemos inverte 


dem * 
alguns casos reduzir o trabalho. eias dos fatores durante o cálculo, o que P^ 
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Se trocarmos as posições dos dois primeiros fatores, ficaremos com as frações 4/5 
Essas frações, multiplicadas, resultam em 1, Então o cálculo será re 
por 1, que resulta em 3/7. 


e 5/4 juntas. 
duzido a 3/7 multiplicado 


propriedade associativa da multiplicação 


Dizemos que uma operação é associativa quando temos três valores operados, e podemos 


operar os dois primeiros e depois o terceiro, ou então operar os dois últimos, para depois 
operar com o primeiro: 


(x.y).z = x.(y.2) 

A multiplicação de números racionais possui essa propriedade: 

Para todo xeQ, todo ye Q e todo zeQ, (x.y).z = x.(y.z) 

Ë graças às propriedades associativa e comutativa, combinadas, que podemos fazer 


simplificações em longas sequências de multiplicações, “cortando” fatores em qualquer 
numerador com qualquer denominador. 


Propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição e 
subtração 


À propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição diz que: 


x.(a+b) = x.a + x.b 


(a+b).x = a.x + b.x 

Quando estamos operando com números, normalmente é mais vantajoso resolver o conteúdo 
dos parênteses (no caso a adição de a e b), para depois fazer a multiplicação. Entretanto 
quando estivermos operando com letras, a opção de usar a distributividade será muito útil. 

A multiplicação de racionais também é distributiva em relação à subtração: 

x.(a-b) = х,а — x.b 

e 


(a-b).x = a.x — b.x 


Potências de números racionais - expoentes positivos 


Até agora estamos usando a mesma definição de potência que foi usada para números 
naturais; 


А? = Ax Ax Ax Ax...x А 
(B vezes) 
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& um número inteiro € e LGEBRI ] 
. posiüvo. Tud STA 
o for mais UM nümero inteiro л, саа um 
‚Ма жы 
Гоу; 


gativo. No capitulo 14 
estudaremos a Xima 
Caso 
з 


О expoente, 
o ex oente ná 
gente inteiro пе 
um número qua 


Estamos considerando que B, 
icado quando 


aso do € 
uma fração, ou 


seção estudar 
]quer. 


em que 0 expoente é 


sitivo € uma operação exatam 

durante O estudo das frações. A única dif ente j 

re então que queremos calcular AB M aqui é 
- 3 5 3 2 

forma de fração, € que B é um На A é um 

positiy 

0, 


ente inteiro pO 
Bua] à 


Elevar um número racional a um expo 

ue foi estudada em eriores, 
que a base poderá sel 
número racional (positivo ou ne 


Sendo assim: 


séries ant 


negativa. Conside 


gativo) na 


B 
4-1 OA RU don 
d Аа ау Se 
(B fatores) 


Es r . r 
2 sul — Qe um sinal, que poderá ser + ou —, e um módulo que será uma f 
. nB / d°, ou seja, elevamos O numerador e O denominador ao expoente | Ego E 
.;º ” e, 3 0. 
tivo, o resultado será sempre positivo. Se o número мин 
r А or 
tado será positivo, se B for 


número original for posi 
do dependerá do expoente B: Se B for par, o resul 
impar de fatores negativos é 


negativo, tu 
impar, O resultado será i ї 
— será negativo (o produto de um nümero im 
Exemplos 
a) 2) _2 16 (base ositiva: 
: 2) positiva: resultado será positivo, nao importando O expoente) 


— 
— — E a! 


b) - 2ү ,2 16 | 
25 (base negativa, mas expoente par: resultado positivo) 


) 


3 
c) -2) = 2 8 (base negati 
egativa e expoente impar: resultado será negativo 


r. Sabemos que 0 
10 


moriza 
tiva se 


É muito fáci 
ácil e 
ntender essas regras de sinais, nem é 
Я ё preciso те 
as de base posi 


produto de núm :H 
aim posidv eros positivos é sempre positivo 1 
а5. 5 por 1650 as potënci 
Quando multipli 
plicamos núm : 
um resultado те eros positivos e : 
positivo. Entá negativos, cad . I ecem 
O se o nú , cada dois fato tivos 
número de fat ; res neg” VOS 
ores negativos for раг, teremos PP 


multiplicados po iti 
por positivos, e o resultado final será 
positivo. 
da 


as qu 
M ando multipli 
plicamos vári 
ri 
os fatores negativos, em um núm f de vezes ca 
ero impar pará um 


dupla 
resultará 
em um r 
negativo numero iH 
ын | ЕР tendo entáo o resul positivo. Sendo impar , O 
esmas válidas para bases i tado final também par o numero de fatores; Š nais 40 
s inteiras negativo Ou š es 
. seja, as regras 


Muit 
erram 
valor a potënci expressões 
potência se aplica. Por ин potëncias por _ 
xemplo, veja ши wh nao identificam corret 
a lorma 
errada de escrever 


quadrado: 





Scanned by CamScanner 


Capítulo 2 - Números racionais — — ^ ^ — 0 93 


Sats geant anede аа gempar raean 22 


2 


: 
5 


Da forma como está escrito, ficamos em dúvida sobre qual ë o valor que está sendo elevado 
ao quadrado, se é apenas o 3 ou se é a fração 3/5. Alguém pode argumentar que está claro que 
é o 3/5 que está elevado ao quadrado, pois se fosse apenas o 3, o traço de fração estaria maior, 
para englobar o 3 e o expoente 2. Não é uma boa ideia contar com sutilizas como esta para 
entender as operações matemáticas. Devemos deixar tudo bem claro, usando parênteses. Por 
exemplo: 


B : Isto é a fração 3/5 elevada ao quadrado 


== : Isto ё o número 3, elevado ao quadrado, e o resultado (9) ё dividido por 5 


O correto é considerar que um expoente se aplica ao valor que está á sua esquerda, muitas 
vezes um único número. Por exemplo: 


4.37  : Apenas o número 3 está elevado ao quadrado, e o resultado, é multiplicado por 4 


Se nossa intenção na expressão acima for elevar ao quadrado o produto 4.3, temos que usar 
parênteses: 


(4.3) : Agora sim, o produto 4.3=12 está sendo elevado ao quadrado 


A mesma coisa ocorre quando temos sinais. Veja por exemplo a diferença entre as duas 
expressões abaixo: 


—3?  :'Temos o valor de 32, com sinal negativo, que resulta em -9 


(— 3) : O número -3 está elevado ao quadrado (com sinal e tudo), e o resultado é +9 


Para não cometer esses erros é preciso ter disciplina na hora de escrever as expressões no 
papel. 


Não esqueça, quando não são usados parênteses, as potências são calculadas primeiro, depois 
as multiplicações e divisões, e por último as adições e subtrações. O uso de parênteses permite 
alterar essa ordem padrão. | 


А ordem de cálculo nas expressões numéricas e algébricas ё uma simples questão de 
convenção, apesar de seguir uma lógica. Por exemplo, a potência nada mais é que uma série 
de multiplicações, enquanto a multiplicação nada mais é que uma série de adições. Por isso, 
calculamos primeiro as potências, depois as multiplicações (e divisões também, na ordem em 
que aparecem, e depois adições e subtrações, também na ordem em que aparecem. Em caso 
de dúvida, a formulação da questão pode utilizar parênteses, que são resolvidos antes das 
demais operações. Seguindo esta lógica, muitos professores ensinam ao aluno para seguirem a 
ordem dada pela palavra PEMDAS, que significa parênteses — expoente - multiplicação — 
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- blema é que este “macete” dá A | 

wo can — subtragao. O pro а а ente | 
jim Lon sm devem ser feitas antes das divisóes, o que ë errado. Por im ue | 
multipiicas alcular: > qua] | 


seria a forma correta de c 


24+2х3°? 
ando o “macete” PEMDAS, O aluno seria levado a realizar primeiro a multiplicação, depois x 


Us 
do entáo com: 


a divisáo, fican 


24+2х 
es e divisões па ordem em 


O correto é realizar multiplicacó que aparecem, ficando entáo com: 


24+2x3=12x3=36 (CERTO !!) 
esentar o “PEMDAS” da seguinte forma: 


O correto seria entáo apr 


P 
E 
M ou D 


A ou Š 
chaves e colchetes. As crianças sao orientadas 
elas entre colchetes € finalmente 


formulador da questão respeitar 


rtante é o uso de parénteses, 
parénteses, depois aqu 
cabe ao 


Outra questáo impo 
a realizar primeiro as operações entre 
as que estão entre chaves. Para que isto funcione, 


também esta ordem. 


Por exemplo, 
05-(3.17--10+6.(8-4.2))12+8] 4.4) 1 +4) 
gnificados semelhantes. А 


Entretanto, matematicamente os parénteses, chaves e colchetes tém si 
ita usando somente parénteses: 


mesma expressáo acima poderia ser escri 


25-(3.17-(-10+6.(8-4.(-2))+2+3)-4.(-4)) = C4) 
A mesma expressão poderia (apesar de não ser usual) ser escrita desrespeitando a posição 


tradicional: 


25-(3.17-(-10+6.[8-4.[-2]]+2+33-4.(-4)) +[-4] 
Claro que uma questão colocada d fi « айра" p^ 
confundir os alunos. essa forma em uma prova seria uma апи? 


е 
«c inter 
aradores -— оте!“ 


рог último, os mais exte 
rnos. Tanto é assi 
^ - sim que lin de com 
parénteses sáo usa ão exi que nas linguagens de € ре, 
dos, náo existem сһауез nem colchetes nas expressões matemáticas: 
¡vel 


é 
amental, 2 e dece! д 


ao O 
uestão m 
1 «5065 da 


Fica portanto manti : 

primeiro зетін. ensinada nos primeiros anos do ensino fund 

mesma ordem cum — mas somente se o formulador da 

interna para a mais externa, i d regra mais rigorosa é de resolver as expre 
a, in ependente de serem usados parénteses, colchetes ou 
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Exercícios 


E63) Calcule as seguintes potências: 


E 
дам гээн“ 
(o | — 
`— É 

11 

=> 
PR s 
мо | > 
ns 

юы 

11 

E 

мч 

— 

© | ~ 

e | 
N 

ll 

e 
NO | — 


LAT d UA 
A 
Т II 


м | m 


о, = 
u Rn 
nie vlin 

ta 

11 II 

= e 
7 эр, sr здара 
-Ј [9 œl 
A Mo _ у 

ы кә 

lI II 

= — 

— — R. 
— ^ xO | o 
oo | Uy 
y s кә 

= [| 

11 
23, o 

“энэ” 
Coya 


ми = | ~ 
| 


w | t2 
ай, 
(253 
! 
=. 
” хани.” 
y 
uy 
|| 


U | tA 


— ERU 
= | 
y C 4 
„ә 
|! 
<= 
LTN 
4 
л 
II 


Ú) | t5 


= О, 
y —— | 
i — 
м | — | 
— 
“л © |° 
II 
= = 
| I | 
| 
eoi" ье 
EN чә 
II ! 
=. 3 
EA AAA 
| =| 
а | p = 
uim I 
ө II 
| 
e I 
== | 
| — 
— 
Q | `° le 
MG 
t3 ы 
II II 


Os números racionais também podem aparecer nas formas de números decimais, dízimas 
periódicas, número misto ou porcentagem. Para calcular poténcias desses números, é 
conveniente converté-los antes para a forma de fração. À única exceção fica por conta dos 
números decimais, que podem ser elevados com relativa facilidade ao quadrado ou ao cubo. 


Exemplo: 
Calcule (1,2)? 


Para multiplicar números decimais (no caso, 1,2 x 1,2), multiplicamos normalmente os 
números sem vírgula. O número de casas decimais do resultado será igual á soma dos 
números de casas decimais dos fatores. Como 1,2 tem uma casa decimal, o produto 1,2 x 1,2 
terá 2 casas decimais. Já que 12.12=144, ficamos com: 

1,2 x 1,2 - 1,44 


Outros exemplos: 
a) 0,32 = (3/10)2 = 9/100 


b) (-0,333...)3 = (-1/3)3 = -1/27 
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с) (40%)? = (9/5? = 425 


а) (13/52 = (8/5) = 64/25 = 2 14/25 



















Exercícios ão na faima dac 
E65) Calcule as seguintes poténcias, dando o resultado na Ald "r эш ou fração, Cas 
barito esteja em outra forma que sua resposta, ОГУ a igualdade. уйе 00 
„= 1,52 = + ME ‚= 
: oos E Д 0,23 = |) (0,1)? = = q) -0,42 = 
c) 0,444...2 = h) -0,5) = m) (-0,222..) = r) 0,54 = 
d) (1 1/2} = ) 1.23 = mo 5) (-0,32783287.. y - 
j) (1 110) = o) (1 3/5)? = t) (0,01)2 = 


> (-0,666... = 
Propriedades das poténcias 


As propriedades das operações na maioria das v 
Considere por exemplo a expressáo: 


ezes servem para facilitar os cálculos 


239 х 510 nee 

510 é bem mais trabalhoso, dá 9.765.625. Mas 
de uma propriedade básica das potências. 
basta escrever 1 seguido de 10 zeros. 


É fácil calcular 219, o resultado é 1024. Mas 
sabemos que 210.510 = (2.5)! = 1010, a partir 
Calcular 1010 ë bem fácil, pois ë uma poténcia de 10, 

Então o resultado e 10.000.000.000. O mesmo resultado que encontraríamos se fizéssemos 
1094х9.765.695, só que por um caminho bem mais simples. As expressões complicadas que 
aparecem em provas, quase sempre ficam mais simples com o uso de algumas propriedades 
das suas operações. O que fizemos aqui, ao resolver a expressão por um caminho mais rápido, 


foi um tipo de simplificação. 
úmero racional são as mesmas das p 
(exceto 


As propriedades das poténcias cuja base é um n 
racional qualquer 


cujas bases sáo nümeros naturais ou inteiros. Sendo x um nümero 
0), e sendo a e b números naturais, temos: 


a) xl = x Ex: (5/3)! = 5/3 

b) х0=1 Ех: (4/7)? = 1 

с) xx = tb Ex: (2/5)2.(2/5) = (2/5) 

d) хауа = (ey)? Ex: (48)3.(5/2)º = [(4/3).(5/2)]8 = [10/3]8 

e) xa/xb = xe Ex: (3/5)5 + (8/5)? = (3/5)? 

0 xy = (хур Ex: (49)? + (2/15)? = [(4/9)+(2/15)]2 = [10/3 
g) (ee Ex: (0898 = (2/8) 


Lembre-se que essas propried | não de 
Por exemplo, a prop PU | ЯГ nada mais são que consequências da definição 
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xà = x.X....x (a vezes) 
xb = X.X.X....X (b vezes) 
xa xD = (x.x..x).(x.x.x..) (a+b vezes) 


Exercícios 

E66) Aplique a propriedade x!=x 

a) - 3 E c) - 3 = е) (— 0,333...) - g) (- 24 8) = 
3 5 


O 


E67) Aplique a propriedade xº=1 


E68) Aplique а propriedade x?.xb = xatb 
a) e 4 = b 13) (| e) 
5 5 3 3 
ШШ 5 0)" 
2 2 10 10 
E69) Aplique a propriedade x?.y? = (x.y)? 
IY (зү. 3 Y 5 s 
104 7 96) 13)" tU 
GM. dE GI (I 
3 2 6 5 20 3 40 27 
E70) Aplique a propriedade xa/xb = x(ab 
a) SEC ЈЕ г) A y e) ЭР 
2 0 
(0 4068 GM GH 
5 5 10 10 2 2 
E71) Aplique a propriedade x*/y? = (x/y)* 
УСЫ lg: «00. 
15) \ 30 15) 1 3 1) U 
(870274 E 
3) 1-2) 33) 77 10) 35 105) 16 
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Os exercícios ac 


utilizada. Podem ficar mais 
precisará entáo memorizar essas 


a) Expoente 1: О 


b) 


OBS: Não é permitido 0º. 


As propriedades (c), (d), 
bases ou expoentes igu 
iguais. Bases são mutliplicadas ou 


a.b 
E72) Aplique a propried jJ | 1 ) 
it fo] 
с) || — 
| i 
4 


ima foram fáceis porque já 


ade (x*)P7 


informam qual é a propriedade de poténcias , 
dificeis se essas propriedades náo forem informadas, vo 
propriedades, mas isso não é difícil: 


xl =x 


resultado é o próprio número 


х0 =1 


Expoente 0: o resultado é sempre 1 | 


(e) e (f) dizem respeito à multiplicações e divisões de potências, com 
ais. Expoentes são adicionados ou subtraídos quando as bases são 
divididas quando os expoentes são iguais. 


Multiplicação de potências: 


d) Expoentes iguais, multiplicar as bases 
Divisão de potências: 
e) Bases iguais, subtrair os expoentes 


f) Expoentes iguais, dividir as bases 





c) Bases iguais, somar OS expoentes ха хр = xatb 
xà y? = (x.y)º 
xa/xb = x(ab) 
хају? = (xy) 


g) Poténcia de uma poténcia: multiplique os expoentes 


Exercícios 


E73) Aplique as propriedades de poténcias e calcule o resultado na forma de fração 0" | 


uma única potëncia. 


GF 


GG 





Scanned by CamScanner 


G Ë 


Capítulo 2 - Números racionais 2299 


“E ___—_———— EE aa —— — 
2 3 0 2 «A 5 . $ 
= x za = j) 22 = 0) [55] (s » ) (E) Ч-2) es 
99) 10 777 35) 10 105 15 
E74) Aplique as propriedades de poténcias e calcule o resultado na forma de fração ou de 
uma ünica poténcia. 
2Y ( 9Y. 2Y ( 2ү. ISY ( дү, 
BLA xlii ЮЕ 91-35) “175 
3 5 3 3 35 7 
5 5 
q) (>) 0-2) " 
De ИУ, 


о e 408 208 — IO d 


E75) Aplique as propriedades de potëncias e exprima o resultado em potëncias de x 


a) х2.х3 = f) xx? = k) (2) = р) (2x2).(4xº) = 
bae - д) text = ) (= q) 9,609 = 
c) x.x? = h) x103x6 = т) (х)? = r) (3х). (х2) = 
d) x.x.x = i) x5+x4 = n) (х5)? = s) (2x5)? = 

e) xt = jx = о) (2) = t) (352) = 


Nào existe propriedade específica para casos em que as bases sáo diferentes e os expoentes 
são diferentes. Nesses casos é preciso desenvolver todas as potências e fazer as simplificações 
possíveis. 


Exemplo: 
5) al 
— > —M 
8 15 


Note que as bases sáo diferentes e os expoentes também são diferentes. A primeira coisa a 
fazer é fatorar todos os números, e a seguir fazer as simplificações possíveis. 


E 2x3 Y 
Tell 
2 3x5 
Podemos simplificar a segunda fracáo por 3, ficando com: 
E 5ү (22 6 
— | x| 
2 5 
Agora elevamos cada numerador e denominador à potëncia apropriada. Na primeira fraçao, 
ambos seráo elevados à quarta poténcia, e na segunda fração, ambos serão elevados à sexta 


potência. Nessa operação devemos lembrar das propriedades da potência de potência e da 
potência de produto. 
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3x5) (2Y 3x5! 2 
car o 212, e simplificar 54 e 5%, dividindo ambos por 54 
(56 + 54 = 52), O resultado será: 





Podemos agora simplifi Вац | I 


numerador e 52 no denominador 


3⁄5 22 3% 1 8 
— ж — = — 

20 "sS | 5 25 
Como vemos, quando náo encontramos bases iguais ou expoentes iguais para aplicar 
propriedades de potências, ainda assim conseguimos realizar Os cálculos, apesar de dar f 
pouco mais de trabalho. 


Como vemos, em expressões que envolvam potências, podemos encontrar exemplos em que 
as propriedades de potências de mesma base ou expoente podem ser aplicadas ou nào. 
Também encontramos exemplos em que os números são expressos em diversas formas: 
números inteiros, frações, dízimas periódicas, números decimais ou porcentagens. Em geral a 
expressão fica mais simples quando convertemos todos os números para frações, mas nem 


sempre. 


Exercícios 


E76) Calcule as seguintes expressões e dê o resultado na forma de fração: 
а) (0,666...) . (1,2? = f) 1,62. (1,666...) = k) 0,23. 1,52 = p) 1,23. (1,333...) = 


b) ^ 218 g) CE 1 Dx Bi q) (85 [2 
(2,333...) (13) 1172 2-| 3: ЭЁЕГ 


c)(0,999..)99.(1,0101- h) (1,666...) . 1,53 = m) (0,444... . 1,53 = r) 1,5? +5,25= 

d) 1,6% +1,2%= i) (50% de 3,666...)? = n)(0,666...2(0,222...) =  s) [(0,333...?. 1,53)? = 

e) 0,55 + 0,753 = j) 2,25 . (0,666...)? = o) (0,8333...)?.1,6%= t) (0,444...)? .2,25*= 

Saber calcular expressóes é importante, mas muitas vezes, uma questáo de cálculo 
tilizadas tas 


aparentemente complexa tem solução extremamente simples quando são U 
propriedades. Considere o exemplo: 


CN 97 


Resolvendo-se a expressáo 


[a] + 


933 ү 833 ү 832 + 822 + 8 X 7302 





encontra-se: 


()4 (B3 (O2 (D! (BO 





Ss, 3l 
jo Nav 
alunos do С09), се 


° “ ” б 5 б. 
Precisam “detonar as exper, seus atalho 
enco 
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Solução: 

A expressão levaria a cálculos bastante "indigestos", entretanto a resposta não necessita de 
cálculos. Basta observar a expressão entre colchetes, que é complexa mas está elevada a zero. 
Sabemos que qualquer número elevado a zero é igual a 1, desde que não seja 0º, Certamente 
a expressão entre colchetes não vale zero, pois é a raiz cúbica de um número positivo, elevado 
a um expoente positivo. Ao elevamos 1 à potência 7,2, permanece o resultado 1, pois se 
elevarmos 1 a qualquer poténcia o resultado será 1. Subtraindo 1, ficamos com o denominador 
Jero. Zero dividido por qualquer número vale zero (somente náo é permitido 0/0). Este 
numerador Zero da primeira fragáo, dividido pelo numerador que certamente é um valor 
ositivo, resulta em zero. Multiplicando pela segunda fração, não importa o seu valor, o 
resultado será Zero. 


Isto mostra que muitas vezes expressões extremamente complicadas são resolvidas sem contas, 
apenas aplicando as propriedades das operações. 


Um outro exemplo está presente em uma tese de mestrado na qual o autor sustenta que é 
inútil ensinar os alunos a realizarem cálculos complexos, entretanto a questão é muito fácil, 
bastando usar as propriedades das operações. Provavelmente o responsável pela discussão 
considerou-a uma questão com cálculos complexos por não ter vislumbrado a solução mais 
simples, que usa apenas propriedades das potências de expoente zero e base 1. 


Exemplo: Determine o valor de x em: 


4? 

46 sei 2108 з 

11 9 | X -0 
x+9 7+81 





O produto de dois números vale zero quando pelo menos um deles vale zero. Os pom 
deste problema sáo frações, portando basta que um dos — sue Zero Odor 
expressão seja igual a zero. O segundo numerador, 8/x, não pode ser zero, pois seu n sr 
é 8. O numerador da primeira fração dá um pouco de trabalho para rey ar, — А 
observar que também пао pode ser zero. À P тела цасаа Maps total en “módulo é maior 
0,8, entáo náo chegam a 1,3. Os termos do meio sao negativos, u seu - Puedes 
que 4. Sendo assim este numerador é negativo, e nào zero. ae - an : leen 
numeradores concluímos que este produto nunca sera zero, para а 5 Em x do 
assim a equação não tem solução: nenhum valor de x a satisfaz. lrata-se de quaç 


impossível. 


hecer as propriedades das operações matemáticas 


ia ie uia 
pode resolver certos problemas sem à necessidade de contas. een sao problemas - 
solucáo deve ser feita sem contas. Servem para testar se o aluno conhece as prop 


ç ati ao sá aluno realizar cálculos absurdos. 
operações matemáticas. Não são problemas para O 


Os dois exemplos acima mostram que con 


os racionais - expoentes negativos 


eros inteiros e até esta parte do estudo dos números 
tes inteiros positivos (e o expoente Zero, 


Potências de númer 


No estudo dos números naturais, dos núm 
i is. li énci oen 

racionais, lidamos somente com potências com exp 

é claro). 
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Sabemos que elevar um número à à uma potência n siguilica formar 
fatores à ou seja! 


+ t VR « r E é ° 
ü Wala... a 


(n vezes) 
Ma Amer a potência =n? 
MS о que seria elevar um número a a uma potene 


а=) 












) . ' 

Podemos descobrir o que significa a” aplicando uma fórmula já vista nas Proprieg 
poténcias: Ades q 
ахау = дх?у 


Essa fórmula vale para qualquer número racional a, e para quaisquer ex 
naturais x e y (exceto caso seja formado 00), Se esta fórmula valesse també 
negativos, poderíamos fazer x=n e y=-n, ficando com: 


Poentes inteiros 
m para ехроець, 


at а" = qn = 49 = | 


Então, a^" e a” são números que, quando multiplicados, dão resultado 1. Já vimos que iss 
? . , 0 
uma característica do inverso de um número racional: ao multiplicarmos um número pelo s i 
eu 


inverso, o resultado € 1. Concluímos então que a" é o inverso de a". Escrevemos então: 


Essa relação vale para qualquer número a que seja natural, inteiro ou racional. Vale também 
para números irracionais e para números reais. Só não vale para a=0, ou seja, o número 0 não 
pode ser elevado a expoentes negativos, caso contrário resultaria em um denominador nulo, e 
sabemos que a divisão por zero não existe. 


Exemplos: 
] Е | | 
5?2—; (4) =———; 7 == 
5? ( ) (4) 7 


Esse último resultado ё importante: a”! = l/a, ou seja, elevar um número à potëncia -l ë à 
mesma coisa que encontrar o seu inverso. 


l 


, : er 
Vejamos agora о que ocorre quando а é um número racional. A fórmula a” = — pode $ 
a 


escrita como; 


1. 
. 10 con 
Entáo, se a for um número racional, na forma x/y, O inverso de a será y/x. Ficamos enta 
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Em outras palavras, elevar um nümero racional a uma poténcia negativa, é o mesmo que 


inverter este nümero racional (trocar de lugar o numerador com o denominador) e tornar o 
expoente positivo. 


Exemplos: 
ОЕ 
3 5 10 7 (43) 3 


Note que рага inverter uma fracáo, trocamos de lugar o numerador com o denominador. Para 
inverter um número inteiro, formamos uma fracáo com numerador 1, e com denominador 


. Y T - : д : 
igual ao número. Note ainda que o inverso de uma fracáo que tem numerador 1, é um 
número inteiro. 


Ex: O inverso de 1/5 ë 5. 


Exercícios 


E77) Calcule as seguintes expressões 


a) O inverso de (1/2)? = f) (1772 = k) (2/53 = p) 1/(4-2) = 
b) (3:4? = 9) (3/23 = |) (3/10)3 = q) (1/33 = 
c) 102 = h) (1/2)-5 = m) (5/3)-2 = г) 3/(1072) = 
d) (2/33 = i) 8-2 = п) 1/(10-2)= s) (3/10)? = 
e) 1/47) = j 103 = о) (1/53 = t) (3/5 = 


E78) Calcule as seguintes expressões 


RO 


Un 


E79) Calcule as seguintes expressões 


rne 
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Raízes de números racionais 


' jonais, fare exercícios envolve | 
No capítulo 14, estudaremos os números irracionais, faremos exercic envolvendo « Мод, 
complexos com raizes quadradas, cúbicas e de ordem superior, como: 


[2 - «245 
1-25 « 243 


Este tipo de cálculo ë sempre cobrado nas questóes de concursos como Colégio Naval, EPCA, 
e Colégio Militar, para admissio no ensino médio. 


Neste capítulo veremos expressões mais simples, envolvendo apenas raízes quadradas e rais 
cúbicas, de números que são quadrados perfeitos e cubos perfeitos. Você já aprendeu m 
capítulo 1, raizes como: 


J400 = 20 
V289 =17 
J225 


=15 


rys . ye 
lodos os números acima sáo quadrados perfeitos ou cubos perfeitos, por 1550 suas 1 
quadradas ou cúbicas, respectivamente, são números inteiros 


«mero 
- e e núm 
— fazer von a agora, porém com nümeros racionais. Se elevarmos um dor $? 
racional : x ina 
acional ao quadrado, o resultado será uma fração onde o numerador e o denomi” cum 


quadrados perfeitos. Podemos então extrair a raiz quadrada desse resultado € enco" 
nümero racional. 


Exemplo: 


Considere o nümero racional 2/5. 


4 
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ү 4 
E - 25 
Apesar da noção de quadrado perfeito ser aplicada apenas a nümeros naturais, podemos usar 
o mesmo princípio em frações cujo numerador e denominador sejam quadrados perfeitos. A 


raiz quadrada de uma fração é outra fração, obtida com a raiz quadrada do numerador e a raiz 
quadrada do denominador: 


4 44 2 


-— I — 


25 425 5 


Acabamos entáo de mostrar como calcular a raiz quadrada de uma fracáo: é uma outra fracáo, 
obtida pela divisáo da raiz quadrada do numerador, pela raiz quadrada do denominador. 


Outro exemplo: 


9 9 


E 
7 


Algumas vezes é preciso simplificar a fração para que seu numerador e denominador se 
tornem quadrados perfeitos. Por exemplo: 


(18 NON NE. 
50 125 (25 5 
Nem sempre os nümeros seráo quadrados perfeitos, e nesses casos temos que deixar os 


radicais indicados. Isto ë o que chamamos de cálculo de radicais, assunto que será abordado 
no capítulo 14. No presente capítulo lidaremos apenas com raízes exatas. 


Lembre-se que só é possível extrair a raiz quadrada de nümeros positivos. Já a raiz cübica 
existe, para nümeros positivos e para negativos. A raiz cübica de um nümero positivo é 


positiva. A raiz cúbica de um número negativo é negativa. 


Exemplos: 


|64 _ Мы _4 
125 4125 5 
e] __ NZ6 6 
1000 3/1000 10 
Podem aparecer também raízes de números decimais ou dízimas periódicas. O modo mais 


fácil de calcular essas raízes é converter os valores para frações, assim recaímos em calcular 
raízes de números naturais no numerador e no denominador. 








Exemplo: 
az- |25 _ 25 5. 


—rÓ — ° 


100 100 10 


Nesses casos podemos deixar o resultado na forma de fração ou na forma de número decimal. 


і 
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40,444... = 11-30 У4 _ : = 0,666... 


Também podemos nesse caso, deixar o r 


decimal. 


Exercícios 


E80) Calcule as seguintes raizes quadradas: 


a) E 
E 
d = 
36 
NE 
81 


ns 
100 


9) 4 
25 
hy [81 
p. L5 


100 


E81) Calcule as raízes cübicas: 


n 3/125 


esultado na forma de fracáo ou de dizima o. 
Wine 
tq 





E82) Calcule e dé o resultado na forma de fracáo: 


a) ./0,111... 
b) 3/-0,125 
c) J1,44 

d) 4/0,0289 


e) Ш 
25 


9 J0,81 
9) 30,027 
h) /6,25 


i) 3/32. 
8 


) 72 
9 


k) 41777... 
) /2,56 

m) 3/-0,216 
n) 3/0,001 


0) 124 
25 





p) 4/0,36 
q) 3/0,512 
) 42,25 
s) /0,04 


10 
1 312 — 
hi 
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cuidado com o sinal negativo 


É preciso saber lidar corretamente com sinais negativos que aparecem em raízes quadradas e 


cübicas. Vamos analisar os casos possíveis, através de exemplos. 


a) Raiz cúbica de número negativo 
uando elevamos um número ao cubo, ele mantém o seu sinal. Se for positivo, o cubo será 
positivo. Se for negativo, o cubo será negativo. 


1 1 A (21-48 
8 2 5) 128 


Por isso, quando extraímos a raiz cúbica, o sinal do resultado é o mesmo sinal do número que 
está dentro do radical: 


b) Sinal negativo fora do radical 

Por outro lado, pode aparecer um sinal negativo fora do radical. Este sinal não tem relação 
alguma com a raiz. À raiz deve ser calculada normalmente, e o sinal é aplicado sobre a raiz 
depois de calculada. Considere que um sinal negativo antes de uma raiz é a mesma coisa que 
multiplicar (-1) pelo resultado da raiz. 


Exemplos: 
eg FE 


Pode também aparecer um sinal negativo fora da raiz quadrada. Como a raiz quadrada é 
sempre positiva, o sinal negativo fora do radical tornará o resultado negativo. 


Exemplos: 
1132. ER) 
25 5. 100 10 


c) Raiz de número negativo não existe 
Não podemos extrair a raiz quadrada de números negativos, pois não existem números que 
fiquem negativos ao serem elevados ao quadrado. 


Exemplos: 
pá não existe; 47-81 não existe; 4-100 não existe 


Por outro lado, o radical pode ter uma expressáo, que depois da calculada, torne-se positiva, 
sendo assim a raiz quadrada existe: 


Exemplos: 
(1-81 = J81 =9 : Nesse caso, foi calculado o módulo de -81, resultando em +81. 


ч Á 
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D E ALGEBRI, 
4 4 2 . O módulo tornou o resultado do radical positivo À 
-J= 9 3 
4(-5 ? 225-5 : Ao elevarmos —5 ao quadrado, o resultado ë 495 
_ 3 : _ E 3 - Elevando ao quadrado o número -3/10, o resultado é Posi, 
10 100 10 
d) Raiz quadrada de um quadrado 


Um dos erros mais comuns entre os estudantes é considerar que a raiz quadrada di 
número ао quadrado é o próprio número, ou seja: 


por exemplo, 

4-5) =-5 > ERRADO! ERRADO! ERRADO! ERRADO "Imm 
O correto é: 

Уз? = 


A raiz quadrada de um número ao quadrado, ë o módulo deste número. O resultado da raiz 
quadrada sempre deve ser positivo. Por exemplo: 


JE 5) =|- 5 =5 "Y CERTO! CERTO! CERTO "imm 


Exercícios 


E83) Calcule as raízes, prestando a máxima atencáo nos sinais 
(o que é uma redundáncia, pois sempre temos que prestar máxima atencáo no sinais) 


8 l 3 
a) -3|--2. f) — » 64 ] 
\ 125 11000 77 р) A] 


b) -Ё 9 -y-(-8) ) 4-5? д)-4/-36 





5 
d) J(-8) ) _ [64 п) 9 s) (=x) 
до - 
ү -25 
e) || -— J) a 64 y ex) 
| 1 - 64 o) — -J ) ( 
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expoentes 1/2 e 1/3 


Até agora só trabalhamos com expoentes inteiros. Na verdade um expoente pode ser qualquer 
número real, mas em certas condições, o resultado não existe. Vejamos agora os prímeiros 
casos de expoentes que não são inteiros, mas sim frações. Comecemos apresentando os 
expoentes 1/2 € 1/3: 


a) Expoente 1/2: 


Elevar um número ao expoente 1/2 nada mais é que extrair a sua raiz quadrada. 


s [Ena 
25 25 425 5 


Assim como todas as propriedades, a definição da potência 2 é uma regra que precisa ser 
conhecida e memorizada, porém nada mais é que uma consequéncia de propriedades 
anteriores. Vamos por exemplo demonstrar porque elevar um número a Y é o mesmo que 


| 
extrair sua raiz quadrada. Considere que x é um nümero positivo e queremos determinar x^ š 


Se multiplicarmos x^ por x^ podemos usar a propriedade de que, multiplicando poténcias 
de mesma base, os expoentes são somados. Então: 





Sendo assim, xé um número que, multiplicado por ele mesmo (ou seja, elevado ao 
quadrado) resulta em x. Esta é exatamente a definição de raiz quadrada, portanto: 


b) Expoente 1/3: 


Elevar um número ao expoente 1/3 nada mais é que extrair a sua raiz cúbica. 


РА - 
10% = 4/10 (como 10 nao tem raiz cúbica exata, devemos deixar indicado dessa forma) 


Ї 
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c) Expoente p/q AS 


Elevar um número ao expoente p/q nada mais é que extrair sua raiz qe N 
resultado à potência p. Ma cle 
Var 
0 
Exemplo: 


45? = (415) E (Va) =25 =32 


d) Expoente 2/3 = 0,666... 
Elevar um número ao expoente 2/3 é o mesmo que extr 


air sua raiz cúbica e eley 
ao quadrado. Ë uma consequência da regra de elevação 


à potência p/q, onde p=9 - Ж? 


1000/5 - (1009) -10? -100 
(gy. (271 «(327 0-3 
125 125) (325) (5) 25 


е) Expoente 1,5 = 3⁄2 


Elevar шп número ао ехроепіе 3/2 


ё a mesma coisa que extrair sua raiz quadrada e elevar o 
resultado ao cubo. Ë uma conse 


quéncia da regra de elevagáo à poténcia р/ onde p=3 e д=?, 
Somente números náo negativos 


podem ser elevados a esse expoente. 


Exemplos: 
ә? =(9%) -3 227 


25% =(25%) 25 =125 

3622 =(30%) =6' =216 

1007 =(100%) =10* =1000 

së 25) (X25 (a 
36 36 436 ) 16) 216 

f) Expoentes -1/2, -1/3, -2/3, -3/2 


Para lidar com expoentes negativos, basta inverter a base e tornar o expoente positivo. 


"m 
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> 





2/ 2 > , 
zr [ЕЁ] - 125) (3125 (2) 25 
E 27 27 3/27 | (3) 9 


Exercícios 
E84) Calcule as seguintes potências: 
а 36 0 C64)* 9 (-64)5 p) 216^ 
2 5ү? M Y 
b) (5) g) 5) JE е (- 27 J 
9 81 100 125 
; 1000% h) 64% m) (- 64) à 64% 
] 5 64 75 ?4 5 9 -» 
d) - =] ) -(- ТЭ n) 2) 3) (5) 
27 125 81 
e) 2572 )-812 0)-(-144у: Ü 6477 


A raiz quadrada negativa? 


Existe um problema potencial que pode resultar em erros em problemas relacionados com a 
raiz quadrada. O problema já foi apresentado no capitulo 1, e convëm repeti-lo aqui. 


1) Existem duas formas de referencia à raiz quadrada. Essas duas formas tëm significados 
ligeiramente diferentes: 


a) Com o simbolo J 
b) por extenso: “a raiz quadrada de..." 


O símbolo 1 significa “a raiz quadrada positiva de”, o que é diferente de dizer simplesmente 


“a raiz quadrada de”. Quando indicamos, por exemplo, Jo , estamos nos referindo apenas ao 
valor positivo, que ë +3. Isto ë uma definigáo adotada pelos matemáticos e autores de livros. Já 
a expressáo “raiz quadrada”, por extenso, indica o número que elevado ao quadrado, resulta 
no número dado. Quando escrevemos “raiz quadrada de 9", estamos nos referindo ao número 
que elevado ao quadrado, resulta em 9. Sendo assim, temos duas possibilidades: +3 ou 3. 
Dizemos entáo que a raiz quadrada positiva de 9 ë 3, e a raiz quadrada negativa de 9 é 3. Em 
resumo, /9 vale 3, porém “raiz quadrada de 9” existem duas, a positiva +3 e a negativa 3. 
Apesar dessa convenção ser usada pela maioria dos matemáticos, sua aceitação não é 100% 
Universal. O que é universal é o fato da expressão Vx , em um cálculo, equacáo ou fórmula 
matemática, indicar somente o valor positivo da raiz de x. Já a expressáo por extenso quase 
Sempre indica duas possibilidades, a positiva a e negativa. Uma questáo de prova pode 
considerar o contrário, ou seja, que “a raiz quadrada” indica apenas o valor positivo, mas isto 
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цэ тте 
шинэ | | a evitar confusão, Se não for deixado y ST 
deve ser deixado claro no enunciado, para e lin Nudo ca STA 
di cla X erada apenas iu positiva, e WO N 


‚ ` ` | ‚0 
expressão “a rata quadrada” Indica que о пн нн учираа очеву p Manto ; MT 
nei» | ativa ou “a vala ( | піс \ 
quadrada” ou “a гайг quadrada pusltiva ou ad | ica que М qü 
consideradas, h K: 


^ O =+ го uso do simbolo d nos obrir 
E errado escrever, por exemplo, J9 = 13, pols o u S Obriga a бо 


idea, 


apenas a raiz positiva, O correto © /9 23. 


—— h 


Š ) Te 12141. Se x for negativo . 
E errado escrever Ye = v. O coreto é / A = |х. Se x li 5 pore 


Xemplo, x, ] 


\ 


28 ." 
| 


I ` | (aY «| 3] estaria correto, res ‹ 
\/(—3)* =-3, о que estaria errado, Já / (-3) = |- 3| estaria correto, resultando em 3, 


a reo \ ç ‚2 ( Y AG 4 Ч ` 
E diferente quando temos uma equação da forma х^ = 9. Não está sendo especificada tal 
quadrada alguma. Na resolução da equação, temos duas soluções. À equação x? = y significa 


“= ( ” « = 
que “x ë um número que elevado ao quadrado resulta em 9”, À equação tem duas soluções 
) 


` Ч ay ` ` ‚2 ( P pu | 
que são as raizes quadradas de 9, ou seja, 3 e -3, A parti de x“ = 9 chegamos a x=3 ou х-4 


: са 2 T n 
mas isto não é exatamente a mesma coisa que escrevel 49 = £3", que está errado, pois 


Já foram exploradas em concursos, questóes que visavam avaliar se O aluno possui este 
entendimento correto, ou se tem o conceito equivocado, Em alguns casos, a própria bano 
examinadora se engana, apresentando uma solução errada. 


Vejamos alguns exemplos: 


CMSM 2011 


Com a descoberta dos números irracionais foi necessário verificar as propriedades dos 
números incluindo agora essa nova classe. Das alternativas abaixo marque a única que é 


VERDADEIRA: 


(A) a soma de dois números irracionais é um número irracional. 


(В) Ya? =x, para todo хє. 
(C) se x e y sao nümeros reais tais que (x _ у)х = 2| х - y), então x=2. 
(D) o produto de dois números irracionais pode ser um número racional. 


(E) 1 & o inverso do número real x, qualquer que seja x e Y. 
x 


ë 
i d do x real x = x. Р 
Chamamos atenção ao item (B) da questão. É errado que para todo , 


ela, 
- — 2 osta com 
válido apenas para x positivo ou zero. O correto seria indicar y x^ = |x|- A resp 


acordo com o gabarito, também correto, é (D). 


Outro exemplo: 


CMB 2006 


A expressio y (/63 +4) + y (1/63 = 4) é igual a: 


(AJO (В) 2/63 (C)8 (D) V63 (E4 
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. s 2 , 1 1 3 
tim aluno distraido irá considerar que Vx? = x, ficando entáo com: 
(064) «ү(У63-4| = V63 - 4 3/63 4 23/63, 


Totalmente errado, pois não é correto que 


Tesposta (B) 


12 
x= i 
х. Ao extrair a raiz quadrada da expressáo 


que ser tornado Positivo. O termo 8/63 +4) Š 
obviamente positivo, mas o termo (у 63 -4) é negativo! Basta Observar que a raiz cúbica de 63 


é menor que a raiz cúbica de 64, ou seja, 4, Se subtrairmos a raiz cúbica de 63, de 4 unidade 
resultará um valor negativo. Sendo assim, é p ' > 


l | reciso tornar a expressão positiva invertendo seu 
sinal, ficando então com la — 1/63). Portanto a expressão resulta em: 


eS +4) VS] VB 4 fs 


A resposta certa é a letra (C). Obviamente esta 


de radicais (capítulo 14), entretanto é possível q 
em provas de concursos. 


que està elevada ao quadrado, o sinal tem 


questão necessita de conhecimentos de cálculo 
ue o sinal da raiz é usado como “pegadinha” 


Por outro lado, existem casos em que a própria banca cometeu este erro. 


CMB 2005 
Simplificando a expressão las _4 оз + 0,16 , obtém-se: 
5 


Mar (8) 2-2 (0 2+2 (D) 2-2 Ba'+04 


À expressão que está dentro do radical é um quadrado perfeito: 


4. 2 

а-а +016= G EJ 
5 5 

Seriamos tentados a usar 


2 
Е з а? +016 = G Ш Э эээ 2 (resultante da fórmula do quadrado da soma, cap. 4) 
5 | 5 5 


Porém, o correto é , pois não podemos garantir que a? — 2/5 seja positivo. 





2-2 
Э 





d nào atentou para este detalhe e não considerou o módulo. Ë uma questão digna de 
Uação. 


| Pressões com números racionais 


Pes das maiores dificuldades enfrentadas pelos alunos na álgebra é o cálculo de expressóes. 
Cálculos são muito cobrados no 6º, 72, 8º e 9º ano do ensino fundamental, e sobretudo 
resol, "Ovas de concursos. Com os conhecimentos que temos até O momento já d mta 
ls er € parte dos cálculos que envolvem números inteiros ou racionais, positivos o 
nivos, com dição, subtração, multiplicação, divisão, pone as cerames. Esses cálculos 
9 Mais dificejs nos próximos capítulos, com o cálculo de radicais e o cálculo algébrico 


bx. 
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(expressões algébricas com letras e números). 
agora são suficientes para resolver expressões basta 
provas de concursos. 





— 
— t [ 


O ALGEBp 
Ainda assim, os conhecimentos Bra 
nte complexas, até mesm 


IST, 


que Você йы. 


O já M ag 
fi 


Exemplo (CN-2000): 


O valor da expressão: 





3 -2 
| q 40333... )-[- 5) 


yal ‚|2 3) ° 
Mi 012 (o (Ез 


Solução: 


A expressão nada mais é que uma raiz cúbica elevada a um expoente estranho: V 25 


— +3, que 
3 1 M J К : 
é igual a 5/2 + 3 = 11/2. Vamos entáo calcular a expressão que está dentro do radical: 


16 16 зү? 16 16(1 4 Y 
725 +740,333...+1)-|-=| ==" +] =41|-|=| = 
27 o | 3 sean) (5) 


Atë agora apenas transformamos a dízima 0,333... na fração 1/3, e tratamos a fração -3/4 que 


está elevada a —2; ficará positiva porque o expoente é par, e invertemos esta fração para qu 
expoente —2 se torne 2. ны. 


I6 16(1 4Y 16 164 16 1 
27 9 f | B : 


Reduzindo аз trés fracóes ao mesmo denominador, ficamos com: 
P] . 


-19ү64 16 16 64 48 _-—16+64-48 0 
275.29 Der 0277 27 „рл 27 “2720 


Agora podemos extrair a raiz cúbica deste resultado, e elevá-lo a 11/2 
- 


L T 
(Vo): - (0) =0 
Resposta: (C) 0 
Exemplo (CN-1997): 
Resolvendo-se a expressão 

| 0175 

(uias “| -1 
l 


q zz amsa l ИЕ, 
848% 489 + 833 533 X 2302 
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encontra-se 


aa (83 (O2 (D)! (BO 


lugáo: 
E muito importante saber calcular expressões, e também conhecer as propriedades das 
operações numéricas. Questões aparentemente complexas podem ser na verdade bastante 
simples, visando não necessariamente verificar a habilidade do aluno com contas, mas também 
conhecer certas propriedades simplificadoras. Por exemplo, desconfie sempre do expoente 
zero, Sabemos que elevando qualquer número (exceto 0) ao expoente zero, o resultado é 1. 


Note que aquela raiz cúbica, que ainda está elevada a 12/5, está também elevada a 0, e 
qualquer número elevado a 0 (desde que não seja 09) vale 1. O número 1 está então elevado a 
-7/2, e sabemos que elevando 1 a qualquer potência (inclusive potências não inteiras e 
negativas) resulta em 1. Temos então uma fração com numerador 1 - 1, que dá zero. À 


primeira fração resulta em zero, não importa o valor do seu denominador. Multiplicando zero 
pela segunda fração, o resultado será zero. 


Resposta: 
(E) O 


Algumas vezes podem aparecer em provas, expressões complicadas que se transformam em 
expressões simples, quando recaímos em potências com 0 ou 1 na base ou no expoente. Na 
maioria das vezes entretanto, é preciso realizar todos os cálculos. Vamos encontrar portanto 
expressões que envolvem: 


e Adição, subtração, multiplicação e divisão de números racionais 
e Conversões de formatos (dízimas para frações, etc. ) 

e Uso de parénteses, chaves e colchetes 

e Potências e raízes 


Basta então saber realizar essas operações, conhecer as suas propriedades (o que muitas vezes 
simplifica os cálculos) e saber a ordem em que devem ser realizadas. 


Uma coisa é certa: as bancas de concursos adoram propor questões envolvendo expressões 
numéricas e expressões algébricas (com letra). Praticamente todas as provas, em todos os anos, 


apresentam este tipo de questão. 


Exercícios 


E85) Resolva as seguintes expressões 


12 1 
a) DERE) il J | 2) 
° š 3) 3 


l 
o) 2х5 102, ol 
9 4 


3 
9 0,333...x 12 20 ( 15 m3 Y [Ry 
5 32 | 24 ^" 10, 113 
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18.105 2 “ГҮ 
15 14 7 16 025) Ч 


3 
15554222. 
7 5 14 
9 xls. -2 
11 10 
> 
h) 12 12 31,4 
26 65 5 25 


y 12 2 2 l 3 
E [2-2 сз бе sad 
23 3 3 Ё 8 


55.2 2 3 4 2 1] [1 1,1 
= |) ----4-1-|---4- 
3 5 9 5 9 3 Š 2 3 6 
2 2 5 
)1,2,1,7 m) 5441-3324 
4 3 5 3 10 5 2 3 6 2 
224255 n) +1 fls 1_1 
21 5 9 8 2 3 э 2 d 3 
e) 2,4 1,1 0) 21-1-1111 21 
2 3 9 2 3 5 2 3 ә 2 
2 9 4) 5 5.4 1 1 l 15 4 2 25, 4 
Шш к= E ee lo 15 ЕЕ. ИЕ NN 
3 2 2 3 9 2 2 36 5 15 8 "5 
2 3 
g) | - 2 q) É: + EA Е 1-3) dz 4 
3 3 2 3 6 2 5112: 35 


ao 
AE 


ur l + l k) A 647 

= | 

1—1 1+2, m9 f 2 | CX. (225 
jeto o jose. 4-8) (23-1) 222+1 | !* 


> 
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capítulo 2 = Números racionais — _ o w7 
AA A] 
(5+3) -(5-3) I (aw | 
d^ 1 (-24-3Х-4Х-5) 0555..(-2 (CS z x 


— 


d) L SN (+2) E n) эээ. (-1)(-2)4 >) 


Ф, 
Un | — 
| 
М | = 

©, 

| 
IN 
сл 
LAA 
м |! 
GJ 
ч" 
de 
a) 
«le 

| 
| 
No | + 
— + 
ә 
NOS 

| 
tƏ 

| 
¡o | ` 
Noo 
—— 
Un | Зэ 
Ww. A 








p) r x (7) «C 7)» - 23 "Eas a T; | 


Ч EL (e +0,6? «(- 22 
Е 8-0) 





E88) Resolva as seguintes expressões 


(A ERES 





5 25 + 22 |- | + (-2)| 23-2" 0,999... 
У uu 222...— 0,333... - 
(-2) -C JÌ 4-3 





l 1 1 Гү? 125 (уу)? 
—++——— т а _ 2⁄2 ] | 2 2 
тт == | j "Y 27 RE 
l 





EN V0,33..º 
q 2° 2 2-2! E. 2º „2 _ 29 n) —0,666...x (—1,333...) - 0,4 x (- 0,444...) 
235 91 9 29 3292 22 < 22 — 29 
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us A ч 
o) 220 22 20 21-72) 0) -3«(125)? x(333...)- 66... A 


35. 51 (- 1666, J. 


) ES 0,5 — 0,333... 
0,666...) 0, "= 


Үл RT Ë TEES x0 HC Cg 


"Jy - 122 

1 ) 
9) (1.5) V— 64 + V125 | 2 EY 
03) es 125 Ф "^з 3 





2 
| -| си 2 | 
Ja e 


) (-2) +(-2) _ | [1 : | E 2 3 
(-3) +(-3) «(-3) «(-3) — | E que +5243 
) 23, o me | 
9 Vas V225| |V36 V36 


— 


2» [naxo1666.. 0666... (55) 


— e €—AMM a m aa a M ns m ULU Y ш 


E89) Efetue as seguintes operagóes, usando as propriedades das poténcias | 
a) x2.x3 f) x.(x+5) k) (5x2? p) 2x.(x2+x3) | 
b) 4.(x2.x3) g) x2.(x3+5) |) (3)15 q) 2х.(х2-у3) | 
c) 4.x2.3 h) (5x3+3x2)/x m) x.(1*x) r) 2x.(3x2-4x3) | 
d) x.x i) (x2)? n) x.(1+x?) S) 2x.3x2 4x | 
e) x.5 j) (3x)? о) x.(x2+x3) t) (3х2)3 | 


Extracáo de raiz quadrada 


Normalmente nos exercícios e questões de provas, quando é necessário extrair a mü | 
quadrada, aparecem apenas quadrados perfeitos, para que os cálculos sejam facilitados. Por 
isso o aluno deve conhecer os quadrados perfeitos, pelo menos os mais comuns. Na vida 
prática entretanto pode surgir a necessidade de extrair a raiz quadrada de números grandes, e 
que não sejam quadrados perfeitos. Felizmente as mais simples calculadoras manuais possuem 
uma tecla de raiz quadrada. Uma questão maldosa em uma prova pode envolver o cálculo de 
uma raiz quadrada de um número grande, ou um número do qual o aluno tenha esquecido. 
Uma solução para o problema é saber calcular a raiz quadrada manualmente. Por exemplo, 


pode aparecer algo como: 


46889 


= 
A primeira coisa a fazer é separar o número em grupos de 2 algarismos, da direita par 
esquerda. Na raiz, cada grupo dará origem a um algarismo. No exemplo: 


68.89 
(d) (u) 


da mas 
° r “ 
Note que usamos um ponto para separar os grupos (sempre da direita para a esque Д 


08 
náo se trata de um ponto decimal, e sim, um separador. Como ficamos com dois ран ' genis 
quadrada deste número terá dois dígitos. Indicamos como (d) e (u), os algarismos os é Uf 
e das unidades da raiz quadrada que estamos tentando calcular. Cada um dos grup 


número entre 00 e 99, e cada um deles dá origem a um algarismo. 
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рерни ВЕС А : A A A хэн qS eS 
N seguir olhamos para primeiro grupo (o mais à esquerda), no caso, 68. Este número foi 
obtido a partir do quadrado do algarismo das dezenas. Fica claro então que o algarismo das 
dezenas é 8, pois 8^ é 64 (menor que 68), e 9%81 (maior que 68). Este primeiro algarismo é 
encontrado de tal forma que seu quadrado seja menor que o grupo (no caso, 68), e de tal 


forma que o próximo algarismo (no caso, 9) tenha um quadrado maior que o grupo. É fácil 
entáo descobrir o algarismo, de acordo com o valor do grupo: 


Grupo de 01 a 03 Э algarismo =] 
Grupo de 04 a 08 > algarismo =2 
Grupo de 09 a 15 algarismo 
Grupo de l6 a 24 > algarismo =. 
Grupo de 25 a 35 > algarismo =5 
Grupo de 36 a 48 > algarismo =6 
Grupo de 49 a 63 algarismo =7 
Grupo de 64 a 80 > algarismo =8 
Grupo de 81 a 99 > algarismo =9 


li 
c 


Il 


Suponha agora que tenhamos a certeza absoluta de que o nümero dado é um quadrado 
perfeito. Jà sabemos que a raiz quadrada tem dois digitos e comeca com 8, entáo tem a forma 
8x (80, 81, 82, 83, ... ou 89). O número do qual estamos querendo extrair a raiz é 6889. 
Olhamos agora para o seu algarismo das unidades, no caso, 9. Este algarismo está relacionado 
com o quadrado do algarismo das unidades da raiz (nossa raiz, ainda desconhecida, tem a 
forma 8x). Entáo o algarismo x ë tal que, se elevado ao quadrado, dá um resultado que 


termina com 9. Portanto este algarismo x só pode ser 3 ou 7. Podemos agora decidir qual deles 
ё, por eliminação, testando 83 e 87. 


83? = 83 x 83 = 6889 


Encontramos entáo o número que, se elevado ao quadrado, dá resultado 6889, que é 83. Este 
método permite que vocé encontre raízes quadradas de nümeros que sejam quadrados 


perfeitos, atë 9999. Se o nümero nào for quadrado perfeito, o resultado será uma raiz inexata, 
como mostraremos a seguir. 


Vejamos agora como extrair a raiz quadrada de nümeros maiores. Por exemplo: 


4328329 


O método manual para extração de raiz quadrada, há décadas não é pedido em provas de 
concursos, Ainda assim, vamos apresentá-lo aqui, seu uso nào ë tào dificil. 


O processo de extração ë o seguinte: 


1) Arme um dispositivo similar ao da conta de divisio, 328329 
colocando o número a ser extraída a raiz no lugar do 
dividendo. Á raiz 


que será encontrada ficará no lugar 
do divisor. 


t 

а 

| Separe o nümero de dois em dois digitos, da direita 
p 


Рага à esquerda. Neste exemplo a raiz quadrada terá 


` 


32.63.29 


V garismos, pois o nümero original ficou dividido 
em 3 grupos, 
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3) O primeiro grupo tem valor 32, e dará origem ao 
primeiro algarismo (centenas) da raiz. Como 32 está 
entre acima de 25 e abaixo de 36, o algarismo 


procurado ë 5. Se fosse 25, ainda seria 5, mas se fosse 
36, seria 6. 


4) Coloca-se no lugar do quociente, o dobro do 
algarismo encontrado (dobro de 5, que ë 10), e abaixo 
do grupo trabalhado, o quadrado do número 
encontrado (quadrado de 5, que ë 25). 


5) Subtraimos o valor do grupo processado (no caso, 
32) do quadrado do dígito encontrado (no caso, 25), e 
colocamos o resultado abaixo (no caso, 7). Abaixamos 
O próximo grupo (83), ficando então com 783. 


6) Note que até o momento a raiz quadrada 
encontrada é 5 (não está completa), e o seu dobro é 
10. O próximo número a ser processado é 783. 
Tiramos o último algarismo deste número, ficando 
com 78. Agora dividimos este valor pelo dobro da 
raiz até o momento. Ficamos com 78/10 = 7. Este 
número é o candidato a ser o próximo dígito da raiz. 


7) Temos agora que confirmar se este dí 


gito 
encontrado (7) está correto. Se não estiver, temos que 


reduzir seu valor (no caso para 6, e testar novamente) 
Para testar, escrevemos este dígito em dois 
direita da raiz (5, ficará 97) 
raiz (10, ficará 107). 


lugares: à 
e à direita do dobro da 


8) Agora multiplicamos o dobro da raiz, já acrescido 
do novo algarismo a ser testado (no caso, 7 
próprio algarismo a ser testado (7). 
encontrado deve ser subtraído do valor “abaixado” 
pela última vez (no caso, 783). Se for possível fazer a 
subtração, este valor (no caso 7) fica confirmado. A 
nova raiz calculada atë o momento se torna 57, e o 
seu dobro se torna 114. Se não for possível 
(encontrado valor maior), repetimos o teste com O 
Próximo algarismo menor (seria 6). 


) pelo 
O resultado 


3) Abaixamos o Próximo grupo: 29, formando 3429. 


garismo das unidades, ficamos com 
este valor pela raiz encontrada até o 
114=3 Este valor d 
à direita do dobro d 


» ? y 0. 
momento: 3423 eve ser escrito à 
direita da raiz e 


a raiz. 


10) Como a divisão foi e 
não fosse exata 
exemplo, se e 
1144x4 é men 


xata, a raiz foi 
; teríamos que 
ncontrássemos 


Or que o nümer 


encontrada, Se 
testar o dígito. Por 
4 teríamos que testar se 
O em processamento (no 







32.83.29 5 
25 10 
32.83.29 5 
25 10 
1 83 

78-10 = 7 
32.83.29 57 
25 10 
7 83 

32.83.29 57 
25 107 
7 83 

32.83.29 


25 
783 
-749 
34 


32,83.29 


25 
783 
-749 


3429 


32.83.29 


25 
783 
-749 





107x7=749 


114 


342+114= 3 






107х7=763 29 
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caso, 3429). Se não fosse, diminuirizmos 1 unidade no 
novo digito da raiz e repetiriamos o teste. 


lar du) 
ds ds 


[xy Is) 
Wu A 





LS 


11) A raiz quadrada foi encontrada com exaúdão: 
573, ou seja, o número original dado é um quadrado 
perfeito. 


Este processo também funciona para raizes inexatas, ou seja, encontrar a reiz quadrada de 
números que não são quadrados perfeitos. A diferença é que termos casas decimais. Vamos 
exemplificar com o cålculo da raiz quadrada de 3, com 3 casas decimais. 


Calcule J3 com aproximação de 0.001 


- = -. =. - = 


1) Como queremos 3 casas decimais, vamos colocar 
3 grupos de 00 depois da virgula. 


la) 


1 
go o a > 


2) O primeiro grupo a ser processado ё 3. А raiz é 1,  3,00.00.00 
e o dobro da raiz encontrada até agora ë 9. 


_ =. - = - = 


3) Subtraimos do primeiro grupo (3). o quadrado da 
raiz atë agora (1), ficamos com 2. Abaixamos o 
próximo grupo (00), ficamos com 200. Note que 
acabamos de passar pela virgula, então a virgula na 
raiz ficará à direita do 1. 

4) Eliminando o algarismo das unidades de 200, 22:2 = 1095 
ficamos com 20. Dividimos agora 20 pelo dobro da _ 
raiz atë o momento (no caso, 2). Não podemos ter - 
um digito 10, então usaremos 9. À seguir testamos se i 
este digito 9 pode ser usado: acrescentamos 093 < 
direita da raiz atual (ficará 29) e multiplicamos pelo -` 
digito 9. 


go Јо. SU 


ars w 
CJ 


C) 








a 0 СЭ 


` 


5) Este valor (261) ë maior que 200, entáo nao pode 
ser usado. Fazemos o mesmo teste com 8, e 
finalmente com o 7, que é aprovado. 2/x7=189, e 
subtraindo de 200, restam 11. 


Мэн”, 


Cr с) сэ 
e Pp с) 


pa 
pa 


6) Abaixamos 00, ficando com 1100. O número 7 
aprovado vai para a raiz, fica 17. O dobro da raiz 
passa a ser 34. 


` 
O 


Fazemos então 110:31 = 3 


1-4 lor w 





ha 0) C) 
іы CO 


~ 
O 
C 
4 
C 
e 
L] 
C) 
Co 
ы 

- 
=] 


7) O número З é testado, fazendo 3+3х3=1029, que é 
menor que 1100, portanto o 3 é aprovado. 





27x7=189(0X) 
343x3-1029 (OR) 


ta N| (ш) 
ha kéo C9 


I= 10 O 
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raiz é agora 346. 
Fazendo 1100-1029 encontramos 71. 
valor é 7100. 


O próximo 


710:346=2 


3,00.00.00 
9) Fazendo 710:346 encontramos 2, que deve sN 
testado. 3462x2=6924, que é menor que 7100, então 500 


o 2 é aprovado. 189 
1100 

Chegamos епійо а raiz de 3, сот precisáo de 3 casas 1029 

decimais: 1,732, O processo poderia continuar : 


indefinidamente. 





passado, raízes quadradas eram calcula 


Hoje existem calculadoras e computadores, mas no 
eram publicadas tabelas com esses valor 
es 


manualmente dessa forma. Para facilitar o trabalho, 
prontos para serem usados, com várias casas decimais de precisáo. Veja alguns exemplos, com 


precisao de 31 casas decimais: 


42 = 1,4142135623730950488016887242097 
43 = 1,7320508075688772935974463415059 
45 = 2,2360679774997896964091736687313 
J6 =2,4494897427831780981972840747059 
47 = 2,6457513110645905905016157536393 
JIO = 3,1622776601683793319988935444327 
JTI = 3,3166247903553998491149327366707 
113 = 3,6055512754639892931192212674705 


O número de casas decimais desses números é infinito. São números irracionais, seus digitos 
decimais não apresentam padrões repetitivos, como ocorre com as dízimas periódicas. 


A partir desses números irracionais, podemos calcular outras raízes. Por exemplo, sabendo à 
raiz quadrada de 3 podemos calcular a raiz quadrada de 12. Tomemos a raiz de 3 com à casas 
decimais (1,732). Escrevemos 12 como 4x3 e aplicamos propriedades de potências: 


2 = 4x3 = 4x3 22x43 =2х1,732= 3,464, aproximadamente 


O cálculo manual de raízes quadradas costumava ser ensinado na 6º série (atual 7° ano), ma" 
cálculo de radicais, como no exemplo acima, é ensinado tipicamente no último ano do ensi 
fundamental. 


Números irracionais 


2 
(Os números racionais são aqueles que podem ser expressos como uma fração р/а 
Р sáo inteiros primos entre si, sendo que q é diferente de zero. Permitindo que P e 
/ inteiros, o resultado poderá ter um sinal positivo ou negativo, por exemplo, 3/5 € -3/5. 


onde p ° ; 
q sejam 





c 


A 
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Os números irracionais sáo aqueles que náo podem ser expressos na forma p/q, com p eq 
números irracionais são infinitos, assim como ocorre com os racionals, Por 


„хешро, 2, J3, /5 são irracionais. Um problema clássico da álgebra ё demonstrar que 


5 é um número irracional. 


— Á— 
— "Axa 


inteiros» Os 


Exemplo: Provar que J2 € um número irracional. 

Esta demonstração já foi explorada em uma questão de concurso para o CMSM, Para provar 
que 2 é um número irracional, devemos demonstrar que este número não pode ser 
expresso na forma p/q, com p e q inteiros. Vamos demonstrar isso usando o método do 
absurdo. Partimos da suposição de que /2 pode ser expresso na forma p/q, com p e q 
inteiros primos entre si, e com q diferente de zero, e mostramos que esta suposição resulta em 
uma afirmação absurda. Suponha portanto que: 


(2 =р!9 

Flevando ао quadrado, ficamos сот: 
2-р / q” 

que é o mesmo que 

2q' = p° 


Isto indica que o número p deve ser par, já que seu quadrado é par. Podemos então chamar p 
de 2k, onde k é a metade de p. Sendo assim, p? é o mesmo que (2k)? = 4k*. 


207 = 4k? 

Simplificando por 2, ficamos com 

q = 2? 

Como д? ё ит патего раг, entáo q tem que ser par. Ficamos entáo com: 


p é par 
q é par 


Ísto é uma contradição, pois partimos do principio de que pe q são inteiros primos entre si. 
Chegamos entáo a um absurdo, resultante da suposigáo inicial de que /2 é um número da 
forma p/q. Logo: 


42 nào pode ser expresso na forma p/q, com p € q primos entre si, logo 42 ë irracional. 


Podemos usar o mesmo método para mostrar que 43 е 45 sáo irracionais, entre outros 
infinitos valores. 


Números irracionais possuem infinitas Casas decimais que náo se repetem na mesma sequéncia 
de dígitos. Em certas situações, é conveniente representar os números irracionais de forma 
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——— um SERI | 
aproximada, com um número reduzido de casas decimais. а a/Bebra, tipicamente dei, A | 
indicacã : à; х A 
indicação de raiz, sem aproximação. Пи), 4 | 


А maioria das propriedades apresentadas para os números racionais, COMO a; 
distributividade, comutatividade, aplicam-se igualmente aos números irracionais, Ent. 446 
algumas náo se aplicam, por exemplo, o fechamento. À soma, a diferença, o Hie “Clan б, 
divisão de números irracionais nem sempre resultam em um número irracional, p Шо ад, 


ШИ 


Or ех 

En £ 3 , s em 
(1 +42) e (1 -4/2 ) são irracionais, mas sua soma vale 2, que não é irracional, (y, — plo, 
"racionais também não possuem elemento neutro aditivo nem neutro ший р 
números 0 e 1 não pertencem aos irracionais. 


No capítulo 14 estudaremos o cálculo de radicais, e aprenderemos a manipular 


Р al rebri pi 
os números irracionais. 5° ricamen 


Números reais 


un P * . , 4 . . 
Juntando todos os numeros racionais e todos os números irracionais temos o con 


númer i 5 ; "Ww t junto q 
os reais. À relação entre esses conjuntos já foi apresentada no capitulo 1: ln 


Podemos escrever: 
R = QUI 


Ou seja, o conjunto R (Reais) é a união dos conjuntos Q e I (R 


45-17 2-545 
242 417-л 





mada Аа mi — s. lc ll u... a а мы e Ao - 


Na Geometria, por ex : 
emplo, ё co 
T | plo, mum Ocorrerem Al ou 
cübicas e o número л. cálculos que envolvem raízes quadradas 


ü мэс” AA mtina ana, = Sin 
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A pat do próximo capítulo e мё o final do livro, consideramos que o conjunto de trabalho é 
o conjunto dos números realis, Todas as técnicas que aprenderemos valem para quaisquer 
números reals, Obviamente оз problemas que envolvem cálculo numérico só podem ser 
resolvidos manualmente com números, digamos, fáceis de manipular. 


Exemplo: Calcule (y 3 J2 (У JN 2) 


Podemos usar a propriedade distributiva da multiplicação, que vale para os números reais: 


NI) INT 


a 


usaremos a seguinte propriedade (resulta da comutatividade da multiplicação): 
Ja: Jh=vab 

Sendo assim, 

А. = 4332 J9 23 


2.42 «42.2 = 4 =2 
3.2 = 42:3 = J6 


l'icamos então com: 


КСР СУР A СИ o edita 6-2-1 


Muitas vezes ocorre isso nos problemas que envolvem operações com números irracionais. 
Uma operação com valores relativamente complexos pode resultar em um valor simples. Isto 
ocorre somente porque o formulador da questão escolheu os valores cuidadosamente para que 
o resultado seja simples. Sem este cuidado, as operações podem resultar em valores bastante 
complicados. 


Muitas questões de concursos envolvem a propriedade de fechamento em relação aos 
conjuntos numéricos. Em relação aos irracionais, a propriedade de fechamento não existe. 


O conjunto dos irracionais não possui elemento neutro (nem 0, o neutro aditivo, nem 1, o 
neutro multiplicativo). 


À soma de números irracionais nem sempre é um número irracional. 
Exemplo: 


5-/3)-8-43)-13 


О produto de números irracionais nem sempre é um número irracional. 
Exemplo: 


V3+ 2143 - /2)-1 


Da mesma forma, a subtração e a divisão de números irracionais nem sempre resulta em um 
numero irracional. 


Tais conceitos costumam ser pedidos em provas, em questões do tipo (V) ou (F). 
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Operando com números reais A 


Este capítulo apresentou as principais operações algébricas envolvendo números raciona; 
IS; 


Adição e subtração 
Multiplicação e divisão 
Potências e raízes 


Expressões com números racionais 


Р 


A boa noticia é que praticamente todas essas орегас06в aplicam-se também 808 nf 
irracionais. Como o conjunto dos reais (R) é a união dos conjuntos Q (racionais — 
(irracionais), concluímos que praticamente tudo o que foi ensinado sobre Operações 

números racionais, vale também para números reais. Isto vale inclusive para as ргорнеасд 
comutativa, associativa a distributiva. Quando consideramos os números reais, valem я. @$ 
propriedades de fechamento e elemento neutro. Apenas os irracionais sáo um О a 
incomum, pois não possui o elemento neutro e nem a propriedade de fechamento. дЕ 


São válidas as propriedades das potências e raízes para os números reais. Por exemplo; 
| 4 
а =а : 


Ou mais genericamente: 


Р 
n] ge = а" 


Exemplo: (CN 64) 
4 
Va гүр 
Dé a expressáo mais simples de Va 
Va Na 
Уа 





Solução: 


Ма um 


1/4 -1/6 -1/8 1: bibi! 
y a xa xa (866339) 


а 

—— À = —— r PI o[AU<— A 
7 7 1 

Ya 3/а a” xa xa ™ 


mm 


Ja 


O expoente de a será entáo: 


Resposta: Ya 


Apenas deve ser tomado cuidado com as bases ne 
impar e n for par, a expressáo é inválida. Da me 
quadrada de um número negativo, 
exemplo. Se a for negativo e p 


vo, P for 
gativas. Por exemplo, se a for negalv ° гай 
sma forma como não podemos extra” desse 
Surge restrição com uma raiz genérica como * um 
for impar, entáo aP será negativo. Dessa foram uma 
Юй 
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esima, com n par, deste número negativo, será uma expressáo inválida ou náo definida (que 


muitos chamam informalmente de impossível). 


Qutra operação não permitida é a elevação de números negativos a expoentes irracionais. Por 
Ə 4 - . .1. 
exemplo, (-2)* ë uma expressáo perfeitamente válida, definida como: 


Entretanto a definição de um número elevado a um expoente irracional não é desta forma. A 
definição acima são serve para expressões como: 


E 


A definição desse tipo de potência é matéria do ensino médio. A fórmula para esse tipo de 


poténcia é: 


q“ ES | 01686) 


Ou seja, este tipo de potência é baseada em /ogarítmo. Como não existem logaritmos de 
números negativos, não é definida a potência de expoente irracional para bases negativas. Para 
definir esse tipo de potência, é preciso utilizar números complexos, assunto que também faz 
parte da matemática do ensino médio. 


Portanto não é permitida uma expressão como 


Es)" 


Ainda assim é permitido qu 
irracionais que torna-se possive 


a ^ - 5442 =5 =25 


Este cálculo está correto porque permanece válida a propriedade ( 


e aparecam questóes envolvendo expressóes com expoentes 
] sem a necessidade do uso de logaritmos. Por exemplo: 


ах) = аху, mesmo quando x 


e y sáo números irracionais. 


Exercícios de revisáo 


E90) Calcule 
12 8 2, 9 I) CC C3) 
21 65 16 75 12 70 22 


m 

| 
а 
CA | № 
w. 

x 

l 
юл 
s 

э 


25 125 
2 2 y -2) 4(-2 х(-3 = 113x(-25) -—+(-—)= 
Ss) o" Ces Ps) iw" m 


15 3 
5 31 25 5 
c) 2-15) +(25 = h) (28 +12) (23-06) ”-225(-32) 16"87 
Jos Ja) ДЭ. 


A 
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x -3 0) 77,2 
а (BIN y -5148) Ї 1) -1 
9 9 10 35 n) 33 33 — 
8" +8 +80 +80 gus 


E91) Calcule 


(AEE) 





"iC (ET 





f sx |o 0.1666... + 0,666...x 2) 


1 K [SECTAS 
V132-122 (-2/ «(-2) «C2 


9. 2 Æ _ om Josy 


Ээ + ———— —  ———— a w w 8 — 


— em 





E92) Calcule 
а) 4-2/ +27 х3). 9(52 i2). (1, к 33 ANUS 
10x (12-24-34) з 5) 15 i 7º цас 3 


18 35 22. 12 6,1 5 I 
D кай = +] — dom P 
25 33 15 9 5 6 4 Ч {4 
с) 0,3 + 0,666... = 3 
h) Ë = m) El +(-5) 
3 15 3 
2 
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a RSS O AAA A 
25 3 
+ (=20) = ; 3 : : : 
20 3 10 10 
E93) Simplifique 








т 





m 


E 
Pe | 


(99 (8)3 (c) УЗ (n) 3? (E) 2 


98+ (25—19) 
3(13)— 2 


F94) (CN) Calcule 


-1/2 
Calcule O valor de Ë (x 1 oor х 1 





Е95) (CN) Achar o valor de 65:375 + 777. +3/327) 
(А) /3+/2 (В) 20 (С) J2443 (0)17--/5 p) = (P) М.КА. 


E96) Se a e b são números positivos tais que а? = 8 е b2ñ = 4, calcule b — a. 


(дуо (8)2 (O4 (06 (8 


x!y? 
E97) Simplifique ——ə— 
ээн 
1 ” y^ y o 
A) — кый Lam uam m 
Мет Ba OS O5 06 


E98) Sabe-se que p é um nümero natural maior que 1. Entáo, calcule o valor da expressáo 
1+ + 
|2 * +2 *? 42? 
5 


А)15 (B2 (C)4 (D)p2 (Ер 
E99)O numeral (об, |? possui quantos divisores? 
(А) 10 (B)18 (C)19 (D)36 (E)37 


E100) A expressão mais simples de 413 + 413 + 413 + 413 ё: 
(А) 44 (В) 1613 (С) 452 (D)47 (E) 171 


E101) Das sentenças abaixo, assinale a que não é ver dadeira: 


(A) (28? = (3/22 (B) (0,17 2=1/100 (C)x!=x,sex=1 (D)C29-1 (E) (2/8) < (3/2) 


ho. É 
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E102) Quantos divisores tem o número 2161388... ? 
(А) 25 (в) 90 (С) 15 (D)16 (Е) МКА 








Е103) Efetue е simplifique 421553 r-2 


] | 0,1 
3 
E104) CEFETQ 2001 


| 2 
Calcule o valor da expressáo 3 (0,005)'.0,000075 MALUS T ( 07422102312) 
10 


E105) CN 75 - Calcular a 





soma dos termos da maior fração própria irredutível, Para que 
produto dos seus termos seja 60. ü 
(А) 17 (B)23 (C)32 (0) 61 (E)19 (Е) МКА 
Е106) CN 76 


- А raiz cúbica де um número N, ë 6,25. Calcular a raiz sexta desse número N 


(A) = (В) 2,05 (С) 2/5 (D)25 (Е) 1,5 


b-a 0 
E107) CN 82 - Na expressão O +a°=191 , a e b são números inteiros 
a 
Positivos, a + b vale: 


(А) 15 (B)14 (C)13 (D)12 (E) 11 


E108) Se 2x = 1/4, entáo x* é igual a: 
()2 (B4 (C)4 (руй By 


E109) Qual das seguintes afirmativas é sempre verdadeira para quaisquer números reais a, be 
c? 


(A) Se a<b, então ac < bc 


(B) Se a < b, então a2 < b2 
(D) Se ac < bc, então a < b 


(C) Se a<b, então a? < ЪЗ 
(E) Se a > b, então l/a > 1/b 


E110) Para qualquer número real x, Jx* é sempre igual a: 


x (B-x (C)1 0) |х (E) 24х 


El11) Quanto vale x + y, sabendo que 4y 


= le que 5х = 1/5 ? 
()! (BO (C-1 (D)-3/ 


(E) x e y nào podem ser determinados 

E112) Sendoa,bec reais positivos, e n um ; tei T tivas não 
é necessariamente verdadeira? id qual das seguintes afirma 
(A)a(b+c)=ab+ac (B) (ab)! = апа (C) (a/b)n = an Jon 

Ф) (a+b) алжаал (р) fa Ja 


— 


b Jb 
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Lo T O -m—  TC-. — 
. 9x* у?27' 
3) Simplifique — + ^ — 
PB) 12x? yz? 


8114) Se a = 256, calcule Vaava 

(Aj2 (B)4 (C)32 (D)64 (Е) 128 

E115) Resolver a equação 0(1-2х) = 81 (x-1) 

E116) Qual das seguintes afirmativas não é verdadeira para todos os valores de x? 
(А) 1120  (B)xsIx| (C) I-xI-x (0) 1х1-1-х| (Е) -1-х1<0 


E117) Simplifique 44x? y'^z* 81x” y'z*V256xº 


3/14. —5/6 ҮҮ? 
F118) Simplifique | * 4 | 


—4/5 . 213 
X y 


E119) Coloque em ordem crescente, sabendo que a é um número real maior que l. 
“ra, -4, (a), -at 


2x+1 . 83 
E120) Simplifique —— —— ——————— 
| P q 16.322 2 .64 
E121) Calcule (0,0049)? + (0,2)* - (0,04) * 
Е122) Encontre х ет 9x 4X 8x = 1/16 


E123) Qual dos números abaixo é o maior? 


a mr (с)47 oras 


] -4 
Cay «(1 
E124) Simplifique a 


P 
E125) Encontre Рет |2; уух -(2) 
уүхүу NA 


17 +200 
407-10) «(175201 зв 
A — í0. 
22x9* 
18 


E126) Calcule a expressáo 





3 (7+4)+ 


| 
f 
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—s s... ... U 





. 35007 _ 45003 
E127) Simplifique 


5002 
47908... 3 


(А) 7/8 (В) 1/3 (C)4/5 (0) 31/59 (Е) 24/73 


2014 -2014 
E128) Se x + 2y = () e x%0, calcule 6 (2) 
y л 
(A) 1/22028 — (р) 92015 (С) 22028 (р) 1/22015 (Е) 1 


E129) Dados т = 1,46666 е п = 0,407407407..., calcule m/n. 
(А) 66/185 (В) 18/5 (C)36/1 (D)3 (Е) 120/37 


El30) A expressáo abaixo ё igual ao número racional a/b, e a e b náo tém fatores Comuns, 
Encontre a + b. 


202 


()7 (В) 37 (072 (a (E) 98 


E131) Uma das expressoes abaixo tem um valor diferente das demais. Qual é este valor? 
D (-1)7-2 П) -0023 Ш)-24-024 1у)-14.14 y -(1)/4 
(^)-2 (B)-1 (C)O (0) 1 (E)2 


Ё132) Qual dos seguintes valores abaixo ë o maior? 
148, 242, 336, 430, 5% 618, 712 gG 00 


-2 
E133) CN 52 - Calcular a expressão B Ч -12077 + ен! 
2 


E134) CN 54 - Efetue 4200 x3/108 e simplifique o resultado 


30 
E135) CMR 97 - O valor de 157 ё: 


457 
гү” 15 | 
1 ®[ | ©з” р ELE 
3 5 
E136) CMR 95 - Calcule o valor simplificado da expressão abaixo: 
3-12x2? | 
l y 0,006 
0,15 


E137) OBM 2008 . Quantos dos núm xn ол 
nümeros ao quadrado) eros abaixo são 


3411, 447, 545, 6/3, 7,7 


zo eleve 0 
maiores que 10? (Sugestáo: ele 
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a 8)2 (O3 0): 85 
£138) CMF 2008 - Simplificando a expressáo 





8° q! 
Y S5 +4 


, obtemos o valor: (Sugestáo: passar as 


oténcias para a base 2 e simplificar) 


луз (B)10 (O4 (D)2 (E)16 


E139) CMPA 2009 - O valor da expressão 1/43 + 312 ee 7 31 ë: 
(1 (B3 (O7 (D)9 BB 


E140) CN 2013 - Qual é o valor da expressão (Sugestão: não se assuste com os nümeros, 
enfrente-os e lembre-se das propriedades das poténcias) 





(4)03 (В) 43 (C1 DO (E)-1 


3 i | 
Е141) EPCAr 2005 - O valor da expressáo (5) 21 69)" ” COM x 0,002 € 


(A) -12,750 x 103 (B)-12,50x 10% (C) 12750 x 10% (D) 12,750 x 103 


Detonando uma prova - Questão 11 


Um aluno que se prepara para concursos deve testar seus conhecimentos, resolvendo uma 
prova completa, somente depois que completa seu curso e está totalmente preparado. Claro 
que questóes de prova, específicas sobre cada assunto ensinado nos capítulos, sao bem vindas. 
No caso dos concursos para Colégio Naval, EPCAr e Colégio Militar, é altamente 
recomendável que o aluno continue os estudos do presente livro resolvendo as questões de 


prova do VOLUME 2. 


Abrimos uma exceção apresentando as soluções da prova do CN 2015/2016, relativas aos 
assuntos ensinados no livro (apenas não abordamos as questões de geometria). São ao todo 14 
dem ser tranquilamente resolvidas com o que está 


uestóes de álgebra e aritmética que PO А 
2-1 un Td O aluno deve estudar essas questões somente ao final de cada capítulo. 


Neste livro as questóes estáo localizadas nos seguintes capítulos: 


— Oo 
Questão 10 | Capitulo — — 
— [Ouessoli — |Саршо2 — — 
—— Questão 12 Capitulo 10 
a Capi 

— 
— 











Capítulo 21 
C ” 












Questão 16, 18 
Questão 19 — | Capítulo 11 
Capitulo 20 





| 
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Seja 2 um número natural e # um operador matemático que aplicado a ualque, . . 
natural, separa os algarismos pares, os soma, e a esse resultado, acrescenta tantos oe mer, 
for o número obtido. Por exemplo, #(3256) = 2 + 6 = 8, logo fica: 800000000, Sendo . ant 
produto [#(20]. [++(21]. [++(29]. [4(23]. [#(24]... [#(29] possuirá uma quantidade de Zeros € 0 

à; 


(A) 46 (В) 45 (C)43 (D)4 (E)40 
A solução está no final do capítulo 


CONTINUA NO VOLUME 2: 120 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 

a) 720 = 24.32 5 f) 320 = 26.5 k) 84 = 223.7 р) 384 = 27.3 

2 d I wl g) 512 = 29 |) 120 = 23.3.5 q) 625 = 54 

drin h) 630 = 2325.9 m) 160 = 25.5 r) 900 = 22 32 2 
? 52) i) 1024 = 210 n) 180 = 22.32.5 5) 121 = 112 

e) 144 = 243 j 420 = 223.57 o) 240 = 243.5 t) 288 = 25.32 

E2) 


a) 90 c) 360 e) 900 g) 360 i) 60 k) 840 m)1732 
5 o)108 120 
b) 144 d) 720 f) 1600  h)1680  j)660 I) 1800 п) 540 р) 90 ¿de үк 


ЕЗ) 12.А ЕА) 27315? Е5) 144 E6) 32/80 E7) 24/56 
E8) 15/20 E9) 35/56 E10) 1/6 
E11) 


a)21/3 (022275 6)435 0)1485 1813  k214 m)44/5 
| 0)1 413 4)93/5 $)412 
5)335 4423 1247 h523 215 (1210 m2414 " 213 ds 9/7 Y am 


E12) 


a) 7/2 с) 38/5 — e)17/3 9) 7/3 i) 19/8 К) 4/3 т) 23 
| I9 о) 10/3 2411 5) 36/7 
b) 214 а) 34/3 98/5 h)117  j199 Nim n) 13/10 e 9/2 365 T" 


E13) 20 km E14) 15/40 E15) 45 km E16) R$ 120,00 E17) 17/18 
E18) 17/12, 4/3, 11/12, 4/5, 2/3, 7/12, 1/3 


E19) 


a)20/8  o5/3 TN см Das ү 
48 
1320 4740 (0387 (1025 pa pymp MB 925 425 092 


П)415  p)25 1)3/10 
E20) 6/16, 9/24, 12/32 Еду 14/15 E22) 9/48 E23) 45/30-20/80-8/30-1/3020/30 


E24) José acertou mais questóes (10, contra 8) mas José tirou maior nota (8,00 contra 6,25) 


E25) 48 E26) 38 E27)500ha 


E30) 7,2 E31) km 15 E32) km 20 


E28) Joáo E29) Segundo 
E33) km 24 
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ӰСТ 
E34) | 

a) 6 c) 6 e) 28 0) 5 )112 — k)36 m)60 o)36 q)237  s)9 
ptis 97 f) 25 h)240 ])15 )9 п) 12 р) 4 r) 38 t) 12 
E35) (D) E36) (D) 

E37) 

aJ0,027  cj0,0012 е)1,56  g)50 )4,3 k115 )11,78 0)0,027  q)0,10 s)0,021 


456 0,05 00,001 Һат j077 1217 1036 р)0,013 1032 108,192 


E38) 
802 с)001 6)0005 9) 1,62 10,18 кой т) 0,04 0)0,32  q)06 s) 0,75 
Ы) 0,05 4) 0,013 10,0125 1)200 012  1)0015 п)025 р)04 no t) 0,35 


E39) 
aO  cy1/100 6)324/100 g)2/10000 ij25/100 130 т)1/1000 o)125/10 q)7/M0  s)105/10 
b)12/10  d)175/100 f)1001/10 h)1/1000000 })225/100 1)2112/100 n)5/1000 p)18/10  r)99/100 183/10 


E40) 
a025  c)14 е)0875 0)012 1)0,375 K12 т)85  0)075 q15  s)18 
b125 92,25 9375 )015 075 106 — mo0625 p35 1)0,125 00,8 


E41) 
a) 5/4 c) 3/4 e) 1/8 g) 36/5 1) 26/5 к) 8/5 т) 11/5 о) 5/2 9) 3/5 s) 1/5 
Б) 7/20 а) 5/8 f) 17/5 h) 17/4 }) 3/2 1) 7/4 п) 11/10 р) 3/4 г) 2/5 t) 1/40 


FA2) 
a) 0,333... f) 0,7272... k) 0,8333... p) 0,38... 
b) 0,222... g) 1,222... |) 0,142857 q) 1,666... 
c) 0,666... h) 3,333... m) 2,333... r) 1,9090... 
d) 0,428571... i) 5,428571... n) 5,333... s) 0,777... 
е) 1,333... — j) 19/15 o) 0,555... t) 0,769230... 
F43) 
a) 32/99 f) 2 2/15 k) 16 2/3 p) 7/120 
b) 17/9 g) 2/15 |) 5 1/9 q) 13/99 
c) 3 2/11 h) 2 41/99 m) 4/9 r) 55/74 
d) 5/9 i) 2 2/3 n) 1/15 s) 1/150 
e) 1 j) 8 1/3 о) 131/990 t) 5 47/99 
EA4) 
32 93 еб 07 )? WW? m? 93 qi  g2 
3 2 5 11 4 9 3 11 3 17 
0.5 4.7 $4 m$ 5 jl 132 m? p2 p 7 93 
9 5 12 7 13 5 10 100 
EA5) 
2.7 gil еб g 7 7 M m? o5 g 2 g 4 
2 3 5 1020 5 10 4 7 5 
93 q 7 fo p.2 jl ). п)? .pg2cs 59 7* рт 
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е) 9 0) 20 i) > 
11 16 
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n) 0,999... = 1 5) 0,222 > 20 222: 
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ooo DDD 
EM) 

: 9240 43 22 2 
sá 5239 go 2 02 K2 m? gl  g2 927 

ç _ 16 3 5 125 5 6 2 48 

15 15 35 24 10 25 
E50) = _ | | 
312 Q53 s) 8 g) 92 0120 — k)-5/2 m-18  0)5 q)-2/9  s)-1/15 
maro 2015 10124 h92 dr )-15 n)72 р)47 01-10 1-413 
E57) 

< 5 e) 10 i ë 
32 92 ) gi 25 у> mó y2 gl 92% 

2 4 128 12 5 84 10 21 
22 ab 9º pš pl pB wl „24 072 y 

n 4 81 5 5 6 20 
ESS) 

23.9 gd 22 91 » l l 85 98 q. 92 
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TAZ 
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31 
x1? 
E120) -2/7 E121)5,001943 E122) 2/3 E123) (A) 


E124) — a? E125) -9/24 E126) 35/3 E127) (E) E128) (B) 


E129) (B) E130) (A) E131) (D) E132) 430 E133) 11.5 
E134) 60/2 E135) (C) E136) 45/4 E137) (C) E138) (4) 
E139) (C) E140) (1) E141) (A) 


Detonando uma prova - Questao 11 
CN 2015 — Questáo 11 


Seja n um número natural e + um operador matemático que aplicado a qualquer número 
natural, separa os algarismos pares, os soma, e a esse resultado, acrescenta tantos zeros quan 
for o número obtido. Por exemplo, #(3256) = 2 + 6 = 8, logo fica: 800000000. Sendo assim, o 
produto [#(20]. [#(21]. [7(22]. [*(23]. [*(24]... [=(29] possuirá uma quantidade de zeros igual =: 


(А) 46 (В) 45 (C)43 (D)41 (E)40 

Solução: 

Tomar somente os algarismos pares, somálos e acrescentar tantos zeros quanto for esta soma. 
420 = 200 


i 
| 
1 
3 
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142 = 9 ALGEpy, la». 
Contanto os zeros: 2+2+4+2+6+2+8+2+10+2= 40 ЭТА 
Como os números serão multiplicados, surgirão Zeros adicionais, devido 40 prod 

, P ` , à 1 .. А . é Зо " )( 
valores além dos zeros do final de cada número, Multiplicando esses valores licam, ( o dy 
| М 5с 
2.2.4.2.6.2.8.2.10.2 K 
Este produto contribuirá com um zero adicional, devido ao fator 10, Apesar 4 

vários fatores 2, não existem fatores 5 que possam compor um 10 adicional, I “Хү, 
Sendo assim, o produto terminará com | + 40 = 41 zeros. 

Resposta: (D) 

A 
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Capítulo 3 


Expressões algébricas 








Este capítulo é uma introdução às expressões algébricas simples. Entretanto, toda a álgebra 
consiste em utilizar expressões algébricas, portanto o assunto será continuado em outros 
capítulos, apresentando tópicos cada vez mais avançados. 


Questões clássicas 


No volume 2 deste livro, a maioria das questões são de concursos posteriores a 2000, 
entretanto neste volume 1 apresentamos questões clássicas, ou seja, questões caídas em 
concursos antigos. Note que em um concurso atual, é pequena a chance de caírem questões 
idênticas às antigas (apesar de ainda aparecerem). Entretanto, as questões antigas são 
excelentes para exercitar o conteúdo da álgebra, e elas servem como base para as questões 
atuais. Por exemplo, é dificil atualmente uma questão pedir apenas o MDC entre expressões 
algébricas, entretanto as questões atuais pedem outros resultados mais elaborados, para os 
quais será preciso, durante a resolução, calcular o MDC, uma fatoração e outras técnicas 
básicas. Portanto, nos concursos atuais, é considerado que as operações básicas (que eram 
pedidas nos concursos antigos) são consideradas como “conteúdo dominado” para a resolução 
das questões modernas. Sem o conhecimento das questões clássicas, não é possível resolver as 
questões das provas atuais. Uma questão caída, por exemplo, no Colégio Naval em 1953, 
nunca deve ser encarada como “isso não cai mais”, mas como “preciso saber fazer isso para 


resolver as questões modernas”. 


Termos e expressões 


Você já conhece os termos e as expressões desde os primeiros anos do ensino fundamental. 
Por exemplo, ao realizar uma operação de adição como 5+3, dizemos que o 5 e o 3 são os 
termos da adição. Também está acostumado a trabalhar com expressões, desde as mais 
simples, como a do exemplo acima, até expressões mais complexas e trabalhosas para 
Calcular, porém envolvendo somente números. Agora você conhecerá os termos algébricos e 
85 expressões algébricas. 


Termo algébrico 


O termo algébrico é uma multiplicação de números e letras. As letras representam números. 
~S Números e as letras que os representam, são a princípio desconhecidos, ou seja, podem 
assumir qualquer valor real. Podemos calcular o valor de uma expressão algébrica, desde que 
sejam dados os valores dessas letras. Quando temos equações que envolvem essas expressões, 
Podemos muitas vezes descobrir os valores dessas letras, que nesse caso são chamadas de 


“Rcógnitas, Isto será abordado a partir do capítulo 9. 
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Exemplos: SN 
2x 


“УА À 
“ 








4x2 
—3ab 
5x?y3 
—4ab?2c2 


Todo termo algébrico pode ser dividido em duas partes: 


e Parte numérica ou coeficiente 


° Parte literal 
Exemplos: 
239y3. 
Coeficiente: 9 


Parte literal: xy? 


-3abc?: 
Coeficiente: -3 
Parte literal: abc2 


12: 
Coeficiente: 12 
Parte literal: náo tem (considera-se 1) 


Este último náo é um fermo algébrico, mas sim, um termo, já que não possui parte litera] 
As letras da parte literal são chamadas de variáveis. 


Termos semelhantes 


Dizemos que dois termos algébricos são semelhantes quando possuem a mesma parte literal, 
podendo ter coeficientes diferentes. 


Exemplos: 

4x3 e -12x3 
4abc e 6abc 

2x e —5x 
—4mp2 e 10mp2 
6xyz e —2xyz 


Uma característica importante dos termos semelhantes é que podem ser somados 
algebricamente. Por exemplo, 3x+7x é igual a 10x. É como dizer “3 laranjas + 7 laranjas él 


a 10 laranjas”. Para somar termos semelhantes, basta somar algebricamente seus coeficientes ° 
repetir a parte literal. 


Exemplos: 

4x3 -12x? = -8х3 
4abc + 6abc = 10abc 
2x —5x = —3x 

-4пар2 +10mp? = бтр? 
Oxyz — 2xyz = 4xyz 


Scanned by CamScanner 


o. 


tulo 3 = Expressóes algébricas 145 
Ca a nodemns efetuar a adicta de n np 
o lado, não podemos efetuar a adição de termos que não sejam semelhantes, Uma 


r outr - Mv . к 
ын mo 3x+2y nào pode ser efetuada como fazemos em 3425, Devemos deixar o 
: š бал , 
a indicado, simplesmente como 3x+2y, nesse caso, Ё claro que se forem indicados os 
xey podemos substitui-los e encontrar o nümero resultante. 


Reducáo de termos semelhantes 


Reduzir os termos semelhantes em uma expressão algébrica ë realizar todas as adições 
algébricas possíveis de tal forma que não haja repetição. Nem sempre conseguimos juntar 
todos os termos semelhantes, em alguns casos podemos apenas reduzi-los, 


Exemplo: 


Reduzir 08 termos semelhantes da expressão 3x + 7y + 4x - dy + x“ +5 
Зх e 4x são semelhantes Э Зх+4х=7х 

7y e -2y são semelhantes Э 7y -2y = 5y 

Ficamos então com: 


7х + 5y + х2 +5 


Exemplo: 


2 
Reduzir os termos semelhantes da expressáo 5 +2х+4х+х 
1-х 2х? +5xº 


No numerador do radicando, podemos reduzir 2x+4x=6x. No denominador podemos reduzir 
-2x>+5x2 = 3x2, Ficamos então com a expressão: 


| l+6x+ x? 
l-x+3x? 
Essa expressáo é equivalente á anterior, entretanto ainda possui termos semelhantes: 


E € -x são semelhantes 
X^ e 3x2 são semelhantes 





Entretanto, esses termos semelhantes que restaram não podem ser juntados através de soma 

algébrica, Quando uma expressão tem apenas adições e subtrações de termos, é possível 

-— totalmente os termos semelhantes. Quando existem frações ou expressões mais 
as, pode não ser possível agrupar todos os semelhantes. 


E гә ғ 
*Pressões algébricas 


Um 

a — 4 e E ” 2 A A 2 1 1 Л 

мин expressão algébrica é uma combinação de operações matemáticas nas quais estão 
vi 


5 dos termos algébricos. Tipicamente sáo envolvidas as operacóes estudadas no capítulo 
or: 


Exemplos: 


1) Vx! 3 
= 


10 
2) é uma expressáo algébrica 
Х 


2) 9x é 
е Uma expressão algébrica (é também um termo algébrico) 


a 
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5 
С — 29 
З) (Ja?b3 + Sab + ) ë uma expressão algébrica N 


1) X? 4х2 + 5x + 18 6 uma expressão algébrica 





Valor numérico 

As letras de uma expressão algébrica representam números quaisquer. O valor пита 
uma expressáo algébrica ë o resultado numérico obtido quando eSpecificamos MI 
particulares para cada uma de suas letras. k Ore. 


Exemplo: 


Calcule o valor numérico da expressão algébrica abaixo para x = lJ ey=-9 


1х°уЗ = 2х ~ Зу 
Substituindo x por 1 e y por -2, ficamos com: 


4.12.(-1)3 - 2.1 -3.(-1) = 


4.(-1) -2 + 3 = 

-4-2 +3 = -3 

Ехегсісіоѕ | 
Е1) Reduzir os termos semelhantes das seguintes expressões algébricas | 
а) 2x + 5 + За + 6 – 4ax k) a? + агр + ab? + b? + a?b + ab? + ba? + a | 
b) 2x + Зу +4х -6y +8x —4y +10x —8y |) 2x? + 5xy -3y* + 6 + 2x -3y + 4 + 4xy «6x 4y +12 x 
c) X + y + z + 3x + 5y + 4z +6xyz m) —6xy + 2x? —3x3 +8xy + 2x +3x2 + By + 4x 

d) 4x + 5y + 3x2 + 2xy + 5y? — 12x - 15y + 4x2 n) 4420 + За? — 6b? + 4ba? — 2ab + 2b? + Зра + Bha  — 
e) 3x? +2y2 -3x +5x2 —2xy 43х-2у +x —x2 —2y2 —3xy о) xy? — 3x2y2 + 4xy — 3x3y2 + 2x2y2 — 3x2y3 | 
f) 2xy + 4y3 — 5x2 + 5xy2 + 3xy — 9y3 + 4x2 — 3x р) Зар + 2a? — 5b? + 2a?b — 4ab + 3b? + 2ab? + 5ab — — 
g) 3m?n + 4p?q + 5nm? + 4qp? +2mp + 4nq q) 5x? + 2x3 + 4x -7 + 3x2 -5x3 -12x + 15 | 
h) 2x? — 3y? + 12x - 10у + 3x2 + 5y? — 2x + y - 12 r) 3X°y +2xy + 4xy2 + 3yx —7y2x —8yx2 + 10 | 
i) 2xyz + 4х2 + 6zy + 3xy —Bzx + 3yz + 3yzx 5) 2ab + -4a?b + Gab? -4a? -3b? + 5ba + 2b?a+ 32 | 
j) 2x2 +5y? -6x +4x2 -7xy *6x —3y —9x2 -5y? —6xy t) 3x2 - 4y? + 18x – By + 7x2 + 9y2 — 12x + 2у-10 


E2) Calcule os valores numéricos das seguintes expressões algébricas, dados os valores de sus | 
variáveis | 


a) x? + 3x +2 para x=3 k) 1/(x*y) + 2/xy + (ху)-12 para x=1 e y=4 

b) a? + Зар + b? para a=1 e b= -1 |) abc + a*b*c para a=1, b=2 e c=3 

c) 3x+5 –у? + 3xy para x=2 e y=3 т) a? + b? + c? + 3abc para a=2, b= -2 e c=3 

d) x3 + 4x? -3x + 7 рага х=2 n) 3х+2у + 4ху(х-у) para х=2 е y=1 

е) 3/x + 4/y para х=5 e у=6 0) (х2 — y2)/3 + (2x + 3xy)/4 para x=2 e y= 2 

f) - ший Т para х= -4 р) (х-1)(Х-2)х-3) (х-4)(х-5) (х-6)(х-7)раах9) — 

7 e i Pd od q) (a-4).(b7 + 10b5 + b5) para a=4 e b=5 | 
- z r) (x-3).(x44). (x^ = | 

i) (x*1).(y-2).(z*3); para x=2, y=1 e z= -5 | J^ x ^i S) нч. ani a | 


j) x9 By + x!y? — x65; para x=1 e у= -1 t) 34x6 — 32x8 + 10x para x=3 


Classificacáo de expressóes algébricas 


Podemos formar infinitos tipos de ex 


2 esse 
$ pressões algébricas, bastando partir de em сой 
numéricas e colocar letras по lugar de n ' : 


ümeros. Podemos usar várias letras, e cada Ч „ ш 
^ ° ° . ” n 
poténcias diferentes, e combiná-las por adicóes, subtracóes multiplicações, divisões, p^ 
e raízes. Sendo assim, podemos formar expressões al sh is simples 2 „з 
gébricas, das mais abri 


complicadas. Na maior parte da álgebra, ë mais Comum a ocorréncia de expressões ы 
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simples. À primeira coisa que precisamos para estudar essas expressões é clasificadas, ou а, 


identificar certas características importantes, 


Toda expressão algébrica pode ser classificada em racional ou irracional 


Expressão algébrica racional ë aquela em que suas variáveis aparecem somente elevados 2 
potências inteiras. 


Expressão algébrica irracional é aquela em que existem variáveis elevadas a poténci 


25 que não 
sejam números inteiros, por exemplo, raízes. 


Exemplos: 
5x2 + Axy? * 25y : racional 
3 — ; 
J5.2 +4x : racional também, pois os coeficientes podem ter raízes 


Ji- x +2xy  :irracional, porque existe parte literal dentro de um radical. 
1-х” 
1+ xy 
Se a expressão for racional, é possível ainda classificá- 





: Tacional, as letras estão elevadas a expoentes inteiros e não em radicais 


la em inteira ou fracionária. 


Expressão algébrica racional inteira ë a 


quela que é racional e não possuí variáveis em 
denominadores. 


Expressão algébrica racional fracionária é aquela que é racional e possui variáveis em 
denominadores. 





Exemplos: 

5x2 + 4xy3 : racional inteira 
3 

1-х : racional fracionária 

1+ xy 

X y . ирэн" . 

-41- : racional inteira, pois não existe letra em denominador 
3 


Note que se uma expressão algébrica for irracional, não há interesse em classifica la em inteira 
ou fracionária. A classificação em inteira ou fracionária se aplica apenas a expressões racionais. 
Exercícios 


E3) Classifique as expressões algébricas em 
(1) irracional, (RI) racional inteira ou (RF) racional fracionária 





2 2 2 2 3 7 
) += pp A. 
9 16 25 AAN 


b) xV/8—3./5 ATTE ) 3x+x °? +5 


l 4 
9) x! 42y 4x2 m) e +247x+ 42.37 








d) 2x? 43y? n) х243х--5--/у 
e) xf -2x* 15x? +4x—7 0) + +X вхо xe? ex 
0 Х 2X 5х? +4х-7 jJ Lu 1 у 

6 5 х-1 х+1 x -l 


: 


Scanned by CamScanner 


O 
148 p TINI 


————— n ER 
x'-2x 5x +4х-7 1 p-5x +2х+4 
Ax +36 5x 
" Ее А 

h) 2- у 2 X 

x : s) (х+5)(х—7) 
: 2 2 
y ма” t) (x+ sy - 7) 


Monómio e polinómio 
Uma expressáo algébrica racional inteira é chama 


. ° 1 4 
um te , B . 


Exemplos 
Ax? : monómio 
-ЗаЬс2 : monómio 


x^*3x^-2x-5 ^ : polinômio 
xy^t4x^ytxy*l : polinômio | | 
O termo que não possui parte literal é chamado de termo independente. Nos cinco exem 
acima, o termo independente vale respectivamente 0, 0, 0, 5 e 1. 


pio 


Lembre-se que para ser polinómio, a expressáo algébrica precisa ser racional inteira. 


Náo sáo polinómios: 

5/х + 4/y +7 : Expressáo algébrica racional, porém fracionária 
4x1 + 5yl3 : Expressão algébrica irracional 

l+ x° 





z : Expressão algébrica racional fracionária 
1-Х 
х +3х+5+4/ у : Expressão algébrica irracional 


OBS: Os polinômios mais usados na matemática são os que possuem apenas uma letra, mas a definição 
de polinómio também se aplica aos que tém duas ou mais letras. 

Binómios e trinômios 

Uma expressão algébrica racional inteira, com um só termo, é chamada de monômio, como Ë 


vimos. As expressões com 2 e com 3 termos são polinômios, mas recebem nomes adicionais 


2 termos: binômio 
3 termos: trinômio 


É correto dizer que o monômio, o binômio e 


ente 
O trinô Ї A i : res ectivam 
1, 2 e 3 termos. mio sáo polinómios com resp | 


4*x? puer" | Exemplos de trinómios: 
9x3 — 2xy x? + 3x +9 
x+] 2xy + 4x3 + 5 
x10 + 5x9 x? — 3х5 + 2x2 
x^/2 + xº/5 аЗ + 2ab2 + 3ab 
3a + 2b а2/5 + b3/8 + 3abc 
xyz + 4x? 4xyz + 3abc + x2a2 
x^ — y2 + ху 
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Е т monomio ои polinómio 


grau de Ч 21 
O grau de um monômio é a soma dos expoentes das suas variáveis. 
mplos: 
pr P 2° grau 
id 5? grau 
2 
гі О 
° prau 
Заре 3° рга 


O grau de um polinómio ё o maior entre os graus dos seus monómios. Em outras palavras, 
qeterminamos o grau de cada um dos seus monómios. O grau máximo encontrado é o grau 
do polinómio. 


Exemplos: 

х2+3х+5 2° grau 

х?у+3х+у° 3° grau 

xy3+4x2y+xy+] 4° grau 

5 2º grau (o 5º não conta, somente as letras) 
S7x24+3x +5 2º grau (o 37 não conta, somente as letras) 


Polinômio homogêneo 


Dizemos que um polinômio é homogêneo quando todos os seus termos possuem o mesmo 
grau. 


Exemplos: 
4x%2xy2Hx2%y | Polinômio homogéneo de 3? grau 
2х?+у?+5 Polinómio náo homogéneo do 2° grau (devido ao 5, que é de grau 0) 


Polinómio em x 


Um polinómio em x, ou P(x), ë aquele que possui uma única variável x. É claro que podemos 
ter qualquer outra letra ao invés do x. 


Exemplos: 

X +3х+5 Polinómio em x do 2° grau 
Y +3 y24y+7 Polinómio em y do 3* grau 
x*-2x+50 Polinômio em x do 4° grau 


Polinômio completo 


Ж ТИРИ 21 
a lo completo é aquele que tem todos os termos possiveis, desde o grau do polinómio, 
? grau zero (termo independente). 


amplos: 
+3y2+ 
зе ш Polinómio em y completo, do 3° grau 
Polinómio em x completo, do 2° grau 
Mais 
variável ^ vez lembramos que apesar da noção de polinômio completo ser usado para uma só 
хеу a : conceito se aplica também a mais de uma variável. Por exemplo, um polinómio em 


Srau, pode ter as seguintes combinações de partes literais: 





Á 
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L+ — 


Se 9 deve ter t 

/ xo do 3° grau ermos 
Sendo assim, um polinômio em X € ) complet 5 rude com tog 
i , | ema e mais o termo In ependente. emplo: а, 
opções de partes literais indicadas acima, € Me Ex | 


ЕУ i í f y - 1) zT 1 +. P 7 


Completar e ordenar P(X) ——— 
| = olinômios. Mui 

Mais adiante veremos como realizar operações mE [sto significa que мөн Operae 

exigem que os polínómios estejam ordenados e comp i нэ „ЭЗ graus dos se 

i dem decrescente, do grau máximo até o grau 0 


monómios devem ser dispostos em or A (term 
| 1 : linómio esteja 9 
independente). Além disso, muitas vezes é preciso Hue a asa die : ов а OU seja 
que aparecem termos de todos os graus. Para isso, quan rmo de um cer 
grau, colocamos este termo com coeficiente zero. 
Exemplo: 
Ordenar o polinômio 3x + 12 + x? — 2x? | 
Colocando os termos em ordem decrescente Че grau, ficamos com: 
x? — 2x? +3x + 12 
Exemplo: 
Completar o polinômio acima 
Devemos adicionar os termos de grau 4 e 3, com coeficientes zero. Ficamos com: 
x? + 0x! + 0x? — 2x? +3x + 12 
Exercícios 
E4) Dados os polinômios abaixo, indique o grau, se são completos (C) ou homogêneos (H) 
a) 3x2y + x* + Зу? k) 3a + b + b? 
b) xy! — 3x2y2 + 4xy — 3xºy2 + 2x2y2 - Зх2у? |) 3x2 + 3x + x* 
с) 3х5 + 9x! - 8х2 m) x? + y? + 3xy 
d) a? + 3ab2 + b? n) х2у + xy? + 2х + 2y 
e) х? + у? + 22+ 23 0) 2Х:Е2Х-2 
)1-х24х5-3х/ p) 22 + x? + y? + 3xyz 
g) x° + 3'?x? + 220 + 2% д)х2+у2+2х+у+5 
h) ху2+27х2 + 3957 r) x3 — 25 
) 557 + 2х2 43x! + 5 S) 0x* + 2x? + 3x + 5 
p1- t) x2 + y? + бху + Ох + бу 
E5) Complete e ordene os polinômios abaixo 
з) 18 + Z° к) 3x2 + 2y2 + 4х + Зу + 6 
с) 25 + Зх ~ 4х m) 3х2 - 4х + 2x! 
d) 3 + ду + 3⁄5 + 45 n) x-xi 
ej 395 + 2 * de 0) 6x5 + 4x? *2x* + 7 
Kor e т 0)9-2х% + 3x5 — 3х% 
05147 нэн 6 
A da? r) Jab + b? + 6 
Depot. "T 
j) y 4у ) 2x2 -2x +2 
y 
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operações com monômios 


Mostraremos agora as operações com monômios que tenham qualquer número de variáveis. A 
partir dessas operações poderemos partir para as operações com polinômios. 


adição e subtração de monômios 


co é possível adicionar ou subtrair monômios que sejam semelhantes, ou seja, que tenham a 


mesma parte literal. Para realizar a operação, fazemos a adição ou a subtração dos seus 
coeficientes e repetimos a parte literal. 


3x? Е 5x2 = -9x? 

tab +5ab = 9ab 

-3ху? + 7xy? = 4ху” 
_3abc —5abc = —8abc 


Quando os monómios náo tém a mesma parte literal, devemos simplesmente deixar a 
operação indicada: 


Exemplos: 

2x + 3y = 2x + 3y 

x2 + 4х = x? + 4х 

xl0 _ х9 = x10 _ х9 
-3abc + x? = —3abc + x? 


Ito não significa que a adição ou subtração não exista ou não possa ser realizada. Essas 
operações existem, apenas não temos como unir os monômios em um só, o resultado fica 
obrigatoriamente na forma de binômio, já que não existirão termos semelhantes para reduzir. 


Exercícios 

ЁО) Efetue as operações 

a) 2x + 7x f) 3ab + 5ab —7ab k) —6xy + 2xy —4ху p) 2xyz + 3yxz + 42ух 
b) 4y - 3y + 10y g) 10ху + 3xy —4xy |) 222 + 322 —8z2 q)2b+5+5b+8 

с) 5x2 + 3x2 — 10x2 h) 2x + 5+3x+8 m) 3abc + 2abc — 7abc r) 2x2 — 7x2 — 5x? 

d) 33 — 6x3 + 8x3 )x*y*tz*x*y-z п) 2x2y + 3x?y + 4yx? s) 2abc + 3cab — 8bca 
e) 4x2 +3x2 _9у2 j)4b+5+3a-3+2a+b о) За + 2b + 4a — 7b t) 5x + 2x + 3x - 8x 


Multiplicacáo de monómios 

A multiplicacio de monómios funciona da mesma forma que a multiplicação de números 
fatorados. Em anos anteriores do ensino fundamental, surgiam problemas como o do exemplo 
abaixo: 

23 34 52 . 924 32 53 


Ao multiplicarmos os dois produtos, tudo vira um produto só, e podemos agrupar as potëncias 
“ mesma base (repetir a base e adicionar os expoentes). No caso, ficamos com: 


234 зөө. 5283 = 97 36 55 


Note que juntamos apenas bases iguais (base 2, base 3, base 5). 


— E 
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152 nte da mesma forma, ЫГ 

А multiplicação de monômios funciona exatamenu 
loa r nios 

1) Multiplicamos os coeficientes dos ман хэв expoentes 

2) Agrupamos as letras Iguals, adiclonane ^" 

Exemplos: | 

(4ху).(-3х?уЗл)  - L2xcly hz 

(8ab?). (Sab?) = 40ub/ 

-5.(2x^) = - 10x? = 

(-2x2y), (-5хег) = - [Ox yz? 

(5x). (4x7) = 20x? 

Exercícios 

E7) Efetue as operacóes " | 

a) (3x2y5).(5x22) = f) a?b.(-2ac) = k) n a А nn - 

b) (28309) (Зах) = g) -3xy.(-6x) = ) x3y.( /2 .x°) ү xy Dy = 

c) (2x9) = h) 5ab(-3a?b?) = т) -302b*.(4atb”) = 0 (3270) (atto a 

d) 2xy.(-4x) = i) abc.(-6a3b?) = n) (4xy).(4xy) = 8) 3X2.2y2.1023 = 

e) 3abc.(2a2bc) = |) 4x2y.6x3z = 0) 2x.2x.2x = Y C2xy).(-3yz) (bg) 


Potëncias de monómios 


A potëncia nada mais é que uma multiplicação com fatores iguais. Tratamos os monómios de 
forma semelhante como tratamos os números, lembrando-se das propriedades das Potências, 
Vejamos por exemplo como elevar ao cubo o monômio: -5x^y?. A regra de potência ф 
produto diz que devemos elevar cada um dos fatores do produto: 


Csey = (5) yo) 


Elevamos o coeficiente à potência desejada, no caso elevando -5 ao cubo encontramos -125. | 
Agora temos que elevar cada letra, que por sua vez já tinha um expoente. Em cada uma delas | 
temos que aplicar a regra de poténcia de poténcia: repetir a base e multiplicar os expoentes. 
Ficamos entáo com: 


(-5y G2 f (y? J =-125x* y? 


Outros exemplos: 
(4x)? = 16x2 
(-5x?? --125х6 
2x)? - 32x? 
NAT = X200 
(-2x99 = _8x27 


(—2ab2)4 = 16a*p8 
(3a3b2)3 = 273956 
-9atb-2)) = -39а20н-10 =n E ^ 

€ monómio, mas o cálculo com expoente negativo está (° 
Os dois exemplos acima nào 
devem ter expoentes positivos, 
monómios. 


|00) 
° Pois por definição, monómios е рой pelo 

: . 0 
9 método de cálculo é o mesmo usa 


580 monómio 
Apesar disso, 
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gxercícios 
as operações 

as | [жез а k) (4y?) = p) (-2х) = 
| ук, = 1 vd E |) pet - q) (-3ху2) = 

2 = n) CX prm m) (2х) = r) (2x2 = 
à p= н ate м 
e) (-5х) = J y 0) 5x? = t) (5x?) = 


pivisáo de monómios 

Quando dividimos um monómio por outro, o resultado tambëm será um monómio, desde que 
o primeiro seja múltiplo do segundo, ou seja, as letras do segundo monómio tëm que aparecer 
no primeiro, com expoentes iguais ou maiores. O coeficiente do primeiro náo precisa ser 
múltiplo do coeficiente do segundo. 
Exemplo: 

Dividir 5x3y? por -4ху? 


Ao dividirmos os coeficientes, o resultado será —5/4, o mesmo que -1,25. Quanto às letras, 
vemos que o x que está elevado a 1 no divisor aparece elevado a 3 no dividendo, e que o y 
que aparece ao quadrado no divisor, também aparece ao quadrado no dividendo. O resultado 
da divisão continuará sendo um monômio: 


34,2 
- 5 > =-1,25x y^? =-1,25x 
Xy 





Para obtermos os expoentes do resultado, basta subtrair os expoentes do dividendo e do 
divisor, nas letras correspondentes. 


Outros exemplos: 

-12x%? + 4xy = -3x?y 
20x?y372 + 5x2y2 = 4yz2 
За2523 + 6a2b2 = 0,5c3 
15x2y2 = -3x2y? = 
124759с2 + 6a3b5 = 9a4c2 


5x? -5 = x? 

айн: = (1/8)a? 

Exercícios 

E9) Efetue as Operacóes 

a) 4x2y3 + 2xy = f) xy? + (3xy) = k) 24x9y4z + (-60х%уг) = р) (6ху22)2 + (-2xy3) = 
b) бузу + (-3x2y3) = g) -9ab2c3 + (3abc) = ) 120x232? = (-6х?у)= а) (-2х2у22)3 + (-3x4) = 
С) 2Xyz + 9z = h) 12х2у3 + (-5xy) = m) -64x2yz + (—4xyz) = r) (-4ху22) + (2x2y2z4)= 
+ xt) = i) 6xyz + (-5x) = n) x2yzº + 6xyz = 5) (CX'yz? + (4x2)? = 
NR + (5x2) = j) 20x3yz2 + (-5xyz) = 0) 28x?y? + -2xy* = 0 (-2ху2) + (-2xyz?}? = 


M A 2 Бал... “ E Р - 
Опотіос пао divisiveis 
Сото 


id vimos, a divisáo de monómios só dá como resultado um novo monómio, quando o 

a tem as mesmas letras, com expoentes iguais ou maiores que as do divisor. Se essa 
n ica 4 " . ” а г» r 

"540 nào for satisfeita, a divisão ainda assim poderá ser feita, mas o resultado não será um 


mo 4 1 , q É i 1 
ine mio, pois terá expoentes negativos, o que faz com que a expressáo algébrica deixe de ser 
ira. 


— 4 
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A B 
Exemplo: NIS 


х” + y = х\/у a x3y-1 


A divisão está algebricamente correta. O único detalhe a ser observado é que este | 
não é um monômio. É um termo algébrico racional fracionário, devido ao EXPoenta 


ult; 
; t d 
Isso náo impede que a divisáo seja realizada e que O resultado esteja correto, ° gat 
Exercícios 

E10) Efetue as operacóes 

a) 2x3 + 4y? f) 8х3у2 + xy = k) 24xy3z + (-6x*yz) = р) (4xyz)? + (охув) 
b) -5xy? + (-3x22) = g) 18ac? + (4a?bc) = )-80y'z*C3XY)- DEA 39). 
C) -дау a. (3a?b3c!) - h) 20x2y3 4 (-5xy) = m) —44xyz = (-4ху222) = r ) (-1 Oxy2z)3 + Ауы. 
d) 4xyiz + (Sxyz1)= |) б0хуг +(-5x?) = п) -36ху22 = 6xX Z= 5) C2xyzy. (ap. 
е) 2x2y2 4 (—xyš) = j) 40x3yz2 Ea (-5х2у222) = 0) 18x2y al -4ху? - t) (-2x2y2) + (-2хугр 2 
Distributividade 


Veremos agora uma das mais importantes aplicações da propriedade de distributividade Ji 
estudamos nos capítulos 1 e 2, a distributividade da multiplicação em relação à adição 
algébrica: 


x.(a+b) = x.a + x.b 
x.(a-b) = x.a - x.b 


Esta regra pode ser estendida para expressões com múltiplos termos entre parênteses: 
x(a+b-c+d+e-f)=xa+rxb-xctxd+x.e-xf 
A propriedade da distributividade também se aplica quando invertemos a ordem dos fatores: 


(a*b).x = a.x + b.x 
(a-b).x = a.x — b.x 
(a+b -c+ d+ e - f).x = a.x + b.x — c.x + d.x + e.x — f.x 


Podemos entáo usar esta propriedade para multiplicar um monómio por um polinómio. 


Exemplo: 
x2.(3x+2) = х2.3х + x2.2 = 3x? + 2x? 


por cada UM 


Para multiplicar um monómio por um polinómio, basta multiplicar o monómio wa 
evemos 


dos monómios que fazer parte do polinômio. Em cada uma das multiplicações d 
em conta os sinais. 


Exemplo: 

a.(a*b) = a^ + ab 

2x3 (x - Зх - 5) = 2x? - 6x* — 10x? 

-5ab.(a? -%ab + b^) = „5а? + 10a?b? -5ab3 
(x? — y2)2y = холу — у 

-2x.(x? - 2x? - 3x + 5) = -2x* + 4x3 +6x2 -10x 
2xy.(x? -y* -2xy) = 2xºy -2xy? -Ax?y? 


A 
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Em muitos ——— à operação inversa, ou seja, dado um polinômio, encontrar 
um monde” P ômio que, se multiplicados, resultam no polinômio original. Vamos 
fazer isso com os exemplos que acabamos de apresentar: 


Exemplo: 


a2 + ab 


Devemos encontrar um monómio que seja múltiplo de cada um dos termos deste polinómio. É 
facil ver que este monómio é a, entáo podemos escrever como: 
q? + ab = a.(a+b) 


O polinómio que aparece multiplicado ë fácil de ser obtido, basta dividir cada termo do 
polinómio original pelo monómio a que foi encontrado. Esta operação se chama “fatorar o 
polinómio”. O assunto é extenso e tem um capítulo inteiro a ele dedicado neste livro. Mas 
aqui já estamos apresentando uma das formas mais simples de fatoragáo. Dizemos que O 
monómio a encontrado foi “colocado em evidéncia”. Vejamos um outro exemplo: 


Exemplo: 


Fatorar 2x? — бх“ — 10x3, colocando um monómio em evidência 


Temos que encontrar um monômio que esteja contido nos fatores de 2x9, de бх! e de 10x3. 
Este monômio é fácil de ser encontrado: ele é o MDC (máximo divisor comum) entre os 
termos do polinômio dado. Este assunto será estudado no capítulo 5, mas podemos resolver o 
problema agora, pois é fácil encontrar este monômio, sem realizar cálculos. Entre os 
coeficientes 2, -6 e —10, vemos que todos podem ser divididos por 2, então coeficiente do 
monômio que vai ficar em evidência é 2. Entre as partes literais temos x, xt e x?, vemos que 
todos podem ser divididos por x3. Então o monómio que vai ficar em evidência é 2x3, 
Dividimos agora cada um dos termos do polinómio original por 2x9 e encontramos, 


respectivamente: 


(2x5) + 2x3 = x? 
(-6x*) + 2x3 = -3x 
(-10x3) + 2x? = -5 


Entáo concluímos que: 
2x5 — 6x! — 10x3 = 2x3. (x? - Зх — 5) 
Outros exemplos: 


-5a3b + 10a2b2 _5ab3 -5ab.(a? -2ab + b°) 


x2zy — уЗ; = zy.(x*- y”) 


-2x* + 4х3 +6x2 —10x = ES - 2x? - Зх + 5) 
2x3y -2xy3 —4x2y2 = 2ху.(х? -y^ -2xy) 
Exercícios 
E11) Efetu 5 
a) M š a) = шиг 5.(a2 — b?) = k) 3xy(1 -6x -2x2 -3y?)= — руху(Х + 2X + 5) = 
b) 3ab.(x — 2y — 22) = ) -3 (a? — b2) = )-2(3x-4y + 2xy -3)= Q) 4a?bc.(2ab? — 3abc3) = 
c) -3.(2 -x -5 ) = h) —1.(a2 — b?) = m) 2ab.(3a + 2b2 —4ab)= г) 2xy?.(x? + 2xy + 8) = 
п) 4х2уг.(2х + 3y- 4z)= — s)(2xy2(x+ 3y) = 


d) 2ab(3a + 2b + 2 ү 42-102)5 | 
6) “ий -= 2+ nis ) | + - Ер + 5x — 8) = o) 2ху(х2 + y? - 2xy) = t) x3y.(x2 + 2y? + x + y) = 


LP am = 
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— À— Hu A ERRANT B s Ч TETO (STAR | 

‹ | Е. vonómio em evite LA 
El 2) Fatore os polinómios, colocando um T SS > 
c) xy E N "A ; m) 593202 +10 abu elabi 

XV = 2XºV= оху“ Ee A + WAN y ES х” na 

222 | хэ л | | 

d dact 5 е em S n) " . 5 АМАА 
o) azx2 — AP A E o) Зао = 2980 
f) 4mx - 2m + Bm? = 4 "n Me М xy: 
д) 25220? — 125b? + 3750 = Qa, Бу оху 
h) 4x7 + 208 + 8xš = qe N' “в | Zab 
к y ra - A Sab - dadb? + 4a-b:— 12а 
i) Зах — Qah? MiS = s) 88:0 ЯГ" 
) 3a2bšxš — ах: + 120 bi узб +2 + 9 


j) 5a?bc + 15bšac + 25479 


= ^ а 
Adição e subtração de polinômios 
. — ed: ma forma como fazemos para ad 
Para adicionar polinômios, procedemos da mesma torma C emos para dicioni, 
„ re БТУ YN TNT? ` 
números. Á seguir, agrupamos os termos semelhantes, caso existam., 


Exemplo: | 
Dados P(x) = xŠ + 3x2 — 12x +15 e Q(x) = 9x2 — 4x + 6, calcule Р(х) + Q(x). 


Basta calcular: 


(x3 + 3х2 — 12x +15) + (2xº - 4x + 6) 


basta escrever o primeiro polinómio, e a seguir, os termos 


Como estamos apenas adicionando, 
semelhantes: 


do segundo polinômio. Fazemos então à redução dos termos 


-12x —4x = -16x 
15+6=21 


Ficamos entáo com: x3 +5x2 —16x + 21 


nios ordená-los e completá-los, e armar um dispositivo 


Uma outra forma para adicionar polinôr 
alinhados com os termos semelhantes 


de adição no qual os termos semelhantes de um ficam 
do outro. 

Exemplo: | 

Dados Р(х) = x* + 4x2 — 10x +15 e Q(x) = 3x? - 8x + 6, calcule P(x) + Q(x). 
Completando e ordenando P(x): x* + 0x3 + 4x2 — 10x +15 

Completando e ordenando Q(x): já está ordenado e completo 


Dispositivo para adição: 


4 40x? +4x? -10х +15 
-3x? -8x +6 


 — m rr rs 
х“ 4053 +7x? -18х +21 


x 


Resposta: x4 +7x2 -18x + 21 


Lembre-se 
1) Sempre use os polinómios ordenados e completos 


9) Coloque os termos semelhantes de um polinómio alinhados com os do outro 
3) Preste atenção nos sinais de cada termo 


p 
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subtração de polinômios e тш fácil. Basta lembrar que subtrair é a mesma coisa que 
adicional com o simétrico. Basta entáo trocar os sinais do segundo polinómio e adicionar com 


“meiro. 
o prime 
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nat Р(х) = 2x* + 5x2 — 6x +15 e O(x) = 3x? — 8x + 6, calcule Р(х) - Q(x). 


Pix) - Q(x) = 2x + 5x? — бх +15 -(3x? – 8x + 6) 


- 9x! + 5x? — бх +15 -3x? + 8x - 6 


Observe aqui que re peumos o primeiro polinômio e trocamos todos os sinais do segundo 
polinômio. O motivo disso é que, um sinal negativo antes de um polinômio entre parênteses 
tem o efeito de inverter os sinais de cada um dos termos do polinômio. 


Para reduzir os temos semelhantes, devemos operar um de cada vez. É bom sublinhar ou 
destacar cada termo, para que não seja esquecido nenhum deles: 


Termos com х! 3 D>] + 5x2 — бх +15 -3x3 + 8x — 6 = 9х%... 

Termos com x?  2х* + 5x? — бх +15 + 8x — 6 = 2x* -3x? ... 

Termos com х2 > 2x* — бх +15 -3x? + 8x — 6 = 2x* -3x3 +5x2... 

Termos com X Э 2x! + 5х2 6х) +15 -3х3 [8] - 6 = 2x! -3x3 +5x2 + 2x ... 
Termo numérico > 2x! + 5x? - бх [+15] -3x3 + 8x [ d = 2x! -3x3 +5x2 + 2x +9 


O resultado é então 2x! -3x + 5x? + 2x + 9 


Exercícios 

E13) Calcule a soma dos polinômios 

a) (-2x4 + 4x3 +6x2 —10x) + (x4 + 2x3 -15x) k) (2x7 4x0 -2x* +5x? +5) + (2x5 -2x7 +43 —2xŠ -2x* ) 
b) (x2 +4x —12) + (2x2 — 4x2 +20x) |) (5х5 — 4x7 —2xŠ -3x* -5) + (2х5 +3x3 —2x5 +2x —3x* ) 
c) (x3 +4x2 6) + (2x4 -x5 + 3x3) m) (6 — Зх + 4x* +2xº ) + (2x5 -2x? —3xŠ +4x -2x* —3) 

d) (2x* + 3x2 — + 5) + (х3 —2x2 +3x) п) (2x2 +7х* +3х5 +4x8 ) + (2х5 4x7 +2x3 —65 +2x2 4) 
e) (-2x5 +3x5 — 4x4 —2x3 —x2 +2x +6) + (336 –2х3 +4x +7) o) (6х5 -2x7 +3x3 -5x + 2x* ) + (6x5 -3x7 —2xŠ +4x? —7) 
0 (6 -2x* +4x2 -3x -6) + (5х5 +3x4 —4x? +6) р) (8 –2х2 +4x* 5x0 +3x7) + (2x" +6x? +3x -7x* +4х2) 
0) (-2x5 — 5x4 2x2 +4) + (-2x6 +6х2 +7x -3) q) (2x5 4x3 +6x —2x* +9) + (3x5 6x? —3x$ +2x +5x2 —2) 
h) (6x1 +253 +2x2 —5х) + (3x* +20 -8x +5) r) (-3 +2х —X +5х' =D ) + (-5х7 +20 BO 31 —5) 
) (2x8 —3x5 +2x4 4x3 2x2 +7x 10) + (2x5 6x1 +4х +3) 5) (4xº -2x +3x —2X2 +7) + (3x0 +2x —4x* +3x2 8) 

) (2х5 +3x4 -5x3 +4x2 42x) + (5x4 +6х3 —2x +5) t) (8х –2х2 -2x! +3xº 1x1) + (728 +4x -3х5 +252 6) 
El4) Subtraia os polinómios 

a) (-2x* + 4x3 +6x2 1 Ох) - (x4 + 2x3 -15x) k) (6x -5x* +4х5 —2x") — (-7x$ *5x —2x* +3x2 —5) 

b) x? +14x — 6) — (3x3 — 3x2 + 10x + 5) |) (2x5 4x3 +6x +9) — (2xº -3x7 —4xŠ +5x +5x? -6) 

©) (2xº + 7x2 —6x) — (3x4 —2x6 + 5x2) m) (6х5 —2x? +3x3 —2x* ) - (4х5 -3x7 -2x$ 32x? -T) 

d) (4x3 -2x6 +3x 2x2 +7) — (3x6 +2x -Ax* +3x2 -8) n) (6 — 3x + 4x* +2x5 ) — (2х5 -3x7 —3x8 +5x -6x* —3) 

e) (3 +4x -3x3 -3x6 ) - (2x7 +2x3 —Ax4 —6) о) (4х7 -2x$ -3x* —5) — (3х5 +2xº –5х° +4х -3x* ) 

f) (9 -5x2 -5x5 +2x7) — (-3x7 +6x3 -5x* «6x2 ) p) (2x5 -5x3 +4x2 +2x) — (2x* *5x* —4х +6) 

g) (2x2 +3x4 +2x6 ) (3x5 -5x7 +2x3 —2x2 —4) q) (2x8 —3х° —4x3 —2x2 +7x —10) — (3x5 —4x* +7x +6) 

h) (C4 -3x6 -2x4 _1 5) 44x5 +3x3 6x6 +2x -3x* ) r) (2x8 — 5x* -2x? +4) — (310 +5x2 +6x —5) 

) (5X7 -2x6 +3x2 +4) -(3x5 -5x7 +6x3 -3x6 4x1) s) (3х5 —2x* +4x? -3x -6) — (4x5 +6x* —7x2 +5) 

) (8х +7ҳа +32 -2x) -(5x4 +4x3 —6x +2) t) (20 +3xš —2xº —X2 32x +6) - (2X° —5xº +6x +8) 
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Multiplicacáo de polinómios 
Jà aprendemos a multiplicar um monómio P 
multiplicar dois polinómios. O principio € simples, 
multiplicação em relação à adição. 


or um polinômio. Agora vamos , 

e é baseado na propriedade distrib, ©, 
+ ир, 

"а 


fr 


Exemplo: 


Calcular o produto dos binômios x*y € a+b. 


(x+y).(a+b) 


Chamemos a expressão x+y de z, ficamos então com: 


(x+y).(a+b) = z.(a+b) 
Agora lembremos da propriedade distributiva da multiplicação. A variável z está multiplicando 
o binômio a+b. Aplicando distribuição, ficamos com: 


7.3 + 2. 


Agora, lembrando que z=x+y, ficamos сот: 


(cty).a + (x+y).b 


Podemos aplicar distributividade novamente em cada uma dessas duas multiplicacóes. Como 
(x+y).a ë o mesmo que x.a + y.a, e (x+y).b é o mesmo que x.b + y.b, ficamos com: 


x.a + y.a + x.b + y.b 


Observe que cada termo do primeiro polinómio (no caso, x e y), aparece multiplicando cadi 
termo do segundo polinómio (no caso, a e b). Em outras palavras, multiplicamos cada termo 
do primeiro polinómio por cada um dos termos do segundo polinômio, e somamos 0 


resultados. 


Exemplo: 


(x+y+z).(a+b+c) = x.a + x.b + x.c + y.a + y.b + yc + za + 2. + 2.с 


- r y este 
Até agora estamos usando polinómios com termos simples, com uma letra só. Entretanto 
principio vale para polinómios com termos de qualquer tipo. 


Exemplo: 
(2х+3у2+42).(х? + y? + 2xy ) 
= 2х3 + 2xy2 + 4x2y + Зх?у? + Зу? + бхуЗ + 4x2z + 4xyz + 8xyz 


m 3 term? 


Para não fazer confusão, você pode armar uma pequena tabela. Os polinômios te de cad 


cada um, entáo formamos uma tabela com 3 linhas e 3 colunas. Colocamos 20 la es 
linha, os termos de um polinómio, e acima de cada coluna, os termos do outro polinóm 


2x Зу? 47, 


dh 
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PIO TT >>> 
A seguir multiplicamos todos os termos do primeiro polinômio, por cada um dos termos do 


segundo polinômio, colocando os resultados nas posições corretas da tabela. No final, reduza 
termos semelhantes, caso existam. 
08 








Mais um detalhe muito importante: cada uma dessas multiplicações deve ter o sinal correto. O 


esquecimento dos sinais é um dos erros mais comuns dos alunos que lidam com este assunto 
pela primeira vez. 


Exemplo: 
Multiplique os polinômios 3x2 — 2x +5 e x3 -2x2 -3x +5 
х” -2x* -3х 5 
3x2 
-2x 
5 


Neste exemplo, termos que fazer 12 multiplicações de monômios, e cada uma delas deve ter o 
sinal apropriado. Observe na tabela acima que colocamos os termos com os respectivos sinais. 
Os positivos podem ficar sem sinal, mas os negativos devem permanecer com o sinal. Fazemos 
então as multiplicações de todos os monômios, observando os sinais: 





Agora temos que agrupar os termos semelhantes: 


Termo em х: Зх? 
Termo em х: -2x4 -6x^ = -8x* 
Termo em х: 5х3 +4х3 -9x? = 0x? = 0 


Termo em х: -10x2 +6х2 +15x2 = 11x? 
Termo em x: -15x -10x = -25x 
Termo independente (aquele que não tem letra): 25 


O produto pedido é então: 3x5 -8x4 +11x? -25x +25 


Desenhar uma tabela ajuda muito quem está começando a estudar o assunto, mas com a 
prática, o aluno conseguirá realizar esses cálculos sem armar a tabela. O importante é prestar 
atenção nos sinais, não esquecer de reduzir os termos semelhantes, e fazer os cálculos de forma 
bem organizada para não errar devido à bagunça ou letra feia. 


Exemplo: 
Calcule (x^-5).(x3 -7x2 -4х +6) 


Começamos multiplicando o x2 pelos termos do segundo polinômio 


e. __ 
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(x2-5).(x3 -7x2 —4х +6) = x5 -7x* -4x +6x° ... 


; . 1: inómio 
A seguir, o -5 deve multiplicar os termos do segundo polinóm 


(x2—5).(x3 -7x2 -4х 46) = x? -7x* -4x +6x2 -5x3 +35х2 +20х —30 


Observe que levamos em conta os sinais em cada uma das multiplicações de Monôm; 
Finalmente podemos reduzir os termos semelhantes. O resultado final será: 105 


x? —7х* -4x3 +6x2 -5x3 +35x2 +20x -30 
= x? -7x% -9x3 +41х2 +20x -30 


Outro método para armar a multiplicação 

A multiplicação de polinômios requer a multiplicação de cada termo do primeiro Polinômio 
por cada um dos termos do segundo polinômio. Qualquer forma de “armar” a Multiplicação U 
válida, desde que o aluno náo esqueça algum termo do produto, e que preste atenção dm 
sinais. Vamos ver agora uma outra forma para armar a multiplicacáo, parecida com : 
multiplicação de números naturais. 


1) Complete e ordene os polinómios 
2) Escreva o polinómio que possui mais termos, como sendo o multiplicando 
3) Escreva sobre ele o polinómio que possui menos termos, como multiplicador, alinhando os 


expoentes iguais. 


A recomendação de escrever primeiro o polinômio com mais termos resultará em uma 
expressão de cálculo mais simples. 


Exemplo: 
Calcule (-4 +3x —2x3 +х5 –-хб).(2х2+3х+5) 


Completando e ordenando o primeiro polinômio, e colocando sob ele o segundo polinômio 
(já está ordenado e completo), com potências alinhadas (número sob número, x sob x, x2 sob 
x2, etc.), ficamos com o dispositivo abaixo. 


-xf + х? + 0x+ Ox?) + 0х2 + Зх - A 
2x? + 3x + 5 


A seguir multiplicamos cada termo do segundo polinômio por cada termo do primeiro 
polinômio. Na primeira multiplicação, termos um resultado do grau 8. Na próxima teremos 
grau 7, grau 6, e assim por diante. 


-xf + x` + 0x + 0х? + Ox? + Зх - 4 
2x? + 3x + 5 


-2xº 42x! + 0x + 0x + Ox! + 6 - 8x? 


. . 1: Los rime? 
A seguir multiplicamos o próximo termo do segundo polinómio (3x) pelos termos do p 
polinómio. Escrevemos este novo polinómio sob o anterior, mantendo as potências 2" 
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ar „+ x + Ox' Ox! Ox? + S = І a 
2x? + Зх + 5 


2x! +2x + Ox + Ox + 0х` + 6x 


-2x - Bx? 
-3х7 + 3x' + 0x) + 0x! + Ox? + 9x2 - 12x 


161 


Finalmente, multiplicamos 9, que e o próximo e ültimo te 


i ЕБ | rmo do multiplicador, pelos termos 
do primeiro polinômio. À seguir podemos somar os te 


rmos semelhantes. 


E EA Ox + Ox? + 0х? + Зх - 4 
2x? + 3x + 5 
2х? +2х + Ox + Ox + 0x + 6x 


I 3x! + 3x° + Ox) 4 42 80, 
-3x x X + 0х + Ox’ + 9x? - 12x 


-5x" + 5x? + Oxf + 0х? + Ox? + 15x -20 
-2x -х - 2x + X + Ox' + 6 + x. - 3x -20 


A resposta é : -2xP =x” -9x0 + +63 +x? -3x -90 


Exercícios 

E15) Multiplique os polinômios 

a) (x— 1) (X + 3x + 7) К) (3x3 — 6x2 +2x).(2x+1) 

b) (x + 2).(xº — 2x + 3) |) (-2x* + 4x2 —2x3 + 3).(3x-3) 
с) (x? - 2x + 3). (X* — 3x + 4) m) (-3x5 +2x2 +5x -3).(3x2+2) 
d) (3X5 —2x' 2x0 —2x* ) (2x+8) п) (4x5 — 2x! 23x? *2).(x-1) 

е) (28 +4x —2x* —3).(x—3) 0) (2x! +3xº -5x 45).(х2-1) 

f) (20 -3x7 -3x8 —7).(4-2x) р) (2x* +4x3 —3x +2).(x?-3x) 
0)(-5-4Х7 *5x* —2xŠ ).(6x-2) q) (3x5 — 2x? -3x6 -2x* —3).(x+3) 
h) (6х –2х* +5xº -7x^).(x*3) r) (х2 *2x* +2xº +x8 ),(х7-7) 

i) (-3X — 5x —4x2 ).(x-4) S) (-4 *3x 2x3 *x* —x5 ).( х2+2х+2) 
j) ) (2-26 + 5).(2x-1) t) (x$ -2x8 *2x —x2 *1).(2x*3) 


Divisao de polinómios 
Dentre as operações básicas com polinômios, a divisão é a mais trabalhosa. Vamos então 


dividir o assunto em duas etapas, a primeira usando um monômio como divisor (polinômio 
dividido por monômio), e a segunda, finalmente com o caso completo, dividindo um 


polinômio por outro polinômio. 


Divisão de polinômio por monômio 
Já vimos que ao dividirmos um monômio por outro monômio, duas coisas podem acontecer: 


a) Divisão exata: Quando as letras do divisor estão presentes no dividendo, com expoentes 
maiores ou iguais. O resultado da divisão é um novo monômio. 


Exemplo; 4x3y2 + 6x2y2 = (2/3)x 


b) Divisão não exata: Quando a condição acima não é satisfeita, o resultado possui um ou 
mais expoentes negativos. Este resultado não é considerado um monômio, e sim, um termo 


algébrico racional fracionário. 
Exemplo: 4x3y2 + 6x2y3 = (2/3)x.y” 


Quando dividimos um polinômio por um monômio, os termos que resultariam em divisões 
não exatas ficam indicados como o resto da divisão. 


/ 
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Exemplo: : 


Dividir 2x? + 4x2 — 6x + 12 por 2x 


t ` A 1 ( 
3+4x2-6x+12) por um monómio (2x). Para fazer « 


Esta é uma divisão de polinômio (2x denne 
linómio pelo monómio dado: 


SSe q 
de divisão, dividimos cada termo do po “Po 
2x3 + 9x = x2 
4х + 9x = 9x 
-Ox + 9x 5-3 
12 + 2x = Divisão não exata 
Os resultados das divisões acima formam o quociente da divisão entre o Polinómio 5 


monómio. O termo 12 que nào pode ser dividido (o resultado deixaria de ser um polinôm; 
зуурч do És 0 
fica indicado como resto da divisão. Portanto o resultado pedido é: ) 


Quociente: x2 + 2х - 3 
Resto: 12 
Exemplo: 


(4x? — 2x! + 6x3 + 4x2 + 9x + 15) + (2x2) = 


No dividendo, apenas os termos de grau 2 ou superior poderáo ser divididos, e os termos de 
grau 1 ou inferior (2x+15) ficaráo indicados como resto. 


Quociente: 2x? -x? + Зх +2 
Resto: 2x+15 
Exemplo: 


(6a2b3 — 12a3b? + 10ab + 4a? + 6b? + 4a + 2b + 8) + (2ab) 


A única diferença aqui é que o polinômio e o monômio têm duas variáveis, a e b. O princípio 
da divisão é o mesmo: o quociente será formado pela divisão dos termos que permitem divisão 
exata pelo divisor (no caso, 2ab), e os termos que não permitem a divisão exata formarão o 
resto da divisão. No exemplo acima, apenas os três primeiros termos permitem divisão exata, 
os 5 últimos não permitem, e formarão o resto da divisão. 


Quociente: 3ab2 — 6a2b + 5 

Resto: Да? + 6b? + 4а + 2b + 8 

Exercícios 

E16) Divida os polinómios pelos respectivos monómios, indique o quociente e o resto 
a) (18x + 10) + 2x k) (2x* + 4x3 -5x) + x 

b) (x? + 3x + 6) + 3⁄2 |) (2x4 -6x6 + 4x2) + (-2x2) 

c) (4х2 + 6x + 7) + (-6x?) m) (12x3 —3x6 +24x —3x2 +15) + 3x 
d) (-6x* + 24x* +6 -9x) + 3⁄2 n) (-2x! +4x3 —2x4 -6) + (-2x?) 

e) (32x? ~ 4x? + 20x + 52) + 4x? 0) (12 -15x? -3x5 +12x7) + 3x 

f) (20x? + 25x? -15x) + (-5x*) p) (10x5 -20x7 +20x3 —10x? -15) + 5x 
g) (-3x5 +12х -24x* +31? -18) + 3х2 q) (2х5 +3x3 —x6 +2x -3x4 ) + (4x2) 
h) (8 -20x? -52x* 428х7) + (-4x?) r) (336 -x «6x3 -3x6 —Ax4 ) + 4x 

i) ) (2x? *6x* *2x* ) + 2x? 


8) (3x* 3 «3x? -3x) + (—3x2) 


j) (35 -15x! +6x -3x$ -24x* ) + 3^ |) (x5 2x7 —3x6 45x —x4 -3) + 6x 


> 
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pivisão de dois polinômios 

A divisão de polinômios apresenta uma analogia com a divisão de números inteiros. Considere 

por exemplo a divisão: 

13 + 4 = 3, resto 1 

Neste exemplo, 9 13 ёо dividendo (D), D 4 é o divisor (d, o 3 ë o quociente (O) e 1 é o resto 

(R). Entre o dividendo, o divisor, o quociente e o resto na divisão de números inteiros, vale a 

relação: 


p=dQ+R 
Considere agora que queremos dividir: 
[x.(x+3) + 2(x+3) + 5] + (x*3) 


Observe que o divisor ë x+3, e escrevemos o dividendo de 
x*3. Na prática os polinômios a serem divididos não ap 
com os termos semelhantes reduzidos. Seria apresentado como (x? + 5x + 11), que é o 
resultado que encontraríamos se desenvolvéssemos a expressáo [x. 


(5-3) + 2(x+3) + 5 |, Mas 
apresentado dessa forma, o dividendo tem partes que permitem a divisáo exata por (x+3): 


forma a aparecerem múltiplos de 
arecem dessa forma simpática, e sim, 


х.(х+3) + (x+3) = x 

2(x+3) + (x+3) = 2 

9 + (x*3) = nào dá divisão exata 
Então o resultado dessa operação é: 


Quociente: x+2 
Resto: 5 


Como o dividendo, uma vez desenvolvido, é (x2 + 5x + 11), podemos dizer que: 
(x? + 5x + 11) + (x+3) = x+2, resto 5 


O problema é que na prática os dividendos aparecem na forma mais compacta, já com os 
termos semelhantes reduzidos, e não na forma simpática que apresentamos, separada em 
múltiplos do divisor. Felizmente existe um processo para dividir os polinômios diretamente, 
apesar de ser um pouco trabalhoso. Vamos apresentar O método através deste exemplo: 


Exemplo: 
Calcule O quociente e o resto da divisão (x? + 5x + 11) + (x+3) 
А ЭГ : 2 
DA Primeira coisa a fazer é completar e Dividendo: x“ + 5x + 11 
Ordenar Os polinómios, com os termos Divisor: x+3 
se 


ia e hantes já reduzidos. Os polinómios do 
2 “SO exemplo já estão nessa forma. 
ar um dispositivo de divisão, similar 2 + 5x + 11 x ta 


a ” 
? que usamos para a divisão de números 
Naturais, 
NT. 
| Divida O primeiro monômio do dividendo x^ + 5x + 11 EL 
Pelo Primeiro monómio do divisor. No caso, * 
temos x2 . 


X = x. Colocamos este resultado 


CIA а MD ш» dl W. MES а 
a 


4 
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no lugar do quociente. 


4) Multiplicames este valor pelo divisor (no 
caso, х+3) e subtraimos o resultado do —— 
dividendo, No nosso exemplo temos x. (xr) 
= yl + Зу, Colocaremos então, sob 0 divisor, 
o polinômio -х2 — 2x. Subtraíndo dos termos 
correspondentes no dividendo (х5), 


encontrarmos como resultado 2x. 





P . a 2 
5) ^Abaixamos" os termos restantes do 5 - - + 11 [x + 3 
“ ^ e - " x x 
olinómio, no nosso caso, apenas o 11. 
à ' йы 2х + 11 
Р EM ә 
6) Repetímos o processo, dividindo o x^ + 5x + 11 x +3 
2 - Зх х + 2 


primeiro termo deste novo dividendo (2x+11) = 


pelo primeiro termo do divisor (x). Neste 2x + 11 
exemplo o resultado será 2, que deve ser 
adicionado ao quociente. 
2 
7) Este novo valor (no caso, 2) deve ser ил t > dins = : 5 
multiplicado pelo divisor (x+3) e subtraído — + 11 
do dividendo. No caso, ficamos com 2x*6, -2x- 6 
que com sinal trocado ficará —2x — 6. Depois — 5 


de subtrair, o resultado ë 5 (resto). 


Portanto o quociente ë x+2 e o resto ë 5. 


Exemplo: 
(2x5 — 3x3 + 10) + (4x + 3 + x^ — 6x) 


A primeira coisa a fazer ë ordenar e completar e ordenar os polinômios, além de reduzir os 
termos semelhantes. Ficamos com: 


(2x5 + 0x4 — 3x3 + 0х2 + 0x + 10) + (x? - 2x + 3) 


Armamos então o dispositivo da divisão: 


2x? + 0x! — 3x? + 0х? + Ox + 10 —— 


Dividimos os termos de maior grau: 2x? + x? = 2x? 


2x? + 0x* — Зх? + 0х? + Ox + 10 x - 2х + З 
2x 


Este resultado deve ser multiplicado pelo divisor e subtraído do dividendo: 


2x3. (x? — 9x +3) = 2x? — 4xt + 6x? 
Este resultado vai para baixo do dividendo, com os sinais trocados. 


2x? + Ox' — Зх? + Ox/ + Ox + 10 | х2 — 2x + 3 
-2x? t 4х“ - 6x Beta 
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capítul 
gubtraímos 


e a seguir abaixamos o restante do dividendo 


"T ох” - 3x + Ox^ + Ox + 10 
x 


Zea 9% + Ox? + 0х + 10 





Agora dividimos o termo de maior grau (4x?) pelo termo de maior grau do divisor (x?), o 
resultado ё 4x2, que é adicionado ao quociente. | 


px? + 0xº — 3x5 + 0x% + Ox + 10 х? – 2x + 3 
-2х? + 4х“ - бх? 2x” +4x 
4x 9x7 + Ох? + Ox + 10 


Multiplicamos este valor (4x2) pelo divisor, o que resulta em 4x! — 8x? + 12x?, e colocamos 
este resultado sob o divisor, com os sinais trocados. 


2x) + 0x* — Зх? + 0x) + Ox + 10 x2 — 2x + 3 
-2х° + Ax^ - бх? 2х? +4x 

Дх“ — 9х? + Ох? + Ох + 10 

4х“ — 8x? + 12x? 


CO AS 1 407 
— 17x + 12х + Ox + 10 


A próxima divisão é —17x? por x?, que resulta em -17x, valor que é adicionado ao quociente. 
Multiplicamos —17x pelo divisor e colocamos o resultado com sinais trocados sob o dividendo. 


2x + Ox^ — Зх? + Ох? + Ox + 10 
-2x + 4x* - 6x 
Ax" - 9x7 + 0x? + Ox + 10 
Ax! — 8x? + 12x^ 
- 17x! + 12x? + Ох + 10 
17x? - 34x) + 51x 
- 22x + 51x +10 





Finalmente fazemos a divisão de —22x2 por x2, o que resulta em -22. Adicionamos este valor 
80 quociente, multiplicamos pelo divisor e colocamos sob o dividendo com os sinais trocados. 


х2? — 2x + 3 
-17x -22 





2x) + 0x! — 3x? + Ox? + Ох + 10 
-2Х + 4x* - бх? 
4x — 9x + Ox? + Ox + 10 
4х“ — 8x? + 12x? 
— 17x + 12x + Ox + 10 
17x? - 34x2 + 51x 
- 22x + 51x +10 


+ 22x? - 44x +66 
Tx +76 


Encontramos então como resultado da divisão: 


Ka Ociente: 2x3 + 4x2 — 17x — 22 
ш 7х + 76 


ын Quando dividimos um polinômio em x de grau m, por UM рошошоеы оваа, 
rmos; 


a) 


O 
b) srau do quociente será m — n 
Бтац do resto será no máximo n - 1 





4 
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Exemplo: (CN-1976) 
O resto da divisão de х? - 


(AJ4 (B5 (03 m2 B> 


х2 + 1 por x - 2 ё: 


Solução: 
Armando a divisão, ficamos com 

х - x + 0x + 1 х - 2 
-x? + 2x х + х + 2 


х^ + Ox + 1 

-х + 2x 
+ 2x + 
- 2X + 


A = 





Resposta: O resto ë 5, letra (E) 

tar envolvesse um polinómio de 6° gray 
de. Bastaria errar um único sinal 
Teorema do Resto: 


amos de apresen 
hance de erro sería gran 
a bem fácil se usarmos O 


Imagine se esta questáo que acab 
Seria muito mais trabalhoso, e a c 
para errar a questáo toda. À solução fic 


Teorema do resto 


orema muito útil, usado para resolver inúmeras questões de provas de concursos, 


Este é um te 
relacionadas com resto da divisão de polinômios: 


O resto da divisão do polinômio Рх) por (x — a) é Pla). 


te simples. Ao realizarmos a divisão do polinômio Р(х 


A demonstração desse teorema é bastan 
te um polinômio Q(x) e um resto R, que é de grau 


por (x — a), encontrarmos como quocien 
zero, já que o grau do resto é sempre uma unidade menor que O grau do divisor. Se o divisor 
é de grau 1 (x — a), então o resto é um valor constante, sem x em sua expressão. Já que vale 
sempre a igualdade 
Dividendo = Divisor x quociente + resto 
podemos escrever: 
Р(х) = (x — а).О(х) + R 
ressão 


A igualdade é verdadeira para qualquer valor de x. Calculemos então o valor da exp 


acima para x=a. Ficamos com: 


P(a) = (a — a).Q(a) + R 


a — a vale zero, que multiplicado por Q(a) também dá zero, ficamos com: 


Como 
P(a) = 0.Q(a) + R 
P(a) = R 


Isso mostra que o R, que é o resto da divisao de P(x) por (x - a), é igual a P(a). 


Aplicando este teorema ao exercício proposto ficamos com: 





A 
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O resto da divisão de P(x) = 


enan 


-— — 167 
-x + 1 porx- 2 ë po. | | 


p=8-2+1=8-4+1=5 


Chegamos à solução por um processo muito m 
calcula apenas o resto, e somente na divisão de polinôr 
a um valor real qualquer. O teorema não serve 
restos de divisóes por outros tipos de polinómi 
divisor pode ser x +10, por exemplo (а= -10), m 


ais fácil. Infelizmente o Te 
nios de uma variáv 
para calcular o quociente 
O 


Orema do resto 
el, por (X ~ à), sendo 
; € nem para calcular 
5 que não sejam da forma x — a, Ou seja, o 


48 não pode ser de segundo grau ou superior. 
Com excecáo desses casos particulares em que 


| ман podemos aplicar o Teorema do resto, em todos 
os demais temos que armar a divisão e resolvé-la pelo processo trabalhoso que ensinamos 
aqui. 

Exercícios 

El7) Divida os polinômios, encontrando о quociente e o resto (não esqueça de ordenar e 
completar o dividendo) 

a) (x? + 3x + 2) + (x + 3) К) (2x3 + 5x + 2) + (x 2) 

b) (1 +x- x?) (x + 2) |) (x* - 1) + (x - 1) 

c) (X? + 4x + 5)- (x - 1) m) х? + (х2 + 3x - 4) 

d) (2x2 + 5х + 8)+ (x + 4) n) (х -x! «33 24 x 21) + (x + 1) 

e) (10 – 2x + х2) (x + 5) 


0) (3x? + 4x + 5) + (x + 4) 

p) (25 - 3x* - 4x2 + — 7) + (x + 2) 
q) (-2x* + 4x3 +6x2 -10x) + (x + 1) 
r) (4x? -2x$ +3x -2x? +7) + (x — 2) 
S) (-2x! +2x3 4x1 -6) + (x + 2) 

Y (DO +5x -2x* +3x2 -5) + (x – 2) 


f (+ x* + x- 3 )+ (x + 2) 

g) (x? + 2x2 + 4x + 5)+- (x - 2) 

h) (2x? - 1)+ (x + 5) 

) (3X? + 4x? + 5x + 4)- (x? + 2x + 3) 
j (x? + 3x - 5) + (x + 3) 


Poténcias de um polinómio 


Esta ë sem düvida a operacáo mais trabalhosa que podemos fazer com um polinômio. Elevar 
um polinómio a uma poténcia inteira n é multiplicar o polinómio por si próprio, n vezes 


[P(x)]" = Poo P. Px)... Pla) 


(n vezes) 


Se elevarmos, por exemplo, um polinômio do 5" grau ao cubo, termos como resultado um 
Polinómio do 152 grau. Temos que fazer ao todo 102 multiplicações de monómios e algumas 
ezenas de adições. É claro que um tipo de questão como esta não mede a capacidade do 
aluno, mas ainda assim é preciso saber como realizar a operação, pois questões com 


Polinômios pequenos e potências menores podem surgir, por exemplo, elevando ao quadrado 
ОЧ ао cubo. 


Exemplo: 


Calcular (x+5)2 


5) ~ (555) (х55) = х2 + 5х + 5x + 25 = х? +10х + 25 


Exemplo: 
Calcular [x+ 5)3 


Já calculamos quanto vale (x+5)?, Se multiplicarmos O resultado por (x+5), teremos (x+5)º: 
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— re war. — 


n сир E | y de OF de буй 4. 5 n 
(х+5) = (3:5). (х+5)2 = (х5). (х2 10x + 25) = x 10x? ^ 25x t 5x* Ox + 195 
= x + 15x? + 75x + 195 


^4 , ç € "”" 
` . е ^ PIOVil” о (t \ 
Para elevar à quarta poténcia, a forma mais rápida é elevá " p. tadrado, depois lev. 
212 |. Também é correto elevar a expresa b 
resultado ao quadrado ( (х+5)# = [(х+5)2 ). Também é соп “2 Q CXPressão aq cub 


17 
: — 4 н (x-r5)3 (хр 
depois multiplicar o resultado pela expressão novamente ( (x+5)* = (х+5) (et) ), 


) 
0, t 


Exemplo: 
Calcule (a+2b+3c)2 


( ( ( = 2 - : t pe ( Е ` . ç ` ( 
(a+2b+3c)2 = (a+2b+3c).(a+2b+3c) = a? + 2ab + Зас + dab + 4b* + Obe + Зас + Gbe + Jc? 
= a? + Gab + Gac + 4b2 + |9bc + 9c? 

Durante os cálculos, preste atenção aos sinais, e no final, sempre reduza OS [e 
semelhantes. Preste atenção na ordem das letras: bc e cb são semelhantes, assim como | 


são semelhantes ac e ca, e também ab e ba. Para evitar confusão, conve 
letras de cada monômio em ordem alfabética. 


rmos 
ambém 
nciona-se dispor as 


Exemplo: 
Calcule (x? - Зх - 2)? 
(x? - Зх - 2)? = (x2 — 3x — 2). (x? — Зх - 2)= x! -3x3 -2x2 _3x3 +0x2 +6x -2x2 +6x +4 


= x4 -6x3 +5x2 +19x +4 


Exercícios 

E18) Calcule as seguintes potências de polinômios 

a) (x — 3? f) (a+2b}? = к) (e *x- 1) = р) (2x2 + 3x - 5? - 
b) (x - 3? g) (3x - 2y)2 = |) (2x + 3y2)2 = q) (atb+c)? = 

c) (x — 3)4 h) (2m + 3)? = m) (1-3x2)2 = r) (2a + 3b + 4c? = 
d) (x + y)2 i) (3m — k}? = n) (х2 + y2)2 = s) (x+1)3 = 

e) (x - yf j) (x? - 9} = 0) (x ta Ї - t) (x-1 = 


Expressões envolvendo polinômios 


Antes de estudarmos expressões algébricas, o mais 
expressão com números racionais, dízimas, potênci 
e divisão, envolvendo números com sinais, além de 
cada um dos valores que aparecem nessas express 
ser polinômios, ou até mesmo ex 


complexo exercício de álgebra era à 


A r . em 
: Pressões algébricas em denominadores. Isso resulta 
expressões que podem ser extrem 


algébrica do aluno para resolvé-las. 


Exemplo: 


(x + 1)? _1—(х+1).(х—2) 
3 2 


4 
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resolver expressões algebricas complexas é preciso usar todas as regras já aprendidas para 
eros: 1690690 90 тези? enominador, regras de sinais, propriedades das poténcias, 
ência das operações, etc. 


preced 

Nesse caso temos duas frações, e ambas possuem expressões algébricas nos seus numeradores. 
umerador da рше {тасао: _ 

ан) = (et) et) = хх сх +2х+] 

Numerador da segunda fração: 


¡ pes) х-2) = 1 (к - 2x + x — 2) = l-(x2x-9=1-x2+x+2=-x2+x+3 


Ficamos então com: 


240х41 =x) tx43 
pp TX 18 
3 2 


Agora devemos reduzir as duas frações ao mesmo denominador para fazer sua subtração. É 
preciso tomar muito cuidado quando encontramos um sinal negativo antes de uma fração, 
como neste exemplo. O sinal negativo será aplicado a todos os termos do denominador, e não 
apenas ao primeiro. Muitos alunos cometem esse erro comum. 


O MMC entre os denominadores (3 e 2) é 6. Portanto vemos multiplicar ambos os termos da 
primeira fração por 2, e ambos os termos da segunda fração por 3. 


Ax 42х-1) 3 —x2+x+3 
6 


-3 multiplicando o seu numerador. Isso é devido ao 


fracáo que ficou 
Pe s Mua E E fazendo com que o sinal negativo (na verdade —3) se 


sinal negativo que havia antes da fração, х 
aplique a todos os termos do numerador desta fração. 


2x -4х-2-3х2-35-9 5х? +x—7 
6 ` 6 


Exemplo: 


(2a 43b +4ab) Db > [a +2) -(a-3) | | | 


m duas variáveis. Como todos os termos sáo 
subtrações e multiplicações, o resultado também 
as expressões que estão nos parênteses mais 


Temos aqui uma expressão algébrica co 
Polinomiais e só estamos realizando adições, | 
será um polinómio. Devemos resolver primelro 
Internos: 

(а+2)2 = (a+2).(a+2) = al + da + 2a +4 = 2 + Aa +4 
куз (a-3).(a-3) = a2 —3a -3a + 9 = a? —6a + 9 


Subtra; _ ; 

a2 + 4a Py pos ae n es _9 = 10а —5 (resultado dos colchetes) 
- Ч _ 

| 4 
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drado: “2, 
> ua do: 1 
Este resultado agora deverá ser elevado ao q 





(10а —5)? = (10a-5).(102-5) = 10042 -50a -50a +25 = 100a? -100a +25 
O resultado entre chaves será 2b subtraído dessa expressão: 

2b — (100a? -100a +25) = 2b -100a? + 100a -25 

Finalmente este resultado deverá ser multiplicado por (2a +3b + 4ab) 
(2а +3b + 4ab).( 2b —100а2 + 100a -25) 


Seráo 12 multiplicações de monômios, e no final devemos reduzir os termos semelhante, е 
esqueça de prestar atenção nos sinais: Ni 


tab -2002* +200a2 -50a +6b2 -300a?b +300ab -75b +8ab? —400a3b *400a?b -100ab 


S 204ab -200a3 420042 -50a +6b2 +100a?b -75b +8ab? -40023b 
Exemplo: 


ex] 3c П) - en? 0] (6+3x|4+2x(1-x?)] 
2 3 6 


Na expressáo acima temos que desenvolver primeiro as poténci 
expressões. Vimos que poténci 


multiplicações. Apesar do cálculo ser um pouco trabalhoso, a id 


Numerador da primeira fração: 
(x — 2) -(x-2.(x-2) = х2 - 2x -9x - 4 2 x2 44 


Numerador da segunda fracáo: 


(x + 1)? = (x+1).(x+1).(x+1) = (x+1).(x2 + x + x + 1) = (x+1).(x2 + 9x + 1) = 
= (x? + 2x? + x +x2 + 2x + 1) =x3+3x2+3x+]1 


(x+ 1).(x*-1)=x3-x+x?-1=x3+x2 x] 


3(x3 — 1).[(x+1)9 — (x+1). (х? - 1)] = (3x? - Ə).[ x? + 3x2 + 3х-1- 


(х x*-x-1)y 

= (8x8). + 332 + 3x +1 -x3 X^ * x + 1] (eliminando parénteses) 

ü ch ае Pagi 2! Dx - 6 (reduzindo termos semelhantes) 
= ОХ X X“ — 0X“ – 12x — 

= 6x5 + 12x4 _ 19x — 6 (efetuando o produto) 


(reduzindo os termos semelhantes) 


Numerador da terceira fração: 


Temos que operar primeiro os parênteses, depois os colchetes 


{ 6 + 3x.[ 4+2x.(1 — ХЭ) 
= -6x* + 6x2 + 19x + 6 


, € por último as chaves. 


7 бара ох ша] E сыл. б ыл 


Substituindo as trés expressões encontradas nos numeradores das três frações, ficamos com: 
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! 4 
2-4x+4 Ox +12x A 46 412x46 
4 : 6 


Uma vez que todas as expressões algébricas dos nu 
etapa é somar as três frações, reduzindo-as antes ао mesmo deno d 
6 é 12, então é preciso multiplicar os temos da prim minador. O MMC entre 4, 3 e 


1 ( 
da terceira por д, 


IMPORTANTE: 


O sinal negativo antes da segunda fração se aplica a todos os seus termos. e não só ao 6x? 
I ó ao 6x°. 





Agora basta desenvolver a expressáo do denominador e reduzir os termos semelhantes 


3x? - 12x * 127 24x —48х* -- 48x-- 24 -12x* 12x? 124x412 
———— LJ —— 
12 


_-24x — 60x" -- 15x” + 60x + 48 
12 


Exercícios 


El9) Desenvolva as expressóes e apresente o resultado final em forma de polinómio 
OBS.: Mostre que (a + b)? = a? + 2ab + b? 


a) (° + 2x +1)? - 20043) k) (x + 1)2 + (x 22 + (x + 3) 
b) 2(x*1).(x — 2) + 3(x — 3).(x+4) |) (x + 1)3 + 2(x + 2)2 + (x + 3) 
c) 2(x-2)? + 3(x-2) + 5 m) (x — 2) - 3(2 - x + 6 
0) (x-yf-3(x-y)*5 п) (x + 1 -3(x + 1? + 2(x - 1 
е) (x- 3) + 4(х – 3) +5 о) (a + b? + 2(a + b)? + 3(a + b? + 4(a + b? 
f) 2(a + 1) - 3(a - 1) + 4a р) (х + 1 + 2(х – 1)2 + 3(x + 1)2 + 4(х - 1? 
9) (х + 1) -2(x + 12 + 3 q) (х + 3)2 — (x — 3)? 
h) (х + 1).(x + 2) + (x +1)? - (х + 2)? г) [-(x + 1)]2 
) 6 + 4(x + 4) — (x + 4? s)1*(x*1)*(x* 1)? 
) (a + b? - (a - b t) (x + 1) + (x + 2) + (x + 3) + (x + 4) 
E20) Efetue 
a) (3x2 — 5x + 4) + (2x? + 3x — 5) f 3 з “9602-4148 222 17a!b -A-L gp? 
7 5 21 15 
b) (Ba7b + 2ab2 — 3b?) + (-4a?b —7ab? + 8Ь3) 9) (4a? – 5a?b) – (5а? + 227b) - (a^ — Bafb) 
c) (Sab? - 3a2b) + (4ab? + 7a2b) h) 2a – (3b + (2b - c) - 4c + [2a — (3b - c)]) 
d) (5⁄2 — 3xy + 4y) — (-2x2 - Тху + 5y) j) 3xm-n , 2xm*2n 
e) 84“х.2ахду j) (5a2bmc?) 


Exercícios de revisáo 


E21) Calcule: 
à 1 3h3 к) 3x2y . (—xy2) . (-7x3y!) 
! TAL | en |) 2c | а IUE 
à C) (ab) п) зара? s baie dt 
o ГАУ Te ) zac at? pe сеу. (SRS 
e) (-3⁄5ytz).(-Axy222) j) Sabe.(-Gab?c?) o) -Ax*y"z^ . 2x^y'2 . 
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E22) Dados X nl, y 726z З — + 6z k) 3xy* - LN X2y2z2 
a) xy? — 3yZ° + Z с) -3x + 4y- 572 |) 3xyz — 5x!y* - 3x2y2 
b) 4x2 - 2y* - 2? п) 9x + 3y — 23 m) xzy? + 2xyz2 + xºy2z 
c) 4x + 3y — 22 ) 6x2- gy? - 222 n) 3x2yz + 4xyz + x2y2zy 
d) — 2x + 4y — 27º 26-39 + 422 o) 5x2 + 7x2y2 – 42x? 


e) - Š + Зу? + 10z 


к) - 51 x2y3 + (-17x2y) 


E23) Efetue as divisões -— 
+ f) - 85x* (—5Х°) Ñ 
— k 4x2 g) - 32y" + xy? |) – 28a%b* - Ta?b? 
b) 2 _ N h) = xy + (-Axy?) m) — > + SA) 
: — 36х* + бх? )- 16xty? + (-4ху) п) — 3x у * (795 ) : 
| j) - 25xºyº + (-5xy?y) o) - 24x2yº + 8xy 


e) 64 х6 + 16x? 


F94) Efetue as divisões ñ 

: — a2b3c4d5 + abc f) 39ху224 + 13 xyz k) - -— | — 

b) — 2х2у223 + (— 3xyZ^) g) 68 xc?d* + (-17xcd*) |) - 3х2у22 + (2X y'2 ) 
- h) - 8m5n°p + (-4т р) m) - 6mnp + (-3m?n?p?) 


n) = 17a2b3c4 + 51abiot 


) 
c) - 5a&b/c? + (—atb2c2) 
o) - 19mq?t + 57məgt! 


d) xX2y3z4w5 + (=xy222w?) 


) ) - ра + (2 par) 
e) 52a2m4n* + 13am?n? — 


j) 26a29* + (-2 agt*) 











E25) Efetue 
a) a? — ab + b2 + a? + ab + b2 


b) 3a? + 5a - 7 + 682 — Ta + 13 
c)x+2y-3z+3x+y+2x-3y +7 

d) 3x + 2y zx + 3y +22 +2x-y + 32 
e)-3a+2b+c+a-3b+20+2a+3D-0 


E26) Efetue 
a) 2a? — 2ab + 3b? + 4b? + бар — 2a? — Зар - 9b? 


b)a3-a?*a-1 + а2 2а + 2 + 3а2 + Та + 1 

с) 2m3- m? - m + 4m + Bm + 8m? — 7 310 + 9 
d) x3 — 3x + бу + х2 + 2x — 5y + X? — 3X° + 9X 

e) 6х3 - 5x + 1 Ly + 3х+4+ 72+ 2Х- 3 


E27) Efetue as subtrações 
a) (2aº — 3a? + 2a 1) - (8° + 2a? + 3a - 5) 
b) (-5ax! — 2a2x + 4a*x2) – (4a3x2 — 2a2x3 — 4ax*) 
с) (2a — 3b + 4c) - (a — 2b + 3c) 
d) (3a - 5b + c) - (a - 3b – 5c) 
e) (2x - 4y * 62) - (4x - y - 22) 


E28) Efetue as subtrações 
a) (2b3 + 8c? — 15abc) — (9b? + 3abc — 7c?) 
b) (x4 + x — 5xš + 5) — (7 — 2x? — 30 — 3x? + x*) 
c) (a? + b? + c? — 3abc) — (3abc + a? — 2b? — 3c?) 
d) (2x! - 5x2 + 7x 3) — (xt + 2 - 2x3 — x?) 
e) (I -x5 — x + X3 — x) -(xX* + 1 + X + x?) 


E29) Calcule e simplifique б 
ao Del * as expressões 
b) x — [2x + (За – 2x) — 5а] 
c) x - [15y – (32 + 12x)] 


_ a + 3b + 4c + 3a -b + 2c + 2a + 2b - 20 
с) a! + За 5-22? *3a- 8 *a^- 2*1 
h) 5ab + 6bc — /ac + 3ab — 9bc + 4ac + 3bc + бас 
i) ‚з + X2 + x + 22 + 3х2 - 2x + 36 - 2x + DÊ AK 
j) Зу? - х2 — 3xy + 5% + бху – 7y2 + x? + 2? 


f) a? + 3a?b + 3ab? — За? — Gab? + 3a2b + 4ab? 
g) a? — 2a?b — 2ab? + a2b — 3ab? — b3 + 3ab2 + 243 
h) 7х3 - 2x2y + 9xy? + 5x2y - 4xy2 — 28 

) yi i8 — 3y - 5ху? + 22у - y? - DÊ X 

j) 2c3 — 5c2d + dš + 6cd? + c3 + 6c2d — pcd? 2 


f) (6x — Ту + 22) - (5x - 11y — 32) 

q) (ab + ac + bc + bd) — (ab ac - bc + bd) 

h) (bab — ac + bc + bd) — (3ab + 2ac - 3bc + bo) 
) (33 + 2%2 - 3x - 5) - (26 - X? - 9x * 9 

1) (x2 —x + 1-a)- (M2 -5x+ 1-8) 


D) (a? — b? + 3a?b — 3ab?) - (a? +b) — a D Ç 
g) (a2b —ab2 — 3a3b3 — b*) — (b* — 5a3b3- 7 y 
h) (23 — 7х2у — 2y? + 3x9?) - (32 +5 
i) (a? – b?) — (а—һ)° 

j) (a - b - (b-c)?-(c-a) 


0 Tx - {бу -[3z- 5x - y * 207517! 
J) (a b c) -(b-a- c) * (a * b 7^ E 
max 2y-Qy-39*z + - 077 


ЮМ” 
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Ca + [8c - (2b - 0) ) 


X - [2x + (x - 2 + 2v] — 2 
2a - 0 Р y + 2y] — 3x (4x — [(х + 2y) – y]) 
O a+ Be 00—97 lx-[y*z-x-(x*y)- z] + (3x (22 + 2) 
simplifique 
єз) Calcule f) (2-2a).3a nro” 
a) afb + © -x+3b X Xy).( y ) 
+а6- bc).abc 9) (-x ).( —b) ) (2x2 — 3x?) 22 
eet ^) (23º - 3a) -33) m) (e -3y)5 
: A - 3y)3x ) vi + 3xz).5z п) (х2 – 32.2 
30x £9 Оз o) (b? — a2b2) (-a?) 
211 Calcule e simplifique 
+ 200 + 2ab2) a? 0 Ca^ - а? — b°).a? k) (-2a2b2 - 32º) (-4a2) 
b) (а? + 282) + 2ab2).b2 g) (-ax? + Заху? - ay*).(-3ay?) ) (-4a?b3- 5a?).(-2a3) 
o (4x2 бху — 9y”).2x h) (x12 xy? — x3y10) x3y2 m) (2х2 – 3x2 + 3x — 5).2x2 
d) (-x2 + 2Xy - y?).(-y?) ) (-2x3 t 3x2y2 - 2xy?).(-2x2y3) n) (3х4 — 4x2 + 5x — 2).3x3 
e) (322b? = 4ab? + a3b).5a2b2 j) (a3x2y* 2 a^xy* ауз).а?ҳзуѕ 0) (2a2 — Bab — 3b2).5ab 
E32) Calcule e simplifique 
a) (2m - р)(4т — Зр) f) (a^ кар *b?)(a - b) k) (a? — 3ab - b2)(-a? + ab + 2b?) 
b) (x- b)(x — c) g) (a? - ab +b2)(a + b) |) (34252 + 2ab3 — 5a3b)(5a2b2 — ab?) 
с) (5x - 3y)(5x — Зу) h) (a + b + c)(a —c) m) (x2 + 5x — 10)(2х2 + 3x — 4) 
d) (a - 7b)(a — 5b) i) (a? — ab + b2)(a2 + b?) n) (3x2 — 2x2 + x)(3x2 — 2x + 1) 
e) (a - 2b)(a +3b) j) (Š — 3x + 7)(x2 - 3) о) (х3 + 2x2y +2xy2)(x2 — 2xy + y?) 
E33) Calcule e simplifique 
a) (a? — 2ab + b?)(a? + 2ab + b?) f) (a? — 2ab — b2)(b2 — 2ab - a?) 
b) (ab + ac + cd)(ab — ac + cd) g) (a? + b? + c? — ac)(a? — b? — c?) 
c) (3x2y? — 2x3y)(x2y2 + 3y*) h) (a? + 4abx — 4a?b?x?)(a? — 4abx + 4a?b?x?) 
d) (х2 + 2xy — y2)(x2 — 2xy + y?) i) (3a? — 2abx + b2x2)(2a2 + 3abx — 2b?x) 
e) (3x? + xy — y2)(x2 — 2xy — Зу?) j) (2xºy + 4x2y2 — 8xy3)(2xy3 — 3x?y? + 5x9) 
E34) Calcule e simplifique 
a) (2aº — a?) + a f) (24x8 — 8x3) + (-8X*) k) (2a5x3 — 2a4x2) + (2a^x?) 
0) (4245 — ба?) + ба g) (34x3 — 51x2) + (17x) |) ey - x2y2) + (-xy) 
c) (21x4 + 3x2) + 3x2 h) (5x5 — 10x3) + (-5x3) m) (9a — 12b + Зс) = (-3) 
d) (35m? — 7р2) + 7 i) (-3a? — бас) + (-3a) n) (ab? — a?b5 — atb?) + (a?b) 
e) (27x5 - 45x4) + 9x2 j) (5x3 + x2y) + (—x2) 0) (3x2 — 6x2y — 9xy?) + 3x 
E35) Calcule e simplifique 
а) (Oy? — x3y — ууз) + xy f) (a2x — abx — acx) + ax 
b) (a? — аһ - ab?) + a g) (3x5y2 — 3x*y3 — 3x2y1) + 3x2y? 
C) (22b — ab + ab?) + (-ab) h) (a?b? — 2ab – 3ab?) + ab 
0) (xy - Ху? + x3y3) + (ху) i) (3a3c3 + 3a?c – Зас?) + Зас 
e) (x6 — 2x5 — xí) + (2x4) j) (3a4b2c — 9a?bc? - 6a?c?) + Ja?c 
E36) Efetue 
as divisões, dê iente e o resto | 
9064 186450) (047) . 068 -74-3) + (2a-3) ЮМ +o- Babe) + (a +b +o) 


I — 3y3 
10-15: 56) (хт) g) лас + 23а + 15) +(4а+3) ()(08-36-004198)-(1421-38) 


муа кл e -&k - 3) (x-3) 

- (x — h) (x4 + x2 + 1) + (2 + x + 1) m)( 

; ев) тл ни M eda MM. n) (a? - 2ай + b^) + (a — b) 
(84 Наха раға) D(Bat-40-4)+(2-8) о) 02-52 tag rt eo vt 


4 
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118 no . Considere 4 СО š: цайр io se aplica 20% itens (n) e (0), porém O item №“ 
д o item (k): mo principi m g 
Sugestão para ente. O mes 2 


divisão normalm 


ges ш mais fácil. 
E37) Calcule: | 
i. pde 50 a КА + 9c - 10d + 12) 

= b t 9c = - | 
К Cot + 3m - 8x) - (-6f — 5m – 2X И m pe 70 
1 (145 + Зс - 27d + Je - 5f) - (7a 
e) (32a * 3b) - (5a + 17b) , 
f) (Sa + 5b - 3c) 5 (7a – x TM ” 

да - 3b) - (da ) | diet ” 


(a + b) zx ( ы. d - 


i) (15а 


2 _ 15? 
F38) Qual é o grau da expressáo 5ху? + 3x2y? — 8x2y — Зх“ + Вх 15: 


E39) Simplifique —— 
) púas a 11 b 3 
E40) Ordene, classifique e dé o grau da expressáo algébrica: 2 — 11x? - 8x + 6x? 


(A) -5x? - 8x + 2; trinômio do segundo grau 
(B) 5x? - 8x - 2 ; trinômio do segundo grau 
(C) - 6x? — 8x - 2; polinômio do terceiro grau 
(D) 6x? - 8x + 2; trinômio do terceiro grau 


E41) Classifique a expressáo x? — 9x + 3 


(A) Trinómio do terceiro grau 
(B) Binómio do segundo grau 
(C) Monómio do quarto grau 
(D) nào é um polinómio 


E42) Calcule e simplifique (- 7x — 5x4 + 5) - (-7x*- 5 — 9x) 


(A) 2x! + 2x + 8 

(B) -14x* + 10x + 10 
(C) -14x* — 10x + 10 
(D) 2x* + 9x + 10 


л "Ax *2 (8 ох +g) 
(c ts 2: нэ (B) - 9x3 
X = 2x + 10 (D) туз 202 + 4x- 10 
X + 4x* — 2x +10 


| 7 Calcule e simplifique 


"rn Calcule: 
X ~ 7)(3х — 
х - 5) b) (4x + 3)(2x + 5) 44 
х + 3)(2x + 3) 
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4 
FAS) Sendo X € Y positivos, simplifique T 
20у) 
3-/5: — 
(A) 45 (B) 2 : (C) = (D) WAY " 3 rm 
i ki ху х у ху? 
488778 2 
E46) Simplifique — 0 


5 \2 5 

X 

E47) Simplifique a expressáo (5 (2, e dé a resposta sem usar expoente negativo. 
х? х? is 

(A) y (B) гч (С) x y D) xy (E 


2014 -2014 
X 
F48) Sabendo que x + 2y = 0, e que x = 0, calcule 8 + (2) 
y x 


5 
у 


1 2028 1 2015 
(A) в) в) 2205 (С) 2°” (D) p (E) 1 


— 8x +4 por x2+x-2. 


E49) Encontre o quociente da divisão de xŠ + 2x? 
(E) Nenhuma das respostas 


(A x*1 (B) -2x+8 (C)x-1 (D) -5x + 1 


E50) Calcule x - (y - [z — (x - t)]] sendo 


8a2b — 9ab2 + 3b3 


x = 933 _ 3a2b + 4ab? + 5b3; y = 7a? — 
2b + Gab? — 4b? 


z = 3a3 + 2a2b — 4ab? - 5b? e t = -2a? + 3a 
E51) Calcule (1 + x).(1 + x2). (1 + x5). (1 + X) 
(x2-5x+9).(x+3) 


x2 —1) dando a resposta ordenada segundo as 


E52) CN 52 - Efetuar a multiplicação 


E53) CN 53 - Efetuar o produto (x? + 2 x4 

potências decrescentes de x. 

E54) Calcular o valor numérico da expressão 

a'-b b-a 
2 





+ 342b para a= _] e b =2. 
_ gx? + 4 por (х ~ 2) 


E55) CN 58 - Calcule o resto da divisáo de x? 


ES x3 
_ __——— 
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E57) CN 61 - Dividir xº -x* —2xº +x” +2x—1 por: 


E58) CN 64 - Dé o quociente e o resto da divisáo 
Bx’ -4x! +3x— 7)+ х —2x+ 3) 


= x2 - Зх + 1. Se Р(х) / О(х) determi 
E59) Seja P(x) = 2x* - 5x? + 3x - 2e Q(x) " RI ч tins 2 
quociente Q'(x) e um resto R(x), o valor de Q'( 


(AJO (B)28 (C)25 (D)17 (E)18 


E60) Se P(x) = 2x3 + 4x? - 7x - 5, determine P(-3) 

(A) -26 (В) 106 (C)-2 (р) -56 

E61) Dé o grau do polinômio 2x1y — бху8 + Зхќу? – 2х7у? 

(A) 41 (B) 42 (C) 8 (D) 12 

E62) Calcule o valor numérico de 5x? - Зу? – 82 parax=-2,y=5ez=-6 
(А) 108 (B)-12 (С) -67 (D) -163 


E63) Simplifique, assumindo que x e y são números reais positivos e que m e n são racionais 


pA 





KA 
y 
Y, y y 01 1 1 
(A) х'”у (B) 7, (©) AV (D) И e = 


E64) Encontre o quociente Q(x) e o resto R(x) 
(А) Q(x) = x? + 5x + 6; R(x) = -1 
(C) O(x) = x? - 5x + 6; R(x) = 0 


da divisáo de x? — 4x? +x + 6 por x +1. 
(B) Q(x) = x? -3x + 2 R(x) = 0 


| (D) Q(x) =x? + 4x + 5; R(x) = -11 
(Е) Q(x) =x? + 5x — 6; R(x) = 2 i 
3 N3 
x? | 
E65) Simplifique a expressão | —— EA 
y px 
41 _1 22 
x? 7 E P : 
Ww Bh q | 
yb " (C) I Dx y — (E) х?у 
E66) De 


O resto da divisão de x3 + 


2x — 1 por -1 
(À)0 (в) (2 уз dida 


(E) 4 
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E67) Encontre o quociente e o resto da divisão de 2x! — 9x? — 5x +3 por x + 1. 


(A) Quociente = 2x2— 11x +6 Resto = -3 
(B) Quociente = 2x? — 7x — 12 Resto = -9 
(C) Quociente = 2x? — 11x? + бх - 3 Resto = 0 
) Quociente = 2x? – 9x2 — 7x + 9 Resto = 1 
(E) Quociente = 2x* + 2x? - 7x — 12 Resto = -9 


E68) Encontre o resto da divisáo de 9x2010 _ 3x67 + 7x — 5 por x + 1. 
A7 (805 (O3 (0 (Bo 


E69) Qual é o resto da divisão de x89 — 2x50 + 1 por x + 1? 
(A)2 (B4 (O-2 (з (5 


E70) Multiplique (2x + 3)(x? - 2) 
(A) 2x3 + 3x2 - 4x - 6 (В) 2x3- 6 


(C) x*+2x+1 (D) 2x3 + x? — 4x - 6 
(E) Nenhuma das acima 


—2 -2 
а 
E71) Simplifique a expressão | —— 
) Simp iliq Р = | 


2ba* 4a*b” é c^ | 
(A) = : (B) _6 (С) b (D) 14352 (E) Nenhuma das acima 








E72) Use o teorema do resto para determinar o resto da divisáo do polinómio 3x99 — 9x25 + 5x 
+1 porx- 1. 


AS  ()-3 (с: D5 (87 


Зх? - x^ —5х+1 

x-1 
(А) 3Х2--4х-1 (В) Зх +4х2-х (C) 3x -2x-3 
(D 3x? -2x--3 (Е) Nenhuma dessas 





E73) Dé o quociente da divisáo 


E74) Calcule o resto da divisão de 2x? — 4x3 + x? - 3х + 2 por x + 1. 
(A) -2 (B) 8 (C) 12 (D) -8 (E) Nenhuma dessas 


E75) Dé o resto da divisão de x2 + 10х12 — 7x? + 3 por x + 1. 
()7 (вз (O1 (р)-1 (E19 


E76) Calcule: (х3 — 9x2 + 15x + 3) / (x - 7) 


(A) x? - 2x + 2  19/(x — 7) (B) x? - 2x + 3 + 9/(x — 7) 
(С) x2-2x+1+10/(x-7) (D)x?-2x-1 + 9/(x - 7) 


" i 
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E77) Encontre o quociente x) = x2-3x+2 R(x)=0 


: B | 
С 06) ау ^ s Ris И o р Ор) = х? +4x Кә) =-ц 


(Е) Q(x) = x? + 5x - 6; R(x) = 2 


Sa-1 а-2 
E78) Calcule —— 774 4 
2a 





E79) Dê o resto da divisão de x100 — 2x — 1 por (x + 1). 

Ad (82 (03 Dt (3 

E80) Ao dividir o polinômio 2x2 + 3x + 1 por x - 1, o resto será: 
(Аз (86 (O1 (D5 (4 

E81) Qual o resto da divisáo de x100 + x — 210 por (x — 2)? 

()o (B1 (02 (3 82" 


E82) Qual das expressóes abaixo é o mesmo que 

A) x* +3х° + H (B) x 

(A) x5 x—2 
4 3 2 45 4 3 2 4] 

(С) x +2х +5x Hit (D) x +2x +4x FRONS 

yx — 2 

(Е) x* +3 

E83) Dé o quociente da divisáo de xŠ + х2 – 17x + 15 porx - 3 

(A) x? + 4x - 5 (Bx*4 (С) х2-2х-12  (D)x-2 (E) NDA 

E84) O polinómio 9x99 — 2x2 + 5x + 1 é dividido por x + 1. Determine o resto da divisão. 

()-5 (8-3 (01 (D5 (7 

E85) Encontre o quociente da divisáo de 3x? + x? — 5x + ] por x - 1. 

(A) 3x2 + 4x – 1 (B) 3x3+ Ax? _ x (C) 3x2 — 9x — 3 (D) 3x2 _ х + 3 (E) NDA 

E86) Dé o resto da divisão de 4x3 — 6x? — 5x + 6 por x +3 

()3 (B)21 (C) -141 (D)-138  (E)241 

E87) Dé o resto da divisão de x8 + 1 por x — 1. 

(l (Bi (O2 (D) (о (FNDA 


E88) Sejam a, b ec números reais e seja P(x) = ax? 4- bx? 4- CX + 3 Se P(-5)=17, encontré Po) 
(А)-17  (B-11 (O14 (D)17 


dh 
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(E) não pode ser determinado com as informações dad 


1.79 


as 


E89) Qual das seguintes funções não é uma função polinomial? 


Ш 2х” 7 ? 
А) 70) ЁСНЫ 2x (B /(x)= (2 -2x? 


[2 ? , 
с) f(x) = > (D /(x) =2x° (Е) f(x)22x -2x! 


E90) Se -2x + 1 é um fator de -6x3 + 11x2 _ 9x + k, encontre o valor de 2k. 

(А)-9 (9 (0)-6 (Ds (o 

E91) Encontre o quocient T : 
dew nn К | lente O(x) e o resto R(x) quando o polinômio 2x? — 3x? + 4x + 3 é 
(A) Q(x) = 2x2 - 4x + 6, R(x) = 6 
(С) Q(x) = 2x? + 4x + 2, R(x) = 2 
(E Q(x) = 2x? 4x + 6, R(x) = 0 


(B) Q(x) = 2x2 - 2x + 5, R(x) = -1/2 
(D) Q(x) = 2x2- 3x + 4, R(x) = 6 


E92) Dado que h(x) = -2*1 + 1, calcule h(0) + h(-2) 
A BA (суз D2 (ку 
E93) Calcule o valor numérico da seguinte expressão para m = 2: 


m (4-2m)- (4m — m? )2m 


(А) 0 (B) 1 (С) -1 (D) -2 (E) 2 


E94) Se a = 1, b = 2 e c = 3, o possível valor da expressão la?" e é: 

()-4 (B)-3 (С)-2 (D)! (EO 

E95) Qual expressão deve ser adicionada a x? — бх + 5 para que resulte no quadrado de (x — 
3)? 

(А) 3х (B)4x (C)8 (D)4 (E)3x+4x 


E96) Dividindo-se x? + 1 por x - 1, encontramos: 





x 2 
AD Bam (027-1 Dan) Œ x+- 
x—1 х-1 х х-1 х-1 


E97) СЕЕЕТ 98 


Calcule o valor de E= a-b? lab?) lab” 


па) qno? 


, sendoa=3eb=2, 


E98) х - 3x! +9 


x-1 


Encontre o quociente e o resto de 


im. ; 
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E99) Simplifique a expressáo m = 
esse рза) 4] 
E100) Qual das seguintes expressões пао 
representa a área da figura ao lado? 


(A) (3x2 + 2x) + (21x + 14) N 
(B) (3x + 2)(x + 7) 

(C) (8x2 + 7) + (2x + 14) 

(D) 3x(x + 7) + 2(x + 7) 

(E) x(3x) + x(2) + 7(3x) + 7(2) 


21 Y 





9 
х! 





Е101) Qual ё o maior coeficiente da expressao | х? + 
simplificada? 

(А) 10 (В) 12 (C)32 (D)121 (Е) 243 

Е102) Qual das ехргеѕѕбеѕ abaixo ё equivalente а (a7! + Ь-1)-1 ? 


(А) 259 (в) 1,1 (c ab (D a+b (E) ab 
ар а b a+b 





E103) Multiplique: (2x** 39% 2,223 3,44) 


E104) Ao dividirmos 2x* — 3x3 + 5x? — 9 por x? — 2x + 1, o resto será 
(А)9х-14 (В) 22 +х+5 (C)x2-2x+1 (D)x-10 (Е)5 


P a 
E105) Simplifique a expressão XY” 


il 
A 97 (0х pr gr 
> Р » P ,; (Е > 


E106) Dé o quociente da divisão de xê + 9x2 
(A) x + 1 (B) -2x + 8 (C) x - 1 
E107) Simplificar 14 x* 


АЛбх (В) 2x4 (C) 4x4 (D) 16x2 
E108) 


-3x + 4 por x? + x — 9. 


(D) -5x +3 (Е) NRA 


(E) 8x? 

Dé o quociente e o resto da divisão de (2x* — 9x2 Бу + 3) por (x + 1). 

(A) Quociente: 2x2 — Ilx + 6; и р 
Quociente: 9x2 _ 7x — 19; нед -3 

(C) Quociente: 2х9. 1152 esto: —9 


© 6x — 3; Resto: 0 


; 
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D) Quociente: 2x? — 2x? — 7x + 9; Resto: ] 
(E) Quociente: 2x3 + 2x2 — 7x — 12; Resto: -9 


E109) Qual das seguintes expressões é um fator de x3 + x2 _ 17x + 15? 
ayx=5 (Bx-3 (Ox*1 ()x*2 (Bx+3 


Зх +x? —5x+1 
х-1 


(А) 33 +4х-1 (B) 3х7-44х55-х (С) 3х2-2х-3 (0)3х2-2х-3 (E) NRA 


E110) Calcule o quociente 


a 4b! 
(a + by 


doa-6eb- | “ЭРХ хэв: 
Е112) Sen oa e 2, calcule Ja х? (a-b T” a—b 


E113) Se a, b, c e d são números reais, então quando as expressões (a + b).(c + d) e ac + bd 
sáo iguais? 


(A) nunca (В) sempre (С) quando a=0 (D) quando actbd=0 (E) quando ad+bc = 0. 


E111) Simplifique 





E114) Encontre o resto da divisão de x? - 3x? — x – 1 por x? — 2 
E115) Se 39У = 81 e 35У = 3, calcule x e y. 
E116) Se f(x) = x? — Зх + 4х0 — 5x? + x3, calcule f(1/2) 


E117) Qual é o resto da divisão de 2x? 11x? - 31x + 20 por 2x — 3? 
(AJO (B)5 (С)10 (D)-3 (E)! 


E118) Encontre o resto da divisão de x? — 3 por x + 1 
(4)-4 (B)-3 (C)O (D)2 (E) МКА 


E119) Quanto vale x, sabendo que 2х = -1 ? 
(AJO (B)-12 (C)1/2 (D)-1 (E) МКА 


2x yz 
E121) Encontre o resto da divisão de 2x! — 3x2 + x + x? - 10 por x — 2. 
F122) Determine o resto da divisão de x? + x + 1 por x? + x + 1. 
E123) Determine o resto da divisão de x? + x? + x + 1 por x — 2. 


F124) Qual das expressões abaixo é um fator de x — 53x3 + 27x? + 25 ? 


Ak- (Bx-s (С)(х55) Q)«*D (0 (+2 


E125) Encontre o quociente da divisão de 39 + 8x? — 4x por 2x + 3 
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E126) Determine o resto da divisão de x? + 2x? — 5x + 30 por x + 3. МА 


Ed 


bd | 


E127) Encontre k para que x - 2 seja um fator de P(x) = x? - 4x2 + kx + 9, 


E128) Calcule [x 5 Ї | para x = 2. 
(А) 16 (B)64 (С) 256 (D) 1024 (Е) 65.536 


E129) CN 76 - O resto da divisão de x? - x? + | por x - 2 €: 
()4 (B5 (O3 (D) (E-5 


E130) CN 78 - O menor nümero inteiro que se deve somar ao polinómio x3 + x _ 1 para 
с 
resto de sua divisáo por x + 3 seja um número par positivo é: que o 


(A) 33 (В) 31 (С) 39 (D)-1 (E) 29 


E131) EPCAr 2002 - O resto da divisão do polinómio 
P(x)sx"'—23? 45, —X-] por (x + 1) é um número: 
(A) ímpar menor que 5 

(B) par menor que 6 

(C) primo maior que 5 

(D) primo menor que 7 


CONTINUA NO VOLUME 2: 80 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Solucóes dos exercícios 


El) 
b. 2 15 т К) а? + За? + 3ab2 + b3 
с) 4х + бу a + 6xvz ) 2x? + 9xy —3y2 + 8x -7y +22 
d) 7x2 + 5y? + 2x 2 -10 m) 5x? +2xy + -33 + бу + 6y 
e) 4x? — 5xy + x 2 2у : n) Ва? + 3a? — 4b2 + 3b2a + dba 
[)-5y? + 5xy? — x2 + 5xy _ 3x 0) =2x2y3 — x2y2 + дуу — 3x3y2 
9) 8m°n + 8p?q +2mp + 4nq š 2 E — 2b? + 2a2b + 2ab2 
h) 5x2 +2y2 + 10x — 9y — 12 q) OX" -3x* -8x + 8 
i) Sxyz — 4х2 + 9zy + 3x Г) -5x2y +5ху + —3xy2 + 10 
j) —3х2 m 3xy -3y y S) Tab + —a?b t 8ab? -4а2 —3b2 
t) 10x2 + Бу? + 6x - бу – 10 
Е2) 
920 02 ати 
-16 E 
b) 1 d) 23 3 g) ; А "n m) -19 o) -2 0) 0 Эн 
п) 16 0 r) 0 
E3) ) p) ) 
A classificação d 
aR i ção kr apenas da Parte literal, náo ë afetada pela parte numérica 
OR ФА две * й 4 KRI m ЯГ o) RF ВЕ SÊ 
) j) ВЕ | RE n)! ) RF ) RF Ri 
E4) p 
a) 3º с) 6º 


20 
h) 9° i) 40 k) 2° m) 2° H 20002009 
14 yas “+ 2 » pp Y 
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) 
rte K) 3x2 + 2y2 + Oxy + 4х + 3y +6 
«OO + 0X2+2x 40 — |) X° + 2y2 + бху + Ox + Oy + 0 
оуб + 0x5 + 3x! + Ox — 4x + 0x + Ü m) 2x4 + 0x3 + 3x2 - Ax + 0 
1) 4x0 + 0x5 + 3x4 + 0x3 + 0х2 + 2x + 3 n) X4 + 0х3 + 0х2+ҳ +0 
е) 02 + 0b? + Зар + 2a + 4b + 5 0) 6х5 + 2x4 + 0x3 + 4x2 + Ox +7 
5х3 + 0х2 + 3x + 2 p) 3х5 — 3x4 — 2x3 + 0x2 + Ox + 9 
х5 + 3х4 + 0X3 + 0x2 - 2x + 5 q) 4x3 + 0x2 + 6x— 8 
h) x7 + 0х6 + 0х5 + 0x! + 0х? + 0x2 + Ox + 7 r) 0a? + b? + Зар + 0a + Ob + 6 
y 432 + 4b2 + баһ + ба + Ob + 4 S) —Š + 0x4 + x3 + 0x2 + Ox + 0 
)у+ бу? + 292 + бу + 1 t) -2x4 + 0x3 + 2x2 + Ox +2 
e c)-2?  e)-2X  g)9xy i) 2x*2 
a) 9X 2 ñ ) 2Х+2у — k)-8xy m)-2abc o)7a-5b q)7b+13 s)-3abc 
pity 959 дар h)Sx+13 j)5a*5b«21)-37? п)9ху р) хуг de 0х2 t)-2x 
E7) , 
a)15x3y5z? c) —2x e) 6a3b2c2 g)18x?y і) базе К) 12x2y3 т) 124905 о) 8x3 42x5y? 5) 60x2y2z3 
b)6afbx d)-8x'y f)-2a'bc h)-15a3b4 j) 24x5yz | J2x5y п) 16x2y2 ` 30xyz peta JONA 
ES) 
а) 3259 с) 49х10  e)-125x3 0)644808 1)-х2! к) 64y9 т) 16х12 о) 5х8 4уд : 
| q)81x*y? s)-1/(8x5) 
b)-64xº d)81x*  f)4a8b$ Pjbh)9x4 j) 16х8у!2 |) —27a3X6 n)-64x8  p)-32x5 г) 1/(4х12) 1) 125x6 
E9) 
а) ху? — c)-(3/4)xy e) -12xyl5 g) 3bc? 1)-6бу2/5 k)-(2/5)y? m) 16x — o)-14xy  q)8x?y38/3 s) —x2y325/16 
b)-Zxy  d)-1/(5x) 0 –4х2у/3 h)-12xy?/5 j)--4x?z  1)-20yz? п)ху26  p)-1 8xyz2 r) —32xyz2 t) 4x2y2 
E10) 
а) xI2y? c)-3K(abc) e) -2xly 9) 9c/(2ab) i) -12yzix k)-4y2/x2 m) 11/(yz) o) -9х/(2у) q)-9y?z5/x s)-y?zS/(2x) 
b)oy^(3xz) d)-2y91(323) f) Sylx3 — h)-4xy? j)-8xy 1) 20уг2/х п) -6/(xy) р) 8xz2ly r)-500xy/z 1)-2х5у/22 
El1) 
а) 2% — 6xy? f) 5a? — 5b? k)3xy-18x^y-6xX)y-9xy! р) xfy + 2x3y + 5xy 
b) Зах — Gaby — 3abz? g) -3a2 + b? |) -6x + 8y - 4xy - 6 q) 8a3b3c — 12a?b?c* 
C) -3x2 + 3x + 15 h) -a2 + b? m) 6a2b + 4ab? — 8a2b2 r) 2х3у2 + 4x2y3 + 16ху2 
d) 6a2b+4ab2+2a2b2+42ab 1) -а2 + b? п)8х?уг+12х2у22 –16х2у22 — s) 4х3у* + 12x2y5 
e}-5x3 + 5xy2 -20x2 + 25ҳ ј) 3х3 + 2x2- 5х + 8 о) 2х3у + 2xy3 – 4х2? t) Xy + 2х3у3 + ҳќу + узу? 


E19) 

а) 2x(x + Зу) 

x a(x? — 2xy + y? 

C) 2xy(2 -xy + 3x2y2 

0) 2c (2a _ m) 5ašc) 
е) 482 — 3x + 5) 

) 2m(2x — X2 + 3m) 

9) 2Sab(ab — 5b + 15а) 
1) Ax*Q + Буг 4 2) 

) Зао — 3 + 4b2x3) 
) vabe(a + 3b + Sac) 


` Xx + бхз + 6x? — 25x 
2032 + 24x 17 
33320 + дуздо — 6 
d FX + 3у+5 
720 86-4e ao t Gxt 13 


k) 4(2a?b?c* —a3c3 *3b*c? +4a3b2) 
|) 2m(2xy — x + 3y + 5m) 

m) 5a2b2c2(—a +2bc? +3a*b) 

n) xy(x3 + 3x2y2 +xº + x2y) 

o) 2a3b2c2(4b — c?) 

p) ху(х? + 4x2 + б) 

q) 2xy(x? + y? — 4x2y) 

r) 6xy(1 — 4x - x? — 2y?) 

s) 4ab(2a — b + ab — 3) 

t) x4(3x2 + 2х4 + 7x — 3) 


k) (2x7 —4x8 -2x* +5x2 +5) + (2x5 —2x7 +4x3 -2x5 —2x4 ) 
|) (5х5 – 4x? -2x8 -3x1 —5) + (2x5 +3x3 —2x5 +2x —3x4 ) 
m) (6 — Зх + 4x! +2xº ) + (2х5 -2x7 —3x8 +4x -2x4 -3) 
n) (2х2 +7х* +3x5 +4х6 ) + (2x5 4x7 +2x3 —68 +2x2 —4) 
о) -5x! – 2x8 + 12x5 + 2x + 3x3 + 4x2 - 5x — 7 
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g) 4x5 — 5x* + 4x? + 7x + 1 

h) 9x3 + 4x3 + 2x? - 13x +5 

1) 2x5 – х5 — 4x! — 4x3 - 2x2 + 11x — 7 
j) 2х5 + 8x* + x3 + 4x2 + 5 


El4) 

a) 3x* + 2x3 + 6x2 + 5x 

b) 3x3 + 4x2 + 4x -11 

C) 2x8 — 3x* + 2x3 + 2x? — 6X 

d) xê + 4x! + 4х3 — 5x2 + x + 15 

e) 2x7 – 3x6 + 4x! - bà + 4x + 3 

f) 5x7 — 5x5 + 5x* 6x3 - 11x? + 9 

g) 5x! + 2x8 – 3x5 + 3x! – 2х3 + 4x2 + 4 
h) 4x7 + 3x6 — 4x5 + xt — 33 — 2x — 15 
i) 10x7 + x6 — 3x5 + 4x9 — 6х3 + 3x2 + 4 
j -2x* + 3x3 + 3x2 + 4x — 2 


El5) 

a) x3 + 4x? + 10x + 7 

b)xº-x+8 

с) xi — 5х3 + 13x? - 17x + 12 

d) -4x8 — 20x7 — 10x8 — 20x5 — 16x* 

e) 2x6 — 8x5 + 6x! + 4x? — 15x + 3 

f) 6x8 — 6х7 — 16x6 + 8x5 — 14x — 28 

g) -12x7 + 4х6 + 30x5 — 34x + 8х3 — 30x + 10 
h) -7x8 — 21x! + 5xŠ + 13x5 — 6x! + 6x? + 18x 
i) 3x8 + 7x5 + 20x4 — 4x3 + 16x? 

j) ) —4xº — 2x! + 2x3 + 10x - 5 


E16) 

a) Q = 9x, R = 10 

b) Q = 1/3, R = 3x + 6 

c) Q = -2/2, R = 6x + 7 

d) Q = —2x + 8, R = 6x? — 9x 

e) Q = 8x- 1, R = 20x + 52 

f) Q =—4, R = 25x? - 15x 

g) Q = -x*- 8x2 + 3, R = 12x - 18 
h) Q = –7х5 + 133 + 5, К =0 
)Q=x*+3x+1,R=0 
)Q=-5x**-x2+x-8,R=6x 


E17) 

ajQ=x,R=2 
b)Q=-x+3,R=-=3 
c)Q=x+5,R=10 
d)Q=2x-3,R=20 
e)Q=x-7,R=45 
f0Q=x-x+3,R=-9 

g) Q = x? + 4x + 12, R = 29 

h) Q = 2x2 — 10x + 50, R = —251 


)Q=3x-2,R=10 

jQ=x,R=-5 

E18) 

a) x? бх + 9 f) a^ + 4ab + 4b? 
b) x3 - 9x? * 27x - 27 g) 9x? — 12xy + 4y? 
с) x*-12x3+54x2-108x+ 81 — h) 4m? + 12m +9 





O ALGEB 


f) 6x5 + x* — 3x р) x! - 5х5 - 3x! + 6х9 + 2x2 + 3x + 9 RISTA 


q) 6x7 - 36 + 5x0 – 2x! – 43 + 5x? egy 4 7 
r) -5x7 — 8x0 + 2x* – X? + 2x - 8 

s) -5x6 - Ax! + 4X? + x* + 5x - 1 

t) -7x7 - 2x8 + 3x5 - Sx* + 12x - 6 


k) -2x7 + 7х6 + 4x5- 3x — 3x2 + x +5 
|) 3x7 + 4x6 - 4x? - 5x? + x + 15 

т) х7 + 2x8 + 26 — 2x* + ЗХ? — 2x2 + 7 
n) 3х7 + 3х6 + 10x* – 8x + 9 

o) 4x7 + 3X6 - 3x5- 2xº - 4x — 5 

p) 2x5 — 2х* — 10x? + 4x? + 6x - 6 

q) 2x6 — 6x5 + 4x* — 4x3 — 2x? - 16 

г) x5- 5x! - 7x2 - 6x + 9 

s) х5 - 8x! + 11x2 - 3x - 11 

t) -2x6 + х5 + 330 - x - 4x -2 


k) 6x! — 10x? — 6x2 + 36x 

|) 6x5 + 18x3 — 12x? + 9x - 9 

т) -9x7 — 6x5 + 6x + 15x3 — 5x? + 10x - 6 
п) 4x6 + 2x5 + 2x* — 3x3 + 3x2 + 2x — 2 
о) 2х6 + 3x5 — 2x! - 8x3 + 5x? + 5x - 5 

p) 2х6 + 10x5 + 12x* — 3x? — 7x2 + 6x 

q) —2x8 - 9x7 — 6x6 + 7x5 - 6x* – 3x - 9 

г) х9 + 2x0 + 2x! — 7x8 - 130 — 4xé - 7x? 
s) 18 — 2x! x6 – 2x* + ХЗ + 2x2 - 2x - 8 
t) 4x7 — 6х6 + 2x* + x3 + x? + 8x +3 


k) О = 2х + 4x?-5,R=0 
)0--354-32-2,8-0 
m)Q=-x5-4x2-x+8,R=15 

п) Q=x+x2-2x, К= 6 

0) Q = 4x8- xt — 5x, R = 12 

p) Q =—4х® + 2x + 4x2 – 2x, R = -15 

q) Q = x4/4 — x3/2 + 3x2/4 — 3x/4, R = 2х 

r) Q = —x8/4 — 3x5/4 + 3x4/4 — x3 + 3x22, R=0 
s) Q = -x? - x/3 - 1, R = -3x 

t) Q = –х6/3 — x5/2 + х4/6 — x3/6 + 5/6, R = — 


k) Q = 2х2 + 4x + 13, R = 28 
)Q=x+x2+x+1,R=0 

m) Q = х3 – 3x2 + 13x – 51, R = 205x - 204 

n) Q =х*— 2х3 + 3х2-4х+5,К=—6 

о) Q = 3x? - 12x + 52, R = -208 

р) Q = 2x4 – 5х3 + 5x2+x-11,R=11 

q) Q = -2x3 + 6x2 - 10, R = 10 

r) Q = -2x5 - 4x4 — 8x3 + 20x2 + 38x + 79, R = 165 _ 470 
s) Q=-2x5 + 4x5 — 8x4 + 12x3 — 22x? + 44x — 88, “= 
t) Q = -7х5- 14x4 — 30x? — 60x2 - 117x — 229, R = 


230% 
Kx + 2x3- x2-2x+1 — p)4x9xe 25126 ^ 
|) 4x? + 12xy? + 9y4 a2+b2+c2+2ab+28C ess ¿9400 
m) 1 — 6x2 + 9x4 г) 4a2+9b? +46с2+1280 


— 
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ax + 2xy УУ? ) MN e n) х" + 2x2y2 + y4 5) X? + 3x2 + 3x + 1 
e) 2 — 2xy + Y j) x — 19x* + 81 0) eN GAS) t) x3 — 32 + 3x- 1 
E19) 
а) xt + 4º - 6х2 + 4x 17 К) 3x2 + 12x + 14 
p) 5x2 + x — 40 |) х + 5x? + 12x + 12 
c) 2⁄2 — 5x + 7 m) -3x? + 13x - 8 
d)xt - 2xy + y! - 3x + Sy +5 n) -8x 
e) 2 - 2x + 2 o) 10(a + b? = 10a? + 20ab + 10b? 
3a+5 р) 4(x + 1)2 + 6(x — 1)2 = 10x2 — 4x + 10 
q) x? +x? -X+ 2 q) 12x 
nx? +x- 1 г) x? + 2x + 1 
i -x2 Ax + 6 S) x? + 3x + 3 
j) 4ab t) 4x + 10 
E20) 
а) X2- 2x - 1 c) 9ab2 + 4a?b e) 16a5x3y g) —2a3 + a?b i) 6x2m-^ 
b) 4a?b – 5ab? + 5b? 0) 7х2 + 4ху-у 1) 3а2/7 +5+ h) —2b + 4c j) j) 125а83тс3р 
26ab?/3 + 4a2/21 


E21) 


a)-10% cjab* е)12х%у'?23 g)e3x?y? 1)10а7Ь'%65 — k)20x5y!  m)12xtyS28 о) 24x7y9z7 


b)28xX?  d)28x*y%z 1242!  h)3ab3c*  ¡)-30a?b3c* 


l)-30a^b/c*x5 п) 48a*m*x$ 


E22) 
a) -65 c) 56 e) -19 g) -34 i) 48 k) -48 m) 0 o) 45 
b) -13 d) -8 00 h) 24 j) 22 |) -70 n) -18 
E23) 
а) x c) 7x e) 4x! g) —4x i) 4x3y k) 3y2 m)12xy? о) Зху 
р) 8х3 d) -6x? f) 17x h) х2у/4 j) 53ly |) —Saºb? n) 3x2y/5 
E24) 
а) -ab?cid5 c)5a?b5c ^ e)4am?n* g)-4c i) 3pr? k) 1/abc т) 2/(тпр) o)-q2/(3mgt) 
b) 2xyz/⁄3 — d)-xyzw^ f) 3yz? h) 2n? j-13agt 1) 3/(2xy3z3) n)-a/(3b?) 
E25) 
a) 222 + 2b2 c) 6x — 2z e) 2b + 2c g) 3a? + 5a — 2 i) 9x3 — 3x 
b) 9a? - 2a + 6 d) 4x + 4y + 4z f) 4a + 4c h) 8ab + 3ac j) 5x? — 2y? + 3xy 
E26) 
a) -2b? c) 6m3+4m2+7m+2 е) 7x3 +7x2+2 g) 3a?-a*b-2ab?+b3 i) -3x3 — 4y3 — x2y — 4xy? 
b) a? + 332 + ба +2 d) 2x3-2x2+4x+y  fal+3ab-ab? Һ)5х3+3х2у+5ху2+13 j) 38 – d? + c?d + са? 
E27) 
3) 22-622 -а+4 c)Ja-b*c e) 2x - 3y * 8z g) 2ac + 2bc i) х + 3x2 + 2x-8 
) -ax d)2a-2b*6c  f)x+4y+5z h) 2abtac+4bc-2bd j) х3 — 7x2 + 4x 
E28) 
а) -7b? + 8c? — 18abc + 7c? f) - 203 + 4a?b — 2ab? 
0) 3x2 + x 2 g) ab? +2a3b3 — 2b4 


c) a? + 3b3 + 4c3 — барс 
d) xt + 238 4x24 7x5 
e)- X6 - x8 2 оу 





x... o 


h) 23 — 11x?y — 2y3 + 4xy? — 3x2 — 5y2 


i) 3a2b — 3ab2 
j) — 2c2 — 2ab + 2bc + 2ac 
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Е29) f Sr 
е) 5a + 2b — 4C g) 3a —b ) -8x + y 






a) 5а + 2b- 2 c) 13x — 15y + 32 | 
b) x + 2a d) 22 + b 4 f 3x-5y *z h) 2x + 3y + 22 1) 6х – 32 
E30) uu | 
a) ab + ас d) 6x2 — 9xy g) bx — 3b2 j) ça 20a?b? m) 5x2y - 15 
bJa?b?^c*a?bc?-ab/c? е) 12xy+6y? — h)-6a?- 9a'b k) —2y2 + 3xy* п) 2x + 3a 
c) 4x? + 28x f) 6a — 6a? i 10х22 + 15х02 1) –2х* о) —a3b3 + asta 
E31) 

a) а5 + 2a'b + 2a*b? f) -a5 - atb? — a?b? k) 8a*b? + 1225 

b) a3b2 + 2a?b? + 2ab! g) За2у* — 9a?xy* + 3a? |) 8493 +10а5 


m) 4x? — 6x* + 6x3 — 10x2 
n) 9x7 — 12:5 + 15x* буз 
о) 10a*b — 25a?b? - 15a: 


h) x15y2 a x13y4 = хбу!? 
i) 4x5y3 — 6x*y* + 4х?у? 
j) а?дх5у!д — a9x4y9 — ay? 


c) 8x? — 12x?y -18xy? 
d) xy? — 2xy + y 
е) 15a*b* – 20a?b* + 5a*b? 


E32) 
a) 8m? — 10mp + 3p? f) a3 — b? k) -a* + 4a3b — 7ab3 — 2p: 
b) xl — bx — cx + bc g) a? + b3 l) 20a*b* t Ta3b6 = 25858 - 2а} 


m) 2x* + 13x? + 9x? — 50x + 40 
п) 3x* + 5x3 + 3x2 + x 


c) 25x? — 30xy + 9y? 
d) a? — 12ab + 35b? 


h) a? + ab — bc — c2 
i) at + bt + 2a2b2 — aób — ab? 


e) a2 + ab — 6b2 j) х5 — 3⁄4 — 3x3 + 16x? — 21 0) х5 + 2xfy — x3y2 — 4x2y3 + 2xy: 
F33) 
a) a! — 2a2b2 + b f) - a! + b* + 4a2b2 — 4ab? 


b) a?b? + c2d2 + 2abcd — a?c? 

C) 3x^y* + 9x2y$ — 2x5y3 — 6x3y5 
d) x^ — 2x2y2 + y! 

e) 3x^ — 5xšy — 12x2y2 — xy? + 3y* 


g) a* — bí — с — 2b?c?* ac? — asc + ab?c 

h) a* — 16a?b?x? + 32ašb3x3 — 16a4b4x4 

i) ба“ + 5a3bx — 6a?b?x – 4a2b2x2 + 3ab3x3 + 4ab3x – 25% 
j) 14x*y3 + 32х3у5 — 48x'y* + 10x6y2 — 16x2y5 


F34) 
а) 2a?-a d) 5m? — p? g) 2x? - 3x j5x-y m) -3a + 4b -c 
b)7a'-a е) 3x? — 5x? h) — + 2 К) ax - 1 n) ab — b! — a?b 
с) 7x? + 1 f) -3x3 + 1 i) a * 2c |) x + xy o) x — 2xy - 3y? 
E35) 
a)xy-x?-y? c)-a+1-b e) x? * 2x * 1 g) xš — x2y — y? i) a22 +a-c 
b) a? — ab — b? d)-1+xy+xy? fja-b-c h) ab - 2 - 3b? j) a2b2— 3abc - 2c 
E36) 
ajQ=x+8,R=0 f)Qz3a*1,Rz0 К) Q- a?-ab-ac- bc & b? 0,857 
DM Ды g)Q=a+5,R=0 )Q=x-3, R=-6x2+6x+2 
E - h)Q=x2-x+1,R=0 п) Q=x2+3x+1,R=0 
d)Q=x-8,R=0 )Q=x+x2+1,R=0 n)Q=a-b,R=0 
ejQ=a+5,R=0 )Q=-3a-2,R=0 0)Q=x+y-z, R=0 
E37) 
a) x + 5a + 9 
в f) -15a + 8b — c 
b) 5a + 4b + 7d - 12 в) 7a — 5b 


c) -f + 8m - 6x - 3d - 8 
d) -7a - 17b + 8c - 19d + Зе + 9f 
e) 27a - 14b 


h) 3a? + a2b + 9ab2 – 7b? 


4 
i) 8a! — 5a3b + 36a2b2 — 9ab? + b 


4 
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£38) 4 E39) atb ЕА0) (A) E41) (A) E42) (D) 

g43) (D) 

E44) a) 9x2 — 36x + 35 b) 8x2 + 26x + 15 с) 4x2 + 12x + 9 

45) (E) E46) 4r°s Nz E47) (D) NN 

E49) (A) E50) -2a3 + 7a?b – ab? — 453 


E51) х9 xl4 + xI5 + хї®# + О у9 + х8 + х7 + х6 ҳун xe x3 xd exl 


E52) x - 2x^ — 6x + 27 E53) х®-х3+х?2+х-2 Е54) 47/6 
Е55) 0 E56) Expressao algébrica racional fracionária 

E57) Q7 x*-2x * 1, R- 0 E58) Q = 3x? + бх - 1, R = -17x - 4 

E59) (B) E60) (C) E61) (12) E62) (C) E63) (B) 
E64) (C) E65) (D) E66) (C) E67) (D) E68) (A) 
E69) (C) E70) (A) E71) (B) E72) (E) E73) (A) 
E74) (B) E75 (E) E76) (C) E77) (C) E78) (B) 
E79) (B) E80) (B) E81) (C) E82) (C) E83) (A) 
E84) (C) E85) (A) E86) (C) E87) (C) 

Solução 


Todos os termos de P(x) terão o sinal invertido, quando trocamos —5 por 5 (e vice-versa). Se 
P(-5) vale 17, os três termos em x, х5 e x? têm soma 14 para x = -5. Se fizermos x = 5, esta 
soma passará a ser -14. Somando 3, teremos que P(5) = -14+3=-11. 


E89) (C) 


E90) (A) 

OBS: Dizer que Q(x) = -2x + 1 é um fator de P(x) = —6x3 + 11x? - 2x + k é o mesmo que dizer 
que o resto da divisão de -6x3 + 11x? — 2x + k por -2x + 1 vale 0. Para encontrar de forma 
rápida o resto da divisão por -2x +1 = —2(x — 1/2), usamos o teorema do resto, calculando 
P(-1/2) e igualamos a zero. 


E91) (E) E92) (B) E93) (C) E94) (C) E95) (D) 
F96) (D) 
E97) Solução: 


Calcule o valor de pz at? P авт) sendoa=30b=2 
a? -b- (227) , (ab) 


im. 
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Solução: Devemos simplificar a expressão para depois calcular o valor numérico. Com : 


os fatores a e b estáo operados apenas por multiplicações, divisões e Potências, Е todo 
operar com os expoentes: P demo, 
Expoente de a no numerador: 1 - 4+2=-1 

Expoente de a no denominador: -2 + 4 + 4 = 6 

Expoente de b no numerador: -2 + 8 – 2 = 4 


Expoente de b no denominador: 1 + 2 - 4 = -1 
a b b 


Ficamos entáo com: = — 
mb. q 
Fazendo a=3 e b=2 ficamos com 25/37 = 32/2187 





E98) Q = х3 + x2-2x - 2, R =7 E99) Hi , se n>0 E100) (C) 
2 
E101) (A) E102) (C) E103) 4х2 — 6x! y? — 6x?*3 y**5 L Qy 
E104) (A) E105) (B) E106) (A) E107) (B) E108) (D) 
E109) (B) E110) (A) p111) la +b) 
ab 


E112) 4. Simplifique antes de atribuir os valores de a e b. 





E113) (E) E114) (x-7)  Ell5)x=52ey=3/2 E116) -37/4 
9.5 

E117) (B) E118) (A) E119) (E) E120) 82 E121)20 

E122) x*2  El23)15 E124) (A) E125) 4x2 — бх + 7 E196) 36 


E127) P(2) tem que ser 0, ou seja, tem que deixar resto 0 na divisáo por x - 2. 


P(2) =0 > k = -3 


F128) (B) E129) (B) E130) (A) E131) (C) =7 


4 
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Capítulo 4 


Produtos notáveis 








Para ganhar tempo 


A maioria dos alunos conhece bem a tabuada. Se aparecer uma expressão como 7x12, saberão 
calcular rapidamente a resposta: 84. Por outro lado, se aparecer o número 84 no numerador de 
uma fração, é extremamente útil saber que pode ser dividido por 7, ou por 14, ou por 12: 


84=7x12 
84-14х6 
84-12х7 


Ao ver em uma expressáo, o número 84 no numerador e o número 35 по denominador, o 


aluno lembrará imediatamente que ambos podem ser divididos por 7, e simplificará a 
expressáo com facilidade: 


84 19 12 19 


X = 
ll 3» 11 5 


O aluno que não vê imediatamente que 84 e 35 são divisíveis por 7, vai perder mais tempo 
testando a divisibilidade. 


Ocorre exatamente a mesma coisa com as expressões algébricas. Certas expressões aparecem 
com muita frequência, e se soubermos o resultado memorizado, ganharemos bastante tempo. 


Certas expressões algébricas simples, que aparecem com muita frequência, são chamadas 
produtos notáveis, e devem ser memorizadas. Vejamos quais são essas expressões e seus 
exemplos: 


(a+b)? = a? + 2ab + b* 


Nesta fórmula e nas fórmulas seguintes, as variáveis a e b representam expressões algébricas 
quaisquer. Por exemplo, se tivermos a=x e b=5, a expressão fica: 


(x+5)2=x2+ 10x +25 | (observe que 2.x.5 = 10x e 5° = 25). 


Isso é uma fórmula que precisa ser memorizada. A melhor forma de memorizar fórmulas é 
entender como são obtidas. Calculemos o valor de (a*b)? sem usar fórmulas memorizadas, até 
chegar à expressão final. Elevar um valor ao quadrado é a mesma coisa que multiplicar o valor 
por ele mesmo. Ficamos então com: 


Ї 
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ы асы C с. ш 
(a+b)? = (a+b).(a+b) 


а 1 T `š ) ч 
(a+b). É um caso particular da multiplicação de Polinômios, " 
Temos aqui dois binómios (a*b). 
i 3. Fi cont: 
bastante exercitada no capítulo 3. Ficamos сс 


(a*b).(a*b) = a? +a.b + ba + b? 
expressão resulta em: 
Como a.b é a mesma coisa que b.a, a expressão rest 
‹ “ ( 2 
(a*b).(a*b) = a? +a.b + ba + b? = a2 493b + b 


Provamos assim que: 
(a + b)2 = a2 + 9ab + b2 


Se ao invës de a e b tivermos outras letras, números ou expressóes, a fórmula continua válida: 
“O quadrado da soma é igual ao quadrado do primeiro termo, ти 


is duas vezes o produto do 
primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo termo”. 


Exemplos: 

(x*1)* = x2 + 2x + | 

(x*2)? = х2 + ax +4 

(x*3)* = x? + 6x +9 

(x+4)2 = x? + 8x + 16 | 
(2х+у) = 4х2 + dy + yl 
(2x*3y)* = 4х2 + 12xy + 9y? 
(x+1/2)2 = x? + x + 1/4 


Também é comum aplicar a fórmula no modo inve 


que é um quadrado perfeito, transforma. 
devemos: 


150, ou seja, dada um 


a expressão algébrica 
à no quadrado de um binó 


mio. Para fazer isso, 


1) Identificar entre os term 


os da express 
quadrada positiva. 


ão, dois quadrados perfeitos e encontrar a sua raíz 


2) Verificar se o termo restante 


é igual a duas vezes o produto d 
expressão original é igual ао quad 


a 
as raízes quadradas. Se for, 
rado da soma dessas raízes qu 


adradas, 
Exemplo: 
Transformar a expressão x? + 12 


^X + 36 no quadrado de um binómio. 


A primeira coisa a fazer ë localizar os dois quadrados perfeitos: 
x2 ë o quadrado de x 
36 ёо quadrado de 6. 


2.6.x = 12x, que ë exatamente o outro termo 


da expressão. Então concluimos que: 
x2 + 12x + 36 = (+6)? 


e + mem 
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Exemplo: ИМ | 
Verificar se a expressão xt + бх?у? + 9уб é o quadrado de um binômio 


x! é o quadrado de х” 
дуб é o quadrado de 3y? 


9.x2.3y3 = 6x2yº, que é exatamente o outro termo da expressão. Logo: 
xt + 6x2y3 + 9у® = (x? + 3y2)2 
Como vemos, é importante não apenas saber elevar um binômio ao quadrado, mas também, 


fazer a operação inversa: dada uma expressão, identificar qual é o binômio que, se elevado ao 
quadrado, resulta na expressão dada. 


Exemplo: 
A expressão x? + 6x + 20 é igual ao quadrado de um binômio, somado com um número. 
Determine qual é este binômio e qual é este número. 


x? é o quadrado de x 


Não conseguimos identificar o outro valor que está somado com x e elevado ao quadrado. 
Mas sabemos que o termo em x, que é 6x, é igual a 2 vezes o primeiro pelo segundo, ou seja: 


6x = 2.x.(segundo) 


Sendo assim, o segundo valor só pode ser igual a 3, e o quadrado do segundo é 9. Podemos 
então escrever a expressão original (fazendo 20 = 9 + 11) como: 


х2 + 6х+9+ 11 
Concluímos então que a expressão original é igual a (x+3)2 + 11. 


Exemplo: 


Escrever a expressão x? + 10x + 40 como a soma de um quadrado com um número. 


Já vemos na expressão um quadrado perfeito, que é x^, o quadrado de x. O termo do 
primeiro grau, 10x, é igual a 2 vezes o primeiro (x) vezes o segundo termo do binômio. Então: 


10x = 2.x.(segundo) Ə o segundo termo é 5. 


Agora temos que fazer aparecer na expressão o quadrado de 5, que é 25. Para isso basta 
desmembrar 40 em 25 + 15: 


х? + 10x + 40 = x2 + 10x + 95 + 15 = (х+5)2 + 15 
Exemplo: 


Crever a expressáo x2 + 8x + 3 como a soma de um quadrado de um binómio, mais um 
valor fixo 


Encontramos na expressão um quadrado perfeito que é x2, o quadrado de x. O termo 8x é 
igual a duas vezes o primeiro (x) pelo segundo. Então: 


8x = 2.X.(segundo) => o segundo número do binómio é 4 


ka Á 
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O ALGEBR15y, 


| 
ara desc C5 


temos então que fazer aparecer na esprenão o quadrado de d, que 6 16.1 
SCpeo 


9 QUO termo, A, como 16 1З, “emos 


y A А \ ` ' 
ХаХа е хо Bx t DU 18 = (xt)? 19 
Mra fane cue А " ITO. i : 

Para fazer surgir o termo “quadrado do segundo", ao Invés de fazer 3= 16-13 podi 

| | `° | | | ) ar , 
ambém somar e subtrair 10, Somando e subtralndo valores Iguala, o valor da Expres: b 
altera, i 


0 Não ” 


ТЕСЕ Hx 6 4G E) UU (x * 4) - 13 


Este método para “completar quadrados” somando e subtratndo ui valor conveniente 
ү Cento + ç ` ` ' ` ` | i : Jar; 
tazer aparecer o valor desejado Cm uma expressão, sempre funciona, Para 


Exemplo: 


Exprimir x? + Эх + 1 como a soma de um quadrado perfelto mals uma constante 


Já temos x^, então o primeiro termo é x. Palta determinar a expressáo “duas vezes o primeiro 
vezes o segundo”, Como x é o primeiro termo do binómio que está elevado ao quadrado, o 
termo 2 primeiro.segundo é 2.x.segundo = 3x. Sendo assim, o segundo termo é 3. 0 
quadrado do segundo é (3/2)? = 9/4, Algebricamente, o passo mais simples agora é somar e 
diminuir 9/4, ficando com” 


x? + 3x + 9⁄4 + 1 — 9/49 (x + 32? 1 9/4 = (x + 3/2)? - 5/4 


Exemplo: 

Exprimir 10?" + 2,10" como a soma de um quadrado perfeito com uma constante. 

O termo 10?" ё um quadrado, pois podemos escrevé-lo como (10), Sendo assim, 10?" ë o 
quadrado de 10", e o termo 2.10"! contém este termo elevado a 1. Podemos então formar o 
termo do meio 2.10". segundo = 2.10", portanto o segundo termo é 1. Para chegar ao 
quadrado de (10% + 1)? = 10% + 2,10, vamos somar 1 e subtrair 1: 


102m + 9.10m = 102m + 2.10" + 1 - 1 = (10% + 1) - 1 


Exemplo: 

Exprimir x! + 6x + 30 como a soma de um quadrado perfeito e um valor constante. 

Note que a expressão “quadrado perfeito” pode ser usada para números e também рага 
expressões algébricas. No caso, uma expressão algébrica é chamada de “quadrado perfeito , 
quando é o quadrado perfeito de outra expressão algébrica. Esta expressão é usada apena 
informalmente, pois a rigor, qualquer expressão algébrica positiva pode ser escrita como 0 
quadrado de outra expressáo algébrica, por exemplo, x + 2 ë o quadrado de Jx+2 pa 
que x + 2 náo seja negativo. Sob este prisma, poderíamos responder que a expressão des 
х 6x + 30. 


problema, x! + 6x2 + 30 já ë um “quadrado perfeito”, o quadrado de sis 
de sua T 


Permitindo o uso de irracionais, qualquer valor náo negativo ë o quadrado 


quadrada. 


existem raízes nessas expressões. Ainda assim, apesar de não usarmos a designação А 
230: 

` — 4 m. 9 ( ° 4 + 

isto não muda o fato de que x! + 6x? + 30 continua sendo o quadrado de ух +6х 


Scanned by CamScanner 


capítulo 4 - Produtos notáveis 193 


Vamos então procurar formar uma expressão da forma a? + 2ab + b? no nosso trinômio x! + 
бх? + 30. 


- с ` ә > . as : : : e 
O termo candidato a ser o “quadrado do primeiro” ë x*, então o “primeiro” seria x2. Isto não 


4 — E 
se deve a0 fato do x EX primeiro na expressáo, mas ao fato de termos encontrado um 
valor (х2) e seu quadrado (x*). 


primeiro = x^, quadrado do primeiro = x* 


Sendo assim, o termo do meio da expressao (2.a.b) seria: 
6x2 = 2.primeiro.segundo = 2.x“.segundo 


Portanto o segundo termo só pode ser 3. Para formar (x^ + 3)2, falta apenas aparecer o 
quadrado do segundo termo, que seria 3? = 9, Vamos entáo somar e subtrair 9 na nossa 
expressão: 


x4 + 6x? + 30 = x* + 6x? + 9 + 30 — 9 = (x2 + 3)2 + 21 


Exemplo: Exprimir х--А/х (x>0) como a soma de um quadrado, mais uma constante usando 
o menor número possivel de radicais. 


^" 


Uma solugáo para o problema seria e -4Хх ) + 0, porém esta não é a forma mais simples, 


podemos resolver o problema com um único radical. Como o termo x é o quadrado da sua 
raiz, vamos fazer: 


Primeiro = Jx 

Quadrado do primeiro = x 

Nesse caso, o termo 2.primeiro.segundo ficaria: 
Vx=2. Jx .segundo 

segundo = 1/2 


A expressão elevada ao quadrado seria /y к> ‚ Seu quadrado é: 
лү | 
x+— | =x+ x + 
2 4 


Falta portanto adicionar e subtrair 1/4 para completar o quadrado: 


4 4 


2 4 


Obvi - e БГ . 
; Dviamente, expressóes como x? + 6x + 9 sao muito fáceis, e a coisa fica feia quando 
parecem frações e radicais. 


Interpretação geométrica 


A fe š 
^ fórmula do quadrado da soma pode ser interpretada geometricamente, como o cálculo da 


Mus de um quadrado de lados iguais a (a*b). Por outro lado, a área desse mesmo quadrado 
х * Ser calculada como a soma das áreas dos quatro quadriláteros da figura abaixo: 9 
Aadrados e dois retângulos. As duas situações são mostradas nas figuras abaixo. 


im. — 
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a a 
(a+b)' 
| | 





Ocorre que os dois quadrados tém áreas iguais a a? e b?, e os dois retângulos são i 


Buais, 
áreas iguais a ab cada um. Sendo assim, a área do quadrado total é dada por a? + оар А 


[sso mostra que: 


(a+b)? = 22 + %ab + b2 


OBS.: Várias fórmulas algébricas e geométricas podem ser demonstradas através de interpretações 
geométricas como neste exemplo. 


Não confunda 


Ë natural que muitos alunos, ao trabalharem pela primeira vez com letras, cometam alguns 
enganos baseados em idéias erradas. Por exemplo, muitos alunos pensam que (а+Ь)? é a 
mesma coisa que a? + b2. Está completamente errado. Por exemplo, 102 é igual a 100. O 
número 10, por sua vez, pode ser escrito como uma soma de números positivos, de várias 
formas: 


10 =1+9 
10=2+8 
10=3 +7 
10=4 +6 
10=5 +5 


Considere agora somar os quadrados dessas parcelas: 


12+ 92 = 1 + 81 = 82 
22 + 82 = 4 + 64 = 68 
32 +72 = 9 + 49 = 58 
42 + 62 = 16 + 36 = 52 
52 + 52 = 25 + 25 = 50 


Sáo números que, somados resultam em 10, mas a soma dos seus quadrados nào ё а in 
coisa que o quadrado de 10 (ou seja, 100). Isto ocorre porque a operação de elevar Е 
quadrado não é distributiva em relação à adição. Nem sempre operações que fazem 
relação à multiplicação e adição podem ser feitas com outras operações, como é nn às 
potência. Isso explica porque (atb)? não é a mesma coisa que a? + b?. No aprendiza M 
álgebra não devemos usar de forma indiscriminada as propriedades aprendidas Pa 
números naturais, inteiros e racionais e as quatro operações básicas. É preciso apren шэг 
uma, quaís propriedades podem ser usadas. E a poténcia, definitivamente, náo tem as П 


propriedades que a adição, e a multiplicação, em relação à distributividade. 
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O único caso em que (a+b)? = a? + b2, é quando a ou b valem zero. 
: 2 2 r . ° 
A diferença entre (a+b)? e а? + b? também pode ser interpretada geometricamente. 


a b A figura mostra um quadrado de lado igual a 
— (a+b), sua área é portanto (485), Estão 
também destacados na figura os quadrados 

de lados a e b, cujas áreas são a? e b?. Vemos 

entào que a? * b? (a soma das áreas dos dois 


a quadrados destacados) é bem diferente de 
(a*b)? (a área do quadrado total). 
Exercícios 
El) Calcule os seguintes quadrados usando a fórmula do quadrado da soma 
а) (x+1)? f) (x+5)2 k) (a+2b)2 p) (3ab+b2)2 
b) (x+3)2 g) (x+10)2 |) (Ba+b)? q) (5ab+3a2b2)2 
с) (2x+3)? h) (2x+5)* m) (4x+3y)? r) (Х?+у2)? 
d) (7+2x) i) (4х+у)? п) (2+9) 5) (2x? + 3y2)2 
e) (x+6)2 j) (x+3y)? о) (2a?b+3ab?)? t) (2x3 + 5y2)2 
E2) Transforme cada expressáo abaixo no quadrado de um binómio 
a) x? +4x +4 f) a? + Gab + 9b? К) x? + 10x + 25 p) b? + 6b + 9 
b) x2 +6x +9 g) 9x2 + 24xy + 16y2 |) x2 + 20x + 100 q) xt + 6x2 + 9 
c) x? +10x +25 h) 4x? + 4x + 1 m) 16a? + 8a + 1 r) x$ + 2x3 + х2 
d) х2 +2x +1 i) 9y? + 6y + 1 n) 4x2 + 12xy + 9y? s) x + 4x1 + 4 
e) х2 +12х +36 j) 4k2 + 12k +9 0) 100m? + 60m + 9 t) 10000 + 200x + x? 


E3) Escrever cada expressão abaixo como a soma do quadrado de um binômio, mais um 
valor constante. 


a) x2 + 10x + 16 f) m? + 8m К) x? + 5x + 1 p) X +x! + 1, x20 
b)x2+ 6x * 1 д) х2+х+1 |) x!9 + 10x5 q) ХУ + 2x/?. x>0 e y>0 
с) х2 + 10x + 10 h) x2 + 3x гп) t? +t г) 102" + 6,107 + 10 

0) 22 + 42 i) 4m2 + 7m n) x2 + 12x + 100 5) 52" — 4.5m + 1 

e) x? + 6x + 8 j) kS + k3 о) x* + 2x2 + 10 {) z? * zi + 1 


(a - b)? = a? - 2ab + b? 


Fste é um outro produto notável que aparece com muita frequéncia: 


“O quadrado de uma diferenga de dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo, menos 
duas vezes o primeiro vezes o segundo, mais o quadrado do segundo termo." 


(a - b)? = a? _ 2ab + b2 


A fórmula pode ser demonstrada facilmente, como já fizemos para o quadrado de a+b, exceto 
que agora teremos a-b: 


(a-b)? = (a-b). (a-b)=a2-ab-ba+b2=a2-2ab+b? 
im Г 
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| | оба 5 дай mula é partir da fórmula do с oM 
Uma outra for als fácil para deduzir esta fórmula é p: | AUadrado | 
cuna Torma mal | , se «que na verdade a e b podem ser da 
"oma e trocar b por (-h). Podemos fazer isso porq C 


Malo 

| ; odemos aplica, „p, ЧЧ 
= л ey | f э ^ com uma soma e p с р Іса \ 
expressão, Escrevendo a-b coma а + (-b) ficamos 1 lórmul, 
Já conhecida; 


0. BL 1210 
la t (-b)|2 = a? + La,(-b) + (-b)? = a? - 2ab + b 


Exemplos: 

(x=1)%= x^ - 2x + 1 

(Х-2) = x? -4x Д 

(x-3)? = x? -6x +9 

(x-4)* = x? -Bx + 16 
2x-y)* = Ax? -4ху + y? 
E y) + 4x? 2 50 2 
(2Х- y) A ын. ху ` y 
(x-1/2)* = x^ =x + 1/4 


Exercícios 

I4) Calcule os seguintes quadrados usando a fórmula do quadrado da soma 

a) (x = 2) f) (x - 9) k) (a — 5b)? p) (Sab — b2)2 

b) (x - 4? g) (x - 12) |) (7a — b? q) (Зар — 5a2b2)2 
c) (2x — 5)2 h) (3x - 7)2 m) (5x — 2y)? r) (х2 — y2)2 

d) (7 ~ 3x)2 j) (2x — у)? n) (x? - 8)? S) (3x? — 7y2)2 


ө) (x - 7? j) (x - бу)? о) (3a?b — 4ab2)2 t) (5x3 — 3y2)2 


Outro tipo de problema muito comum ë reconhecer um quadrado perfeito em uma expressao 
algébrica, Muitas vezes isso não é um problema independente, mas uma etapa a ser usada na 
resolução de problemas maiores, por exemplo, na resolução de equações. Vemos que o 
quadrado de um binômio (seja adição ou subtração) é uma expressão com três termos 
(trinômio), na qual dois deles são quadrados perfeitos e 
aparecer o quadrado de um primeiro termo e o quadra 
termo for igual a duas vezes o primeiro 


pelo segundo, então é a expressão é o quadrado de 
uma soma, se existir um sin 


al trocado, então é o quadrado de uma diferença. 


Exemplo: 

Verificar se a expressão x2 – бх + 9 é um quadrado perfeito. 
Se for um quadrado perfeito, a ex 
identificar inicialmente, dois termo 


x^ € o quadrado de x 
9 € o quadrado de 3 


O ` кын . , 2 
x.) — 0 ( 3 + r ” a x a 0 
X, pue € exatamente o outro termo, porém com sinal trocado. Então a expressão € 
quadrado da diferença: 


x? = 6x + 9) = (x - 3)? 


o A ç ens 2 - ~ . ? ( 
Observe que (3 - x)? é a mesma coisa que (х ~ 32. Por quê? Sabem uando elevamo” 
um número ao quadrado, nào importa se o seu sina] ë ын a due Ч mplo, 

` al € positivo ou negativo, por exe 


а mesma coisa que (-5)2. Sendo assim, (3 — x) ë cad0 
0 1 || € à mesma coisa inal tro 

( coisa q o sin 

(é preciso trocar todos os sin | за que (x — 3) com 


ais M mo. 
furia bs | ais). Logo, se elevarmos a O quadrado, o resultado será o mes 
580 também pode ser visto através da fórmula: 
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(a-b) = a? - 2ab + b? 


(6-а) = b? - 2ba + a? 


Vemos então que as duas expressões acima são iguais, O exercício que acabamos de 
exemplificar tem então duas respostas: 


х2 - 6x + 9 = (x -3)%= (3- x)? 


Apenas por questão de convenção, tradicionalmente escolhemos (x ~ 3)^ para que o binômio 
fique ordenado e com o primeiro termo positivo. Mas nada impede que seja dada a resposta 


(3 - х)*. 
Exemplo: 


Verificar se a expressão 4a?x? —12ax3 + 9x! é um quadrado perfeito, 
Vemos que a expressáo tem dois quadrados perfeitos; 


4a?x? é o quadrado de дах, 
9x* é o quadrado de 3x2. 


Multiplicando duas vezes o primeiro pelo segundo, ficamos com: 


2 = 3 r ` 
2.2ax.3x 12ах”, que é exatamente o outro termo, porém com sinal negativo, Entáo a 
expressao é o quadrado da diferenca 


4a2x2 -19ax? + 9x4 = (2ax - Зах2)? 


Exemplo: 

Verificar se a expressão 10x — 25 — x? pode ser expressa a partir de um quadrado perfeito, 

Este exemplo é um pouco diferente. Temos dois quadrados perfeitos: x? e 25, porém ambos 
aparecem com sinais negativos. Vamos então colocar -1 em evidência para que a expressão 
entre parênteses fique com dois quadrados perfeitos com sinais positivos. 


10x — 25 - x? = -(x? -10x + 25) 


É claro que ao colocarmos -1 em evidência, todos os sinais da expressão que ficará entre 
parénteses seráo trocados, e o termo 10x aparecerá como —10x. Analisando agora à expressão 
entre parénteses: 


26 

X € o quadrado de х 

Or + 

25 é o quadrado de 5 

( БЭ 
2.х,5 = 10х, que € exatamente o outro termo, porém com sinal trocado, Entáo 


x^ -10х + 95 = (x E: 5) 


Nào podemos esquecer que esta expressão está dentro de um par de parénteses que tem um 
Sinal negativo na frente: 


(Ox - 25 — x? (х2 10x + 25) = -(x - 5)? 





i 
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O ALG 
Exemplo: EBRIST, 


Escrever a expressão x? -20x + 50 como a soma de um quadrado de um binômio m.. 
valor constante. ds 





Já fizemos exercícios como este quando estudamos o quadrado da soma. O roteiro ë. 


1) Identificar um termo que seja quadrado perfeito 
2) Identificar um termo que possa ser “duas vezes o primeiro pelo segundo” 
3) Fazer aparecer um valor numérico que seja o quadrado do segundo 


No nosso exemplo a expressão é x2 -20x + 50. Identificamos o termo x2 que é um quadrado, 


1) x? é o quadrado de x. 

2) 2.x.“segundo” = -20x, então o “segundo” é 10 e a expressão terá o quadrado de um 
diferença, que é (x — 10)? = x? — 10x +100. 
3) Como a expressão original é x? — 10x + 50, transformamos em x? - 10x + 100 - 50. 


Então: 
x? -20x + 50 = x? — 10x + 100 — 50 = (x — 10)2 – 50 


E5) Transforme cada expressão abaixo no quadrado de um binômio 


a) x? — 14x + 49 f) x2 —2x +1 k) 9x? —24xy + 16y? p) x* + 2x? + 1 
b) x —6x «9 g) X? - 26x + 169 |) 4Ë + 28t + 49 q) 8-66-9 
c) x2 — 20x + 100 h) x2 —12x +36 m) 9c2 + 30c + 25 г) 102» — 2,10n + 1 
d) x? —4x +4 i) x? — 24x + 144 n) 4m? - 4m + 1 5) 1 + w + w2/4 
e) x2 —10x +25 j) a? Sab + 9b2 0) x? + x + 1/4 D) x! +x? + 1/4 


Interpretacáo geométrica 


Expressões algébricas simples do segundo grau podem ser interpretadas geometricamente 
através de áreas de quadrados ou retángulos, nos quais os fatores do primeiro grau aparecem 
como lados. Já mostramos neste capítulo a interpretação geométrica da fórmula que dá (a+b)? 
Veremos agora uma interpretação para a fórmula de (a - b)*. Para isso vamos construir um 
quadrado de lado (a – b) cuja área possa ser formada a partir de combinações de a?, b? e ab, 
que sáo as áreas dos quadrados de lados a e b, e de retángulos de dimensóes a e b. 


a | Na figura ao lado temos um quadrado 
b grande, de lado a, e um quadrado menor, de 
— FA lado b. O quadrado médio tem lado igual a 

T 1 (a-b). Note que existem dois retángulos de 
lados b e (a - b), mas se cada um desses 

2 retángulos for juntado com o quadrado 

in (a-b) menor, ficaráo dois retángulos de lados 2 € b 
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a-b a-b 





O quadrado médio, com lados iguais a (a — b), pode ser obtido da seguinte forma: 


1) Partir do quadrado maior, de lado a, área a2. 
2) Subtrair um retângulo de lados a e b, com área a.b. 
3) Adicionar o pequeno quadrado de lado b, área b2. 
4) Subtrair o outro retângulo de lados a e b, com área a.b. 


A figura abaixo mostra essas etapas. 


a? — ab + b? - ab = (a - b? 
a^ — 2ab + b? = (a – b? 


Náo confunda 


Alguns alunos confundem (a - b)? com a? ~ Б^, Já explicamos quando apresentamos o 
quadrado da soma, que a potência (no caso, o quadrado) não pode ser distribuida entre as 
parcelas de uma adição, e nem de uma subtração. Veja por exemplo algumas formas de 
escrever o número 5 através de subtrações: 


л л л л л 

й її її Л 

— O со N C; 
| 

| — G N ma 


со 
сл 


Še elevarmos as parcelas ao quadrado e calcularmos as diferenças, ficaremos com: 


Esses exemplos ilustram o fato de que (a — b)? náo é a mesma coisa que a? - b2. 


Á 
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(a+b+c) 


Essa expressáo pode ap formas diferentes: 


arecer na verdade de 8 


: : | 2 Las Patas 
tatb+c)2, (arb-c)?, (abre), (a-b-c)2, (залж, (а)? (ambe) e Сасгьхср, 
Náo é necessário memorizar todas elas, basta lembrar da primeira. Para as 
simplesmente convertemos as subtracóes em adições com os simétricos. Por exemplo: 


Outras 


a+b-c=a+b + (-с) 


Entáo calculemos: 
a + cb + с“ 


(a+b+c)2 = (a+b+c).(a+b+c) = 2 + ab + ac + ba + b^ + bc + c 


Note que existem termos semelhantes na expressão, que reduzidos, leva a: 


(a+b+c)? = а? + 2ab + 2ac + b2 + 9bc + c? = а? + b? + c? + 2(ab + ac + bc) 


(a+b+c)2 = a? + b? + с? + 2(ab + ac + bc) 


s termos algébricos ë igual à soma dos quadrados dos 


Portanto, o quadrado da soma de tré 
s números, tomados dois a dois. 


termos, mas o dobro da soma dos trés produtos entre O 


Exemplo: 
(x + 2y + 32)? = x? + 4y2 + 9⁄2 + 2(2xy + 3xz + бу?) 


A. mesma fórmula pode ser adaptada para quando tivermos subtraçóes. Por exemplo, pan 


aplicá-la a (a - b - c)2, basta trocar b por -b e c por -c. Os termos ao quadrado não se 


alteram, apenas os termos dos produtos combinados. Ficamos então com: 
(a — b — с)? = a2 + b2 + c? + 2|a.(-b) + a.(-c) + (-b).(-c)] = a? + b? + c? + 2[-ab - ac + be] 


Exercícios 

E6) Calcule os seguintes quadrados usando a formula do quadrado da soma de 3 termos 

a) (x — y +3) ) (х+у- 5) k) (2а - 5b + c)? p) (4ab - 2bc - c) 

b) (x +Y- 2) g) (13-29 10)2 ) (За - 4b + 2c)2 q) (2ab - Зар? + aab) 
c) (4x + Зу — 5) h) (3x + 2y - 4} m) (4x – 5y - 32)? r) (x2- y? + 4) 

d) (2 + 4y - 3х) i) (2x - 3y + 2) п) (x? + y? - 8)? s) (5х2 - 3y2 + 2) 

e) (3x + 2y - 9) j) (5x — бу + 2z} o) (2a?b – Зар? + 5ab)? Y (2 - 4y? + 27} 


(a+b).(a-b) = а? - b2 
Este ë outro produto notável muito importante, que aparece com bastante fre 
chamado de “diferença de quadrados”, que é obtido quando multiplicamos uma soma 


valores pela sua diferença. 


quência- | 
de 005 


A dedução da fórmula também é bem fácil: 


(a + b).(a — b) = a2 — ab + ba - b? 
ando зоте! 


Р”: 
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Exemplos: 


(93) х-3) 7x — 9 
(x+5).(x-5) ” x^ - 25 

per) pe) 7-1 

peta) xa) ех а, 
(3x+5y) (3x-3y ) = 9х* - 25у? 
1+x).(1-x) = 1 - x^ 

х2 + 4)(x? - 4) = x! — 16 

(x* + 10)(x* — 10) = x? — 100 
оё 2 а8)(хё _ а?) = x!6 _ 416 


(х3 + 1)(x? — 1) = x? - ] 


Assim como ocorre com os outros produtos notáveis, pode acontecer o problema inverso: 
identificar uma diferença de quadrados e representá-la como o produto de uma soma por uma 
diferenca. 


Exemplo: 


Representar х? — 100 como um produto de binômios. 


x? é o quadrado de x 
100 é o quadrado de 10 


Então x^ — 100 = (x+10). (x-10) 


A figura ao lado mostra o lugar em que é 
encaixado, dentro de um computador, um 
tipo de processador chamado Pentium 4, 
muito comum entre 2000 e 2005, é portanto 
um chip bem antigo. O processador, náo 
mostrado na figura, é o responsável pela 
execuçao dos programas. 


O componente ao lado é chamado de 
Soquete 478, e possui vários furos com 
contatos metálicos onde é encaixado o 
processador. O processador, por sua vez, 
possui pinos metálicos que se encaixam 
exatamente nesses furos. 


..................Й..0Ш...Й.. 
Lara ron... өч өз ө.х... 
........о.с Л... сг. ос... 
w... .... өӨлӨ ӨӨ Ar. .eerncnsa|. 
а.исаач.ааа чи... сэ... 


Usando a fórmula da diferenga de quadrados, 
calcule, sem contar um a um, o número de 
contatos metálicos desse soquete. 





Se contarmos os pinos um a um, vamos demorar muito tempo. Entretanto, contando apenas 
na largura e no comprimento, vemos que existe um quadrado maior, e dentro dele, um 
quadrado menor. 


O quadrado menor tem 26 furos na largura e no comprimento. 4 
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O quadrado menor tem 14 furos na largura e no comprimento. 
No canto inferior esquerdo vemos que existem dois furos a menos. 


Entáo o número total de furos é igual a: 


262 — 142 - 9 


Note que 26? — 142 ë uma diferença de quadrados, que pode ser escrit 
multiplicada pela diferenca. Ficamos entáo com: 


a como a Som 
` ta 

(26 + 14).(26 — 14) - 2 

= 40.12 — 2 = 480 — 2 = 478 


Entáo sao ao todo, 478 contatos. Por isso este componente é chamado de Soquete 478, É claro 
que poderiamos fazer a conta cima elevando 26 ao quadrado e subtraindo 14 ao quadrado 
mas transformando em produto de soma por diferença ficou bem mais fácil. | 


Exemplo: СМВН 2007 
Seja N o número que se deve somar a 861152 para se obter 861162. A soma dos algarismos 
que compoem N é igual a: 


(А) 20 (B)18 (C)16 (D)14 (E) 13 

Solução: 

Este tipo de questão é bastante comum. À primeira vista á resposta é simples, basta calcular a 
diferença entre os dois valores dados: 

861152 + N = 861162 

N = 86116? — 861152 

O problema é que o cálculo desses valores é bastante trabalhoso. Encontrar os quadrados 


desses números requer multiplicacóes trabalhosas, e ë grande a chance de erro nas contas. Por 
outro lado, o cálculo fica simples quando lembramos que: 


x? — y? = (x + y).(x — y) 


Ou seja, náo é necessário elevar os números ao quadrado, pois de acordo com este produto 
notável (diferença de quadrados), basta multiplicar a soma pela diferença entre esses valores: 


86116 — 86115 = 1 

86116 + 86115 = 172231 

Sendo assim, 

N = 86116 – 86115º = (86116 + 86115).(86116 — 86115) = 172231.1 = 172231 
A soma dos algarismos de N é 16. 


Resposta (C) 


A 
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LL Tm >>> AS 
f muito comum em provas, apresentar cálculos trabalhosos, com números com muitos 


algarismos ou muitas casas decimais, que ficam fáceis quando transformados em forma 


fatorada como em х? — у? = (x + y)(x — y). 

exercícios 

E7) Calcule os seguintes produtos 

a) (х48) 3-8) f) (2a - 2b)(2a T 2b) k) (xy + 2)(xy - 2) p) (a +b+ с)(а +b- c) 
p) (m+ Xm 1) д) (x - 2a)(x + 2a ) 66 +4)06—1) 9 (Vx e Jf - 4») 
б) (x + 10) — 10) h) (x? - y2)(x2 + y?) m)(2ab+5ac?)(2ab-5ac?) r) (Y3+J21V3 - /2) 
d) (3x + 2y)(3x - 29) i) (xt yO + у) n) (x + 2/3)(x — 2/3) s) (1 – x10)(1+x10) 

e) (4k + 1)(4k— 1) j) (x? + а®)(х8 — ав) о) (X + 1/xJ(x — 11x) t) 10001 x 9999 

E8) Representar as seguintes expressões como o produto de uma soma por uma diferença. 

а) 2 - 1 1) 1-K k) xê — уб p) 2288 — 8822 

b) х2 = a? g) 10000 == x2 l) x? + 6x + 8 q) аг" = b2m 

c) 4x! — 9x? h) 4m2 — 16n2 m) x2 + 6x r) 999999 

d) 9w? - 1 i) 25a?b? — 49x4y6 п) x^ — 4x2 s) a? + 2ab + b? — c? 

e z - Z° |) ав - 1 о) x° – 1x8 t) x16 — af 


Produto de Stevin: (x+a).(x+b) = x? + Sx + P 

Este produto notável é conhecido como Produto de Stevin. As letras S e P representam a soma 
e o produto de a e b, respectivamente, ou seja, S = a+b e P = a.b. É uma fórmula muito útil 
que muitas vezes nos permite ganhar tempo no cálculo de expressões algébricas. Também 
permite a resolução de equações de segundo grau de cabeça, como veremos no capítulo 13. 
Sua demonstraçao é muito simples: 


(x+a).(x+b) = x? + x.b + a.x + a.b 


Podemos colocar x em evidência nas expressões x.b e a.x, ficando com x.(a+b). 
(x+a).(x+b) = x? + x.(a+b) + a.b 
Podemos chamar a+b de S (soma) e a.b de P (produto), e ficamos com: 
(x+a).(x+b) = x? + S.x + P 


Exemplo: 
(х+2).(х+5) = x2 + 7x + 10 


Veja que 7 é a soma de 2 e 5, e 10 é o produto de 2 e 5. 


Exemplos: 

(x+1).(x+3) = x? + 4x + 3 
(x+4).(x+7) = x2 + 11x + 28 
(x+2).(x+3) = x2 + 5х + 6 
(x+4).(x+5) = x2 + 9x + 90 
(x+2).(x+6) = x? + 8x + 12 


L 4 
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24 —_ Sa 
e ser usada em expressões dos tipos (ypy A 
а). (у. 


о S, а soma algëbrica dos núm ) 
TOS 


A fórmula do Produto de Stevin também pod 
(x-a).(x*b) e (x-a).(x-b). Para 1550, basta usar com | 
estáo acompanhando x nos binómios, e ao calcular P, levar em conta os 


acompanham a e b. 


Jlle 


Quo 


Sinais 


Exemplo: 
Calcular (x*3).(x-1) 
Os números que acompanham x sao 3 e -1. A soma algébrica desses números é 2, e y 
x Produto 
é —3. O produto fica então: 


x? + 9x - 3 


Exemplo: 
Calcular (x-4).(x—5) 


Os números que acompanham х são -4 e -5. Sua soma algébrica é —9 e seu produto é +2), 0 


produto fica entáo: 


x2 — 9x + 20 

Exemplos: 

(x-4).(x+3) = x? -x -12 
(x+4).(x-7) = x? -3x -28 
(x-2).(x+3) = x? +x -6 


(x—4).(x-5) = x? -9x + 20 
(x+2).(x-6) = x? —4x -12 


Exercícios 

E9) Calcule os seguintes produtos: 

a) (x+2).(x+7) f) (x + 6)х + 9) k) (x + 3)(x + 8) p) (x + 2a)(x + 3a) 
b) (x + 4)(x + 10) g) (x + 5)(x + 7) |) (x + 4)(x + 8) q) (ax + b)(ax + 4b) 
c) (x + 5)(x + 8) h) (x + 2)(x + 8) m) (x + 8)(x + 7) r) (x + 20)(x + 40) 
d) (x + 2)(x— 2) i) (x+ 4) + 9) n) (x + 3)(x + 9) s) (x + k)(x + m) 
e) (x + 1)(x + 9) j) (x + 3)(x + 6) o) (x + 6)(x + 7) t) (x + 2z)(x + 32) 
E10) Calcule os seguintes produtos: 

a) (x-2).(x-9) 0(х-54Х-1) k) (x + 2)(x— 5) р) (x +3х-7) 
b) (x — 8)(x - 5) g) (x — 7)(x - 9) |) (x - 3)(x + 4) q) (x + 4)(x - 9) 
c) (x — 3)(x — 6) h) (x — 8)(x — 2) m) (x — 5)(x + 7) r) (x + 5)(x - 9) 

d) (x - 5)(x - 9) i) (x - 30-4) n) (x - 4x + 7) 5) (x + 4)(x— 18) 
e) (x - 6)(x - 8) j) (x - 10)(x — 12) o) (x - 2)(x + 14) t) (x + 8x - 12) 


Muitas vezes precisamos realizar a operacáo inversa, ou seja, dado um trinômio do segu” 4 
grau, identificar qual foram os binómios de primeiro grau que foram multiplicados. 
Considere como exemplo o produto (x+2).(x+3), que resulta em x2 +5x +6. Se for dado ” 
trinômio para ser transformado em um produto de binômios, devemos descobrir qua” das 
dois números que somados resultam em 5, e multiplicados resultam em 6. Na maio” ) 
vezes ë fácil descobrir. Nesse exemplo, os números 840 2 e 3 (soma=5 e produto=6). Então 


x? +5x +6 = (х+2).(х+3) 


A 
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Exemplos: 
х2 +6х +8 Э 2e4 (x+2).(x+4) 
х2 +10х +16 Э 2e8 (х+2).(х+8) 
х2 +5х +4 Э1е4 Ə (x+1).(x+4) 
x2 +9x +14 Э 2е7 ә (х+2).(х+7) 
х2 +8х +15 Э 3e5 ә (х+3).(х+5) 
Exercícios 
E11) Transforme os seguintes trinômios em um produto de dois binômios do primeiro grau: 
a)x2+7x+6 f) x? + 9x + 18 К) x2 + 13x + 36 p) x2 + 13x + 40 
b) x? + 8x + 15 9) х2 + 9x + 14 )x2+6x+8 q) 2 + 12x + 11 
с) x? + 10x + 21 h) x? + 10x + 24 m) х2 + 12x + 27 r) х2 + 20x + 75 
d) x? + 7x + 12 |) х2 + 12x + 35 n) x? + 15x + 56 s) x? + 17x +70 
е) х? + 6х + 5 j) х2 + 8x + 12 0) x2 + 16x + 60 t) х2 + 12x + 20 


É fácil fazer isso quando todos os sinais 
um pouco mais de trabalho. Vejamos 
negativo e O termo numérico é positivo. 


positivos. Quando aparecem sinais negativos, temos 
inicialmente o que acontece quando o termo em x é 


Exemplo: 


Transformar x? —6x +8 em um produto de binómios do primeiro grau. 


Como o termo numérico é positivo, significa que os números a e b da fórmula tém sinais 
iguais. Por outro lado, como o coeficiente de x é negativo, os dois números que acompanham 
x sáo negativos. Entáo este trinómio, sendo fatorado, ficará como (x — a).(x — b). Entáo a e b 
são números cujo produto é 8 e cuja soma é 6. Esses números são 2 e 4. Então o trinómio 
convertido em produto ficará: 


х? — 6x + 8 = (x — 2).(x — 4) 


Pode ainda aparecer o caso em que o termo numérico é negativo. Nesse caso, os números que 
acompanham x sáo, um positivo e um negativo. 


Exemplo: 


Transformar x? —5x -14 em um produto de dois binómios de primeiro grau. 


Os números que acompanham x nos binómios sáo, um positivo e um negativo, pois seu 
produto dá -14, que é negativo. Entáo a fórmula será do tipo (x + a).(x — b). Nesse caso, o 
número 5 náo é a soma, mas sim a diferença entre os números a e b da fórmula. Entáo temos 
que identificar dois números cuja diferença seja 5 e cujo produto seja 14. É fácil ver que os 
números sáo 7 e 2, mas temos que identificar ainda qual deles ficará com o sinal negativo e 
qual com o positivo. Descobrimos isso através do sinal do termo em x. Como esse termo é 
negativo (-5), significa que o de maior módulo será o negativo. Sendo assim, o 7 ficará com o 
Sinal negativo e o 2 ficará com o sinal positivo. Ficamos entáo com: 


xX? -5x -14 = (x — 7).(x + 9) 


Por outro lado, quando o termo em x tem coeficiente positivo, significa que o número de 
maior módulo ficará com o sinal positivo. 


Exemplo: 


Transformar x2 +7x —30 em um produto de dois binómios de primeiro grau. 


a 
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O 
1 rma (x + a).(x — . 
Como o termo numérico é negativo, o produto sera — Li a " °) € 0 termo em | 
a diferença entre а е b. Temos então qué desco Ч dois Númer, I 


multiplicados resultam em 30 e subtraídos resultem em 7. É facil ver que os пй 


3. 


» Ч 


à; é positivo, signific; 
Agora temos que descobrir os sinais. Como o termo em x ё positivo, gnifica que o de. 
q . 10 ficará com o sinal positivo, e уэ, їл 
módulo é o que tem o sinal positivo. Portanto O : € O 3 ficar 


o sinal negativo. um 
x? + 7x -30 = (x + 10).(x - 3) 

As formas possíveis sáo: 

х? + Sx + P Ə (x + a).(x + b) 


x? — Sx + P Ə (x - a).(x - b) | 
x? + Dx - P Ə (x + a).(x - b) 9 o maior entre ае b ficará com o sinal do termo em x. 


Exercícios 

E12) Transforme os seguintes trinômios em um produto de dois binômios do primeiro grau: 
a) x?-x-2 f)x2-x-30 k) x? - 25 p)x *6x- 91 

b) x2 + 4x- 32 g) 2 + x - 72 |) x2 + 5x - 14 M 

c) х2 + 2x - 35 h) x - 3x - 54 m) x? + 10x — 24 ARR 

d) x? - 4x - 12 i) x2 + 9x — 52 п) X? - 15x – 54 d 

e) x2 + 3x — 40 j) x - 6x - 16 o) xà - 6x - 72 t) x? - 10x - 200 


Tome cuidado, a fórmula do Produto de Stevin requer que nos dois binómios, a variável x 
apareça com sinal positivo. Se x aparecer com sinal negativo, sera preciso colocar -1 em 
evidência para fazer com que x арагеса com sinal positivo, para entao aplicar a fórmula. 


Exemplo: 
(4-x).(x-3) = -(x-4).(x-3) = -(x? — 7x + 12) = -x? + 7x -12 


| . . d 
Por outro lado, se os dois termos tiverem um sinal negativo antes de x, podemos ps : 
sinais de ambos, pois quando multiplicamos um valor por -1 duas vezes ele não se altera, J 


que (-1).(-1) = 1: 
(2 — x).(5 — x) = (x — 2).(x – 5) = х2- 7х + 10 


ente l, no caso 


° r . 9 . 
A fórmula do Produto de Stevin também exige que o termo em x tenha coefici onte em 


i T fici 
de transformar o trinómio em produto. Se náo for, temos que colocar o seu сое 
evidéncia para poder aplicar a fórmula. 


Exemplo: 


Transformar 2x? + 6x + 4 em um produto de binómios do primeiro grau. 
Como o termo em х? tem coeficiente 2, temos que colocar 2 em evidência: 
9x2 + бх + 4 = 2.(x^ + Зх + 2) 


ode P 


qué P 


Ficamos entáo com o dobro de um trinómio do 2° grau com coeficiente 1, 


facilmente convertido: 
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2.(x? + 3x + 2) = 2.(x+1).(x+2) 
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O resultado 2.(x+1).(x+2) já está na forma fatorada. Opcionalmente podemos “devolver” o 
coeficiente 2 para um dos binómios. Por exemplo: 
(2x+2).(x+2) ou entáo (x+1).(2x+4) 
OBS.: No capítulo 5 veremos uma forma de fatorar diretamente este trinómio ter que fazer esta manobra 
com o coeficiente de x2, 
Exercícios 
E13) Transforme os seguintes trinômios em um produto de dois binómios do primeiro grau e 
um fator numérico: 
a) 3x2 —9x + 6 f) 4х2 — 8x — 32 k) 3х2 - 18x – 48 p) 7x2 + 56x + 84 
b) 3x2 + 27x + 54 g) 2x? — 10x — 72 |) 4x2 + 48x + 80 q) 3x2 + 12x — 96 
c) 4x2 - 20x + 24 h) 6x2 + 36x + 48 m) 2x2 — 4x — 96 r) 4x2 + 56x + 28 
d) 2x2 + 20x + 48 i) 4x2 — 4x — 120 n) 5x2 + 30x + 25 s) 3x2 + 36x + 33 
e) 5x2 - 5x — 10 j) 2x2 + 16x + 30 о) 3x2 + 15x — 42 0 3x2 + 30x — 72 
Interpretação geométrica 
O Produto de Stevin pode ser interpretado geometricamente como o cálculo da área de um 
retângulo cujos lados são (x+a) e (x+b), como na figura abaixo. Para calcular a área, 
multiplicamos esses dois valores. 

X a 

[epe] 
X x? 

A área do retángulo ë entáo (x+a).(x+b), que também pode ser calculada como a soma das 
áreas das quatro figuras que formam este retângulo maior: um quadrado de lado x (área x?) e 
mais três retângulos, com áreas a.b, x.a e x.b. 
a.b = P (produto) 
x.a + x.b = x.(atb) = x.S (soma) 
Logo (x+a).(x+b) = x? + Sx + P 
Derivados do Produto de Stevin 
Alguns produtos notáveis podem ser formulados com base no Produto de Stevin. São produtos 
não muito comuns em provas e problemas, mas quando aparecem, podem ser de dificil 
solução para quem nunca os viu. Calcular o produto é sempre fácil, mas a operacáo inversa 
(fatoração) é bem mais dificil. Vejamos então três produtos notáveis, não muito conhecidos, 
Mas que podem ser bem úteis. 
(x+a).(x+b).(x+c) 
Este produto tem uma fórmula que lembra a do Produto de Stevin: 
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(х+а).(х+Ь).(х+с) = x? + S,.x^ + Sox + 53 
Os coeficientes do trinômio resultante são: 

S, = soma dos números a, b e c = atb+c 

So = Soma dos produtos dos números a, bec, 
$; = Soma dos produtos dos números a, bec, 


tomados 2a 2= ab + ac + bc 
tomados 3 a 3 = produto a.b.c 


OBS.: No capítulo 21 estudaremos as relações de Girard, que formam uma generalização da Гот 
à 


acima. 


A fórmula é de fácil dedução: 


(x+a).(x+b).(x+c) = (х2 + ax + bx + ab).(x*c) (calculando primeiro (х+а).(х+Ь)) 
= x? + ax? + bx? + abx + cx? + acx + bcx + abc (multiplicando por (x+c)) 

= x? + ax? + bx? + cx? + abx + acx + bcx + abc (ordenando o polinómio em x) 

= x? + (a*b*c)x? + (ab + ac + bc)x + abc (reduzindo termos semelhantes) 


= 3 + S).x2 + Sox + S3 





A formula acima é para (x + a)(x + b)(x + c). Se x tiver coeficientes, todos iguais, como em (2x 
+ a) (2x + b)(2x + c), por exemplo, fazemos a substituição y = 2х e recaímos em (y + a)(y + b)ly 
+c), aplicamos então a fórmula com y e no final substituimos у por 2x, lembrando que no caso 
teremos também y? = 8x? e y? = 4x?. Outra opção é não usar fórmula alguma (caso você a 
esqueça) e multiplicar diretamente as expressões. 


(a+1).(b+1) 
Este produto é um caso particular do Produto de Stevin, obtido quando fazemos x=1: 


(x+a).(x+b) = x? + (a*b).x + a.b 
(154) (145) = 1 * a * b * a.b 


(a+1).(b+1) =ар+а+ьЬ + 1 


Exemplo: 


E 
ransformar m.n + m + n + 1 em um produto de dois binómios do primeiro grau. 


Vemos que a expressáo m.n + m + , 
quando x=l. Sch n m + п + 1 é um caso particular do resultado de (x+m).(x*n) 


mn+m+n+]= (m+1).(n+1) 


(a+1).(b+1).(c+1) 


Este produto é também um c 


(x+a).(x+b).(x+0), апана aso particular de outro produto apresentado antes 


x=1. A fórmula geral para este produto é: 
(x*a).(x*b).(x*c) = x3 + (a*b*c).x? + (a.b + a.c +b c)x + a.b 
. . a.b.c 


Quando fazemos x=], ficamos com: 


4 
Scanned by CamScanner 


= —=— — e -. 


mm 


capítulo 4 - Produtos notáveis 209 


ач) (b+ 1) 6*1 =1+a+b+c+ab+ac+ bc + abc 


É um produto fácil de calcular, apesar de um pouco trabalhoso, entretanto, se for apresentada 
д questão inversa, ou seja, transformar a expressão em um produto de três binómios, 
dificilmente alguém resolverá rapidamente a questão se não conhecer este produto notável 
pouco conhecido. 


exercícios 

E14) Calcule os seguintes produtos: 

а) (x+1).(x+2).(x+3) f) (x + 2а)(х – 4а)(х + 5a) К) (2а + t)(3b + 1)(5c + 1) 
b) (a + 2)(a + 3)(a — 2) 9) (2x + 1)(2x - 3)(2х +4) 1) (3x + 1)(4x + 1)(x + 1) 
c) (x + 5)(x — 3)(x + 2) h)(2x*3)2x-5)x*1) т) (2х+1)(-у+1)(-32+1) 
d) (х + 1) - 1)(x + 2) i) (x? + 1)(х2– 5)(х2+3) п) (x+ 1)(x2 + 1)(х3 + 1) 


e) (x + 2)(x + 3)(x + 6) j) (2х + 1)(3х + 15x + 1) — o)(2k + 1)(3k - 1)(k- 1) 


E15) Transforme as seguintes expressões em um produto de binómios: 


а)ху+х+у+1 f) 32a? + 12а + 1 

р) хуг+хг+уг+ху+х+у+2+1 9) х2у + х2 +у+ 1 

с) х3 + 7X? + 14x + 8 hp? +ҳ2+ҳ +1 

d) х3 — 9х2 + 14x + 24 i) 6x2y + 2x? + Зу + 1 
e) бху + 2x + 3y + 1 j) Х2у2— x2 — у? + 1 


Cubos da soma e da diferença 


As expressões das formas (a+b)3 e (a-b)3 aparecem com relativa frequência em provas e 
problemas. 


(a+b)? 


Quando a expressáo aparece em um problema e náo lembramos a fórmula, basta executar a 
multiplicação. 


(a*b)? = (a*b).(a*b)? = (a+b).(a2 + 2ab + b?) 

É claro que a fórmula do quadrado da soma ninguém esquece. Ficamos então com: 

(a+b).(a2 + 2ab + b2) = ad + 2a2b + ab? + ba? + 2b%a + b? 

Reduzindo os termos semelhantes e observando que a?b = ba? e ab? = b?a, ficamos com: 

= a? + 3a2b + 3ab2 + 5? 

À expressão não é de memorização muito dificil. Observe que tem o cubo do primeiro e o 


cubo do segundo. Os dois outros termos aparecem com coeficiente 3 a expoentes 2 e 1 para a 
e b, e também para b e a. A expressão também pode ser escrita como a? + 3ab(a+b) + bë, 


(a+b)? = a3 + 3425 + 3ab2 + b3 


Exemplo: 
Calcule (x+ 5)? 


(55) = x3 + 3.x2 5 + 3.x.52 + 53 


Ea. 
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= xŠ + 30x2 + 75x + 195 RISTA 
(a-b)? 


A expressão que då o cubo da soma pode ser usada para chegarmos à fórmula de 
Basta observar que: » dh 
a— b =a + (-b) 


Sendo assim, para encontrar a fórmula de (a - b)?, basta partir da fórmula de (a + by 
b por —b: b 
(a — b)? = a? + 3a?Cb) + 3a(-b)? + (b)? 


Propagando os sinais negativos para os coeficientes do polinómio (lembrando que (-b)? = pp 
(b)? =-b3), ficamos com: | 


(a — b)? = a? — 3a?b + 3ab? -b3 


Ou seja, a fórmula ë similar à do cubo da soma, exceto que os termos com potëncias ímpares 
de b ficaram com sinais negativos. 


Note que as fórmulas do cubo da soma e cubo da diferença também podem ser escritas com: 


(a+b)? = аз + 3ab(a+b) + ЪЗ 


(a-b)? = a? — 3ab(a-b) - b? 


Se for usar nas formas acima, cuidado com os sinais de b na fórmula da diferenca. 


Exemplo: 
Calcule (x - 3)? 


(x — B" = x? — 3.23 + 3.x.32 _ 33 
= x3 — 9x2 + 97x — 97 


Também pode ser calculado como 


x? — 3(3x)(x - 3) - 33 = x3 _ 9x2 + 97x — 27 


š . j 
Se vocé tem o hábito de errar em sinais, que 


m a 
recomendamos qu ê rimeira forme 
dá os sinais corretos, que voce use a p 


Exercícios 

E16) Calcule os cubos abaixo: 

a) (x + y? f) (x + 4) -2) 

b) (m-n 9) (2x + 1) To qul 

c) (+1) h) x + 2} Шү ) (бх-2/ 
2 Ук К n) (3х + 2уу e 10) 

e) (x5) ] (k-4) у) | 


0) (10 _ 3t)3 t) (x + 11 
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capitul 
soma € diferenca de cubos 


` и ` `w ` “ГУ ; `A. ~? ` wa ES ` - - 
confunda cubo са soma com soma ce cubos Seria a mesma coisa alguém confundir 


Não 
| drado da soma com soma de quadrados: 
quadr: 





2+2 é a soma dos quadrados dos números a e b 


f Pa O у, . ХЭРЭ ‚ "I" 
(atb)? = А? + 2ab + b? é o quadrado da soma dos números a e b 


ху expressões são diferentes porque somar e elevar ao quadrado não são operações que 


possam ter à ordem invertida, pois o resultado é diferente. 


Da mesma forma, a diferença de quadrados e o quadrado da diferença também são operações 
diferentes. 


4 - b? é a diferença dos quadrados dos números a e b 
9 э " 9 > ` . 
(a - b)? = a" — 2ab + b- é o quadrado da diferença dos números a e b 


O mesmo ocorre em relacáo aos cubos: somar dois números e elevar o resultado ao cubo nao 
é a mesma coisa que elevar ao cubo dois números e depois somar os resultados. Dados dois 
números a e b, temos: 


Soma dos cubos: a? + bš 
: « 2 4 9 гу 
Cubo da soma: аз + За + 3ab? + b? 


Da mesma forma, podemos ter uma diferença de cubos e o cubo de uma diferença, são coisas 
completamente diferentes: 


Diferença de cubos: a3 – b? | 
Cubo da diferenca: ad — 3a2b + 3ab2 - b? 


Do ponto de vista de produtos notáveis, não há nada a fazer com a soma e diferença de cubos. 


Elevam-se os números ao cubo e calculamos sua soma ou sua diferença. Já a sua operação 
inversa, a fatoração, tem uma fórmula que será estudada no capitulo 5. Essas fórmulas são: 


1) ad + b? = (a + b)(a2 — ab + b?) 
2) a - ЪЗ = (a — b)(a? + ab + b?) 


Essas fórmulas podem ser deduzidas facilmente: 


(a + b)(a? ab + b?) = a? — a?b + аЬ? + a?b — ab? + b° | 
(a + b)(a? - ab + b?) = a? + b? (os termos em аЬ? cancelam, assim como os termos em а%) 


^ segunda fórmula pode ser obtida a partir da primeira, trocando b por -b. 


а + Cb) a? - a(-b) + (-b)?) = a? *(-b? 


@-Ь)(а?- ab b?) = аз — ЪЗ 


| 4 
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Resumindo: 





Muitas vezes os professores de bancas examinadoras de concursos gostam de usar е 
fórmulas, pois muitos professores nas escolas decidem náo ensiná-las por serem “dificeis 
que é mais comum, os professores ensinam mas os alunos aplicam pouco e as esquecem, 


ШТ 


n 
10) 


Mais uma vez lembramos, não confunda as fórmulas acima (soma e diferença de cubos) com 
as fórmulas de cubo da soma e cubo da diferença. 


(a+b)3 = a? + Ja*b + Jab? + b? 


(a-b)? = a? – 3a2b + 3ab? - b? 





Observe ainda que as quatro fórmulas acima têm objetivos diferentes. As fórmulas da soma e 
diferença de cubos destinam-se a fatorar, ou seja, transformar a expressão originais em fatores, 
As fórmulas do cubo da soma e da diferença destinam-se em expandir as expressões, 
elevando-as ao cubo. Como x=y é o mesmo que y=x, todas as fórmulas podem ser usadas em 
um sentido ou no sentido inverso. 


Aliás, todas as fórmulas de produtos notáveis podem ser usadas em um sentido ou no inverso. 
Por exemplo, podemos calcular (a + b)? como a? + 2ab + b2, ou então podemos transformar 
uma expressão a? + 2ab + b2 em fatores (a + b)2, para fazer por exemplo uma simplificação 
em uma fração algébrica. 


Exemplo: 
и " ausa X +4x+4 
Simplificar a fração algébrica — 
x —4 
Solução: 


x 44x44 | (х42/ | x42 
x-4  (x«2Yx-2) x-2 


s a нэ 30 vistas 
Essas operações, que correspondem a usar produtos notáveis de forma “invertida”, serão УБ 


novamente nos capítulos 5 (Fatoração) e 7 (Frações algébricas), porém alguns exercícios ? 
respeito serão apresentados no presente capítulo. 


(x + 1/x)" 


São — comuns questóes que envolvem este cálculo. A particularidade neste š 
ë que os números que estáo somados (x e 1/x) tëm produto igual a 1. No desenvolvime” 


expressão, aparecerão parcelas que envolvem o produto desses valores, que no caso š 
a 1, o que resultará em simplificacóes, | 


álculo 
to da 


ега! 


Exemplo: Calcule (x + 1/х)? 


Usando a fórmula do quadrado da soma (al + b2 + 2ab), ficamos com: 
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Sendo assim podem surgir questões como a que se segue 


Exemplo: (PROFMAT 2014) 


А К l 
Se x é um número real tal que хф – 3, e 


Р nto х? + 2. é igual a: 
x 
(А) б (B7 (C) (D)9 (E) 12 
A expressáo cujo valor é pedido, x? + | fx? 


_ sl wc , pode ser obtida elevando-se ao quadrado a 
expressão original, x + 1/x: 








Y +— + 2.x.— = 9 
x 
> Í 
tts 
x 
; | 
x+— =9-2=7 
x 
Resposta (B) 


Exemplo: Sabendo que v + 1 = 4, calcule y? + l 
x ү? 
A fórmula de (a+b)? pode ser expressa em função de a, b!, (a*b) e a.b: 


(a+b)? = ad + 3a?b +3ab? + b? 

a? + b? = (a + b)? — 3ab? - 3a?b 

а? + b3 = (a*b)-3ab.(a-*b) (I) 

Sendo assim, quando sabemos o produto e a soma de dois nümeros podemos usar 
“Cima para calcular a soma de seus cubos. Na verdade, muitas expressões simétricas com duas 


Yanáveis a e b (expressões que náo se alteram quando trocamos a por b, e vice-versa) podem 
através de alguma manipulação algébrica, ser calculadas em função de a + b e a.b. 


a fórmula 


V 
amos fazer a mesma coisa, usando a = x e b = 1/x: 


x+2=4 
X 


Elevando ao cubo: 


e) 
X | ua 
J == 


Á 


Em 
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x! 3x7. — 3 E + — = 64 
x r x 





Xu 3343. E E de — 64 
X Xx 


x° РЕЯ = 64-1544| 
x x 
Como foi dado que x + 1/x = 4, ficamos com: 


х” +2 -64-34=64-12=52 
X 


Exemplo: CMJF 2004 


—2 ALGEBR Sta 


Um número x mais seu inverso é igual a 5. Entáo o valor de y + 1/y, onde y é a terceira 


potência de x, é igual a: 
(А) 125 (В) 110 (С) 100 (D)80 (Е) 15 
Soluçao: 


l 
Dado x+ 1 — 5, temos que calcular y? + 3 
x b 


A segunda expressão pode ser obtida, a partir da elevação de 1+1/x ao cubo: 


] 3 
145) =5'=125 
X 


] ] 
x ET ig =125 
X X X 


| 1! 
x!43.x43.— 9-5, 7125 
X X 


š L = 1254. 2215219585110 
х? A 


Resposta: (B) 


Exercícios de revisão 
E17) Calcule 


a) (2a + 3b? f) (2a - 5с) 
b) (a — 3b? g) (x * y)(x - y) 
h) (4a — b)(4a + b) 


_ 
с) (2x - y) i) (2b — 3c)(2b + 3c) 


d) (y - 2x)? 
o) í + 5b)? j) (y - 22)(y — 22) 


k) (a + 3z)(a - 32) 

1) (2a – b)(2a + 3b) 
m) (2a - 3b)(2a — 3b) 
n) (5x + За)(5х — 3а) 
o) (4m — 5n)(4m * 5n) 





p" 


Scanned by CamScanner 


A 


P 


pítulo 4 - Produtos notáveis 


at | 

за Calcule 

" (x+ D + 4) 
»(- 3): +7) 
c) (X = 2)(х d 4) 
ge 9 - 10) 
е) (x + Dx 4) 


19 Calcule 
Р | (a- 2b)(a + 3b) 


b) (ab? - х2|(8202 - 5x?) 
с) (ab - ab?)(aºb + Sab?) 
0) (ey - xy2)(x°y – 3xy*) 
е) (х2у + xy? y + xy?) 


E20) Simplifique 
a — b° 


a) 
a+b 

















E21) Simplifique 


a) a! -(2b-cJ 


(5a -7b)-1 
C) (Sa -= 7bY -] 


(5а – 7Ь)+1 


d) z -(х- y) 


ыы 


z-(x- y) 





с) | + 270? 
| — Q 
| I+3c 


a-(2b-c) 
p) ба-75)-1 


f) (x + a)(x — 2а) 
g) (х + 3a)(x — a) 
h) (а + 3c)(a + 3c) 
|) (a + 2x)(a – 4x) 
j) (a — 3b)(a – 4b) 


f) (x + a)(x + b) 
g) (x + a)(x — b) 
h) (x — a)(x + b) 
i) (x — a)(x - b) 
j) (x + 2a)(x + 2b) 


0-25 
ets 

0) 49x* – y? 
TX y 

h) 49x* — y? 
Тх-у 

y 9-1 

3b -1 

9b! -1 

3b +] 


j) 





a° -(25-с) 
a-(2b-c) 
g) (x+3y) -z 
(x -3y)-z 

h) (x+3y) -z' 
(x+3y)+z 


) (a + 2b) – 4c? 


(a - 2b)- 2c 
à (a 2b -4c? 


(а+2Ь)+ 2c 


f 27x) +8y° 
3x+2y 

с) 8x! +125у 
2х+5у 

h oy +2? 
Xy +2 


k) (a? — c)(a2 + 20) 
I) (x 17)(x - 3) 
m) (x + 6y)(x — 5y) 
n) (3 + 2x)(3 - x) 
0) (5 + 2x)(1 — 2x) 


k) (x - 2a)(x + 2b) 
) (х + 2a)(x — 2b) 
m) (x - 2a)(x — 2b) 
n) (x - a)(x + За) 
0) (x - 2a)(x + 3a) 


y 16x* - 25a 
4x^ – 5а 
) 16x* -25a? 
4x! +a 
m) 2x —25у° 
3x—5y 
n) а? -(b-c) 
а-(5-с) 
0) a^ -(b-cy 
a * (b- c) 


k) ] - (8x -2y) 


|-- (3x - 2y) 


) 9х" -16у” 
3x^ +4у? 
m) 1- т“ 
1 т? 
) а“ „> 
1.1: 
a +b 
0) 25x? -81y* 
Sx+9y 


n 


a? + 8b° 
a+2b 
a? +64 

) — 

a +4 
a +27 
a +3 


k) 


m) 
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216 A TA 
rs” oil y Sat + b: My, 
a 8а +b Дел 2а? +b | 
2a+b бете 12 .0,,0 
6457-2707 11254745 o LGA 
Bo bes S ве а“ + xy? 
4b 4- 3c 5а tb | 
E23) Simplifique o 66 
à x!5 + аЬ? 1+ 27а% с PAE, 
ха 1+ 3a*bc =r 
„Ө нэ 5 
b) 27x y) + 2! g) Poy E a 
3xy + EN Y- y X + А, 
35 _ UN 
c) yz +1 h) х" ын y m) : D 
| . , К 
xyz +] x+) - 
16 
q) Sa bc +27 y EY n) 2 | 
2abc+3 x-y x =] 
$ 16 16 
e) l| + 64x yz j) X + y 0) X - s 
1-4хус x+y v-a 
2: 2 
E24) Calcule + 
X+3 3x+4 


E25) Substituir k no trinômio abaixo de tal forma que o trinômio se tome um quadrad; 
perfeito. 


ks? — 24s + 9 

(A) 4 (B) 3 (C) 16 (D) 9 (E) 12 

E26) Expandir o produto 

(x^ + уп) (х^ - хпуп + уй) 

E27) Se A + B = 2 e A? + B? = 5, calcule A? + p? 

(A) 11 (B) 8 (C) 10 (D) 5 (E) 14 

E28) Qual valor de c torna o trinómio x? + 11x + c um quadrado perfeito? 
(A) 112 (В) 11⁄4  (C)1212 (D) 121/4 


E29) Sejam x e y dois números reais satisfazendo a x + y = 5 e xy = 7. Encontre 0 valor de? 


(A) 10 (B) 11 (C) 20 (D) 31 (E) 125 
E30) CN 53 


РР 2 2 
Calcular o valor numérico da expressão 2 — b^ b-a" 


2 7 +3a?b para a =I eb ^^ 





ЕЗІ) Se x — 5х — 6 = 0, calcule x“ - 10x3 £262. 5x _ 6 
()36 (B)42 (сз (D)6 (к 
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(tulo 4 — Produtos not; 
capitulo TA TTOQULO Notáveis 


E32) Simplificando à expressão а_—(Ь- с) = 
+ —, emos: 


(a + py c: 
(90 (B! (С) bte (p abre 


E) aE 
a-b-c abc t) a 
£33) Exprimir A = 999.999.999.999.999, com 15 algari: “gr 
E39) AE Jeles uma Nds de D Barbimos “9”, usando apenas doís valores, 


— — n. — гар T—— 


Idem para |) = 000 001 
Encontre fórmulas similares para C = 399 393 oa 


111.111.111.111 com n algarismos “1” e 777.777.777....77 


)....990, com n algarismos 9, 
' COM п algarismos “37 e D = 
7 com n algarismos “7” 

ЕЗ4) CEFET 2001 - Considerando-se 


abaixo: 
1 (a? + b9)? = at + b6 Е | 
Il) (a - 2b)/a = 1 - 2b IV) Ja! +62 = ei a Jy 


III) J(2a - 3by =2a-3b V) Ja 2b Sa” 


7b Sa 14p 
O número de sentencas verdadeiras é: 


(0 (B! (C)2 (D)3 (Eja 
E35) CEFET 2010 


Sex+ty= l ex? +y? =2, então x? + y3 ë igual a: 
(А) 3,5 (B)3 (С) 2,5 (D) 2 


ael (OS re; 
{ ) nümeros realy não nulos, analise as sentenças 


——  — n 


E36) Se A + B = 2 e A? + B2 = 5, determine A? + B3. 
(A) 1 (B)8 (C)10 (D)5 (Еу 


E37) Seja N = 999.999.999.999.999.999. Quantos “9” possul a expansão decimal de N?? 
E38) Sendo a e b números reais, qual das afirmativas está sempre correta? 

(A) (a + b)? = a3 + b3 (D) a? - b? = (a — b)(a - b) 

(B) a^ + bŠ = (a + b)(a2 + ab + b?) (E) a - b= (Ja - Jb) Va - 45) 

(C) a? - b3 = (a – b)(a2 + ab + b?) 

E39) Quanto deve ser adicionado a 2x? + 2x para que seja formado um quadrado perfeito? 
F40) Efetue e simplifique (x + y)? - (x - y)" 


E41) Simplifique J( — y} + (x y) 


E42) Sabendo que x — y = 2 e x? + y? = 8, calcule х? — y”. 
‚ 2 
FA3) Se (++) = 3, calcule j£! de 
k k 
^)0 (B1 (суз (руз (6 


| 2 D axi. | 2 9 
FA4) Qual condição dever ocorrer para que үх” + y^ = Vx" yy 


k. 224 
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)x20ey20 (0) +Vx=v (E) МКА 


E45) Expandir o produto (x" + yn)(x2n – xny? + y) 


E46) Suponha quea+b=3e a? + b? = 7. Calcule at + bt. 


(A) 45 (В) 47 


(О) 51 (Е) 81 


E17) Calcule 1? ~ 22 + 32 – 4? +... – 1998? + 19992 


(A) 1.000.000 


(B) 1.789.000 


(С) 1.899.000 (D) 1.989.000 


E48) Encontre о quociente da divisão de (64x? — 8y?) por (4x - 2y). 


(E) 1.999.000 


E49) Qual é o valor numérico da expressão x? – 2x — З рага x=] -243 ? 


E50) Se a = 111111...111, com n digitos 1, e b = 100...0005, com (n — 1) dígitos 0, mostre que, 
expressão ab + 1 é um quadrado perfeito, e identifique de qual número esta expressão ; 


quadrado. 


CONTINUA NO VOLUME 2: 55 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 

а) х2 + 2x + 1 

р) x? + 6x + 9 

с) 4x? + 12x + 9 
d) 4x2 + 28x + 47 
e) x? + 12x + 36 


E2) 

а) (x + 2) 
b) (x + 3) 
c) (x + 5) 
d) (x + 1) 
e) (x + 6) 


ES) 

а) (x + 5} -9 
b) (x + 32-8 
C) (x + 5f - 15 
d)(z «29-4 
e) (x + 32 - 1 


EA) 

а) x2 4х + 4 

b) x? — 8x + 16 
c) 4x? - 20x * 25 
d) 49 - 42x + 9x? 
e) x? - 14x * 49 


E5) 

а) (x - 7)? 
b) (x - 3) 
c) (x — 10)? 


f) x? + 10x + 25 
g) x? * 20x * 100 
h) 4x? * 20x * 25 
i) 16x2 + 8xy + y? 
j) х2 + бху + 9y? 


f) (a * 3b? 
g) (3x + 4y)2 
h) (2x + 1)° 
i) (Зу + 1) 
j) (2k + 3)? 


f) (m + 4 - 16 

g) (x + 1/2)? + 3/4 

h) (x + 3/2)? — 9/4 

i) (2m + 7/4)? — 49/16 
j) (3 + 1/2)2 — 1/4 


f) x? - 18x + 81 

g) x? — 24x + 144 
h) 9x? — 42x + 49 
i) 4x? — 4xy + y? 

j) x? - 12xy + 36y? 


f (x - 1) 
g) (x - 13) 
h) (x - 6)? 


k) a? + 4ab + 4b? 

|) 9a? + Gab + b2 

m) 16x2 + 24xy + 9y? 

n) x^ + 18x? + 81 

о) 44502 + 12aºb? + 9a*b* 


k) (x + 5)? 

|) (x + 10) 
m) (4a + 1) 
n) (2x + Зуу 
0) (10m + 3)? 


k) (x + 5/2? – 21/4 
|) (х5 + 52-25 

m) (t + 1/2)? - 1/4 
n) (x + 6)? + 64 

о) (x? + 12 + 9 


k) a? – 10ab + 25b? 
|) 49a2 — 14ab + b? 
m) 25x? — 20xy + 4y? 
n) x* — 16x? + 64 


о) 9a4b2 — 24a3b3 + 16a?b' 


k) (3x — 4y)? 
l) (2t +7) 
m) (3c + 5)? 
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p) 922b? + Gab? + b“ 

q) 25a?b? + 30420 + 924 
г) X* + 2xy? + ү 

s) 4х* + 12x2y2 + 9y! 

t) 4x6 + 20x*y? + 25y' 


р) (b + 3) 
q) (X? + 3) 
r) (x2 + х) 
s) (х + 2F 
t) (100 + х) 


р) (x'24 1129 + 3⁄4 
q) (72+ 1 - 1 

г) (107 +3? + 1 

s) (57 - 27 - 3 

t) (22 + 1129 + 3^ 
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q) (x - 2) 
х (x = 5 


yo 92810 
b) х2+у2+4+2ху-2Х–2у 


C 16х2+9у2+25 
| 424xy- 40x — 30y 


0) 4+1 6y2+9x° 
+16y-1 2x-24Xy 


e) 9X2+4y2+81 
+12xy-54x-36y 


d) 9x2 — 4y2 
e) 16k? - 1 


E8) 
а) (x + 1)(x — 1) 
b) (x + a)(x — a) 


c) (2x2 + 3x)(2x2 — 3x) 
d) (9w + 1)(9w — 1) 
e) (z^ + 22)(24 — 22) 


ES) 

а) X? + 9x + 14 
b) x? + 14x + 40 
C) х2 + 13x + 40 
0)x2- 4 

e) х2 + 10x +9 


E10) 

а) X? - 11x + 18 
0) x? - 13x + 40 
C) x? - 9x + 18 
d) x? - 14x + 40 
e) x? - 14x + 48 


E11) 

а) (x + 1x +6 
b) (x + 349 
€) (x + 3x + 7) 
2) (x + 3x + 4) 
e) (x + 1)(x + 5) 


E19) 

a) (x — 2 

ic gj a 
T 5) 


i) (x - 12)? 
j) (a - 3b)? 


f) x2+y2+25+2xy-10x-10y 


g) х2+22+100 
+2xz-20x-20z 


h) 9x2+4y2+16 
+12xy-24x- 16у 


i) 4x2+9y2+4 
—12xy+8x-12y 


|) 25x^*36y?«4z? 
—60xy+20xz-24yz 


f) 4a? — 4b2 
g) x? — 4a? 

h) x4 — y^ 

i) x5 — y8 

j) x16 - a!6 


f) (1 + k)(1 - k) 
g) (100 + x)(100 — x) 


h) (2m + 4n)(2m - 4n) 
i) (5ab+7x2y3)(5ab —7x2yº) 
j) (a*? + 1)(aº2 — 1) 


f) x? + 15x + 54 
g) х2 + 12x + 35 
h) x? * 10x * 16 
i) x? + 13x + 36 
j) x2 + 9x + 18 


f) x — 12x + 35 
g) x? - 16x + 63 
h) x? - 10x * 16 
i) x? — 7x + 12 

j) xà - 22x + 120 


f) (x + 6)(x + 3) 
g) (x + 2)(x + 7) 
h) (x + 6)(x + 4) 
i) (x + 5)(x + 7) 
j) (x + 2)(x + 6) 


f) (x — 6)(x + 5) 
g) (x - 9)(x + 8) 
h) (x — 9)(x + 6) 


"Ue s 


n) (2m - 1) 
0) (x + 1/2)? 


k) 4a?*25b?4c2 
—20ab+4ac-10bc 


|) 9а2+1662+4с2 
—24ab*12ac-16bc 


m) 16x?*25y?«9z? 
—40xy-24xz+30yz 


n) x*+y3+64 
+2x2y2-16x2-16y? 


0) 4aºb2+9a2b!+25a?b? 
—12a3b3+20a3b2—30a2b2 


k) x2y2 — 4 

|) x10 — 1 

m)4a?b? — 25a?c^ 
n) x? — 4/9 

o) x? - 1/x2 


k) (x? + y3)o8 — y?) 

I) (x+ 3 + 1)(x + 3-1) = 
(x + 4)(x + 2) 

m) (x + 6).x 

n) (х2 + 2x)(x2 — 2x) 

o) (X3 + 1/x3)(x3 — 1/x3) 


k) х2 + 11x + 24 
|) x2 + 12x + 32 
m) x2 + 15x + 56 
n) x2 + 12x + 27 
o) x2 + 13x + 42 


k) x? — Зх - 10 
|) x? + x - 12 

m) x? * 2x - 35 
n) x? + 3x — 28 
o) x? + 12x — 28 


k) (x * 4)(x * 9) 
|) (x + 2)(x + 4) 
m) (x + 3)(x + 9) 
n) (x * 7)(x * 8) 
o) (x + 6)(x + 10) 


k) (x + 5)(x — 5) 
|) (x + 7)(x ~ 2) 
m) (x + 12)(х ~ 2) 


219 


s) (1 + w2/2)2 
t) (x2 + 1/2)2 


p) 16a?b?+4b*c?+9c* 
—6ab?c-8abc?*4bc? 


q) 4a?b?+9a?b+9a*b* 


—12a2b3+12a3b3-18 a*b* 
r) x**y**16-2x?y?*8x?-8y* 


5) 25x+9y*+z* 
—30x2y2+10x2z2—6y2z2 


t) 4x6+16y1+4z4 
-16х3у2-8х222-16у222 


p) a? + 2ab + b2 — c? 
4)Х-у 

)3-2=1 

s) 1 – x? 

t) 108 — 1 


р) (2244+8811)(2244—8811) 
q) (ат + bm)(am — b") 


r) 1001 x 999 
s) (a +b + c)(a + b-c) 
t) (xë + a*)(x5 — a5) 


p) x? + 5ax + 6a? 

q) а2х2 + 5bax + 4b2 
r) x? + 60x + 800 

S) x? + (k + m)x + km 
t) x? + 5zx + 622 


p) x? - 4x - 21 
q) x? - 5x — 36 
r) x? - 4x - 45 
s) x? - 11x — 60 
t) x? - 4x - 96 


р)(х + 5)(х + 8) 

q) (х + 1)(x + 11) 
r) (x + 5)(x + 15) 
s) (x + 10)(x + 7) 
t) (x + 2)(x + 10) 


p) (x + 13)(x ~ 7) 
q) (x — 8)(x + 6) 
г) (х + 13)(x - 3) 


Scanned by CamScanner 





É 


220 


c ——————————————sáe 


d) (x - 6)(x + 2) 
e) (x + B)(x — 5) 


Е13) 

a) 3(x — 1)(x - 2) 
b) 3(x + 3)(x + 6) 
c) 4(x - 2)(x - 3) 
d) 2(x * 4)(x * 6) 
e) 5(x - 2)(x * 1) 


E14) 

а) хз + 6х2 + 11x +6 

b) a? + 3a? — 4a - 12 

c) x3 + 4x? - 11x — 30 
d) х *2x32-x-2 

e) X3 + 11x2 + 36x + 36 


E15) 

a) (x + 1)(y + 1) 

b) (x + 1)(y + 1)(2 + 1) 
c) (x + 1)(x + 2)(x + 4) 


OBS.: Item c) trës números cuja soma ë 7, produto ë 8, somas dos produtos dois a dois ë 14: l, 
mesmo método deve ser usado em (d). Os demais itens sáo produtos de 2 binómios. 


E16) 

а) х? + 3x2y + 3xy2 + y? 
b) 3m3 – 
с) X3 + 3x2 + 3x + 1 

d) x3 - 6х2 + 12x - 8 

e) x3 + 15x? + 45x + 125 


E17) 

a) 4a? + 12ab + 9b? 
b) a? — 6ab * 9b? 

с) 4x? - 4ху + y? 

d) y? - 4xy + 4x2 


E18) 

a) x? + 11x + 28 
b) x? * 7x - 21 
с) X2 6х + 8 
d) х2 — 16x + 60 


E19) 

a) a? + ab — 6b? 

р) a^b^ + 5x^ — 6a?b?2x? 
C) (a^b-ab?)(a*b*5ab?) 
d) x^y? 2, 4x3y? + 3x2y4 


E20) 

a) a—b 
b) x+2 
c) x— 2 
d) a+3 


3m2n + 3mn? - n? 


i) (x + 13)(x — 4) 
j) (x — 8)(x + 2) 


f) 4(x + 2)(x – 4) 
g) 2(x — 9)(x + 4) 
h) 6(x + 2)(x + 4) 
i) 4(x — 6)(x + 5) 
j) 2(x + 6)(x + 5) 


f) x3 + 3ax? — 18a2x — 40a? 
g) 8xº + 8x2 — 22x — 12 

h) 8xº — 4x? - 34x - 15 

i) xê — 2x4 — 17x? - 15 

j) 1 + 10x + 31x2 + 308 


d) (х - 6)(x — 4)(x +1) 
e) (2х + 1)(3у + 1) 
f) (1 + 4а)(1 + 8a) 


f) x3 + 12x? + 48x + 64 
0) 8x3 + 12x2 + 6x + 1 
h) 23 + 6x? - 12x + 8 
i) X3 + 9x2 + 27x + 27 
j) К - 12k? + 48k — 64 


n)(x- A8) + 3) 
o) (x - 12)(x + 6) 





к) 3(x - 8)(x + 2) p)7 

|) 4(x + 2)(x + 10) q) s А ч *6 
m) 2(x = 8)(x + 6) )4(х ty i 
n) 5(x * 1)(x * 5) S) 38 ça 7 


o) 3(x + 7)(x — 2) t) 3(x + 12) ~ \ 


k) 1+2a+3b+9c+6ab+10ac+15bc+30abo 
|) 1 + 8х + 19x? + 12x? 

m) 1*2x-y-3z-2xy-6xz* 3yz*6xyz 

n) 1+х+х?+2х9+х*+х°+х6 

о) 1 - 2k - 5k? + 6l? 


g) (x? + 1)(у + 1) 
h) (x? + 1)(x + 1) 
i) (2х2 + 1)(3у + 1) 


j) (1 - Х°)(1 -y) 


2e 4.0 


k) x6 + 3x4 + 3x2 + 1 

|) z6 — 3z^w? + 3z?w^ — wê 
m) xŠ + 3x5 + 3x4 + x? 

n) 27x3*54x?y-* 36xy?*8y? 
о) 1000-900t-270t2—27 0 


p) m$ - Gm! + 12m. 4 
q) 1- 322 «32-5 

r) 125x3 — 150x2 + 60x - | 
5) Х%°+30х2+300х+100 
t) x3 + 3x + 3/ҳ + 1/3 


е) а2 + 10ab + 25b2 
f) 4a2 — 20ac + 25c2 
g) X“ — у? 

h) 16a? — b2 


e) x? + 3x — 28 
f) x? — ax - 2а? 
g) x? + 2ax - 32? 
h) a? + бас + 9c? 


e) xy? + 2x3y3 + x2y4 
f) X2 + ax + bx + ab 
g) x? + ax — bx — ab 
h) x? — ax + bx — ab 


e) c+5 
f) c— 5 
g) 7x— y 
h) 7x y 


i) 4b? — 9c? 

j y? - 4z^ 

k) a? — 9z? 

|) 4a? + 4ab — 3p? 


|) a? - 2ax – 8х2 
j) à? - Tab + 1202 
k) a^ + a?c - 2c? 
|) x? — 20x + 51 


i) x? — ax - bx + ab 

j) х2 + 2ax + 2bx + 4ab 
k) x? — 2ax + 2bx - 4ab 
|) X? + 2ax – 2bx – 4ab 


i) 3b +1 
|) 3b-1 
k) 4x* +5a 
) 4x^ — 5а 


m) 4a? - 
n) 25x? - 9a? 
0) 16m? - 25n? 


12ab * 9p? 


m) x? * xy - 30y? 
n) 9 + 3x-2x? 
0) 4x? - 8x + 5 


m) x2 — 2ax — 2bx + 4ab 
n) x2 + 2ax — 3a? 
о) X? + ax — ба? 


m) 3x -5y 
n a+b-c 
0 a-b+c 


4 
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Sai RS 
capítulo 4 - Produtos notáveis Зэн | 
= жы е ME 
a) a+2b—C e) z—x+ y ) a+2b+2c m) 1+ m° 
b) sa—-7b-1 )a+2b-c j) a+2b-2c n) a —b 
E kiss ss ) 3⁄2 — 4 
E22) А 
gl-x*x e) 4b —l12bc*9c! ab -2ab+4 ma 32 +9 


9) 1-2a+4a — 09xX'-6x-4y' 2548-5484 nag! are? 
) 1-3c 4 9c? 94x —20xy-25y! k) a? 28b 4p 


0) a? = a^ x? y* Jb хі y 
d4a!-2ab-b! h) х?у? – хуг + 2? 


) а — 4a? +16 


E23) 
a) x'"-xab tab f 1—3a^bc + 9a? p? c? к) (б? +? Je +ху+ y?) 
b) 9x* y? —3xyz^ + zŠ g) (2 4 у? )(х+ y) ) (2 - y) Ye -ху + y?) 
) x y z -gz +1 h) (+ y? Y - y) m) ХУ Y + y Yx- у) 
d) 4a? bc? + 6abc +9 


) (+X yty gy! n) (e I + 1o? +1) 
Sugestão: divisão de polinômios 
e) 1+ 4ху2 + 16x" y?z? j) x* xy xy! +ху + y 0) [+a Yet + at +а?) 


2 
E24) бх +10x+6 Sugestáo: Reduzir ao mesmo denominador, usando o MMC e somar as frações. 
(x +3Y3x + 4) 


E25) (C) E26) x3n + уз E97) (A) E28) (D) E99) (C) 
E30) 41/6 


E31) (A 

Al o polinômio do 4º grau pelo de 2º grau, encontramos quociente x? — 5x + 7 e resto 36, então 
podemos usar dividendo = divisor.quociente + resto, ou seja: 

xt — 10x3 + 26x2 — 5x — 6 = (х2 — 5x + 7)(x? — 5x — 6) + 36. Como foi dado que x2-5x-6=0,a 
expressão pedida reduz-se a 36. Outra solução é resolver a equação do 2º grau x2 — Эх + 6 = 0, que 
resulta em x=2 ou x=3, e substituir um desses valores na expressáo pedida, o que resultará em 36. 


E32) (D) 

E33) A = 1015 - 1, B = 10" — 1, C = (10° - 1)/3, D = (10% — 1)9, E = 7.(10^ - 1)/9 
E34) (A) lembre-se que J/x? = | x| E35) (C) E36) (A) 

E37) 17 

М 7 (1018 - 1), м2 = 1036 9,1018 + 1 = 


-:000.000.000.000.000.00.000.000.000.000.000.000 


2.000.000.000.000.000.000 
- 1 
7393.999, 999.999.999,998.000.000.000.000.000.001 


E38) (C). Note que a (E) esta correta, porém a fórmula náo pode ser aplicada para a ou b 
negativos, Portanto não podemos dizer que está “sempre correta. 


b. даны & 
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basta partir do quadrado — desejado à sub, 
dk ad асе — А + ӨЛ ргозаао para Obter, 
E e o quadrado perfeito desejado de O, basta idi ° 
a no valor mais simples pará. complelar um qu š 
meiro” como 9x2, o que pode sel obtido faze 
gundo seria dado por: 


1/42, o quadrado do segundo ; 


22 22 


E39) Existem infinitas soluções, | 
expressão original. O resultado sel 1" 
quadrado. Chamando a expressão Ot 
Q - E. A solução que result 
considerar o “quadrado do pri 
10 2.primeiro.se 


1 0 vd 


T 
) 2 
ndo o Primeiro 


termo ser PNG] , então o tern 


E ermo é я 
2, x/2 segundo = 2x, então O segundo ( então 


| / 2) = 1/2, Resposta: 1/2. 


E40) 6x2y + 293 EAI) (2x7 +29" F42) 20 FA3) (A) EM) (B) 


E45) x? + уп E46) (B) 


E47) (E) 

A soma tem 1999 termos, cada dupl 
Para facilitar o agrupamento dos termos, adicionemos 
S= -02+ 12—22 + 32 - 42+... - 1998? + 1999“ 
Temos entáo 1000 diferencas de quadrados, em que O primeiro quadrado é par e leva sina] 
negativo, e o segundo ë impar e leva sinal positivo. Por exemplo, -102 + 112, que pode ser 
fatorado como (11 + 10)(11 ~ 10) = 11 + 10. Portanto cada diferença de quadrados resultará na 
soma dos dois números consecutivos. Então 

S=0+1+2+3+4+.. + 999 + 1000 + 1001 +... + 1998 + 1999 

Usamos então a clássica fórmula da soma de números consecutivos, ou com diferença 
constante, a sequência chamada de progressão aritmética, que é matéria de ensino médio mas 
é cobrada em olimpíadas, e tem possibilidade de ser pedida em concursos difíceis como CN, 
EPCAr e CM. Para realizar esta soma, usamos o método utilizado pelo matemático Gauss 
quando era criança, conta a história que seu professor passou um castigo para somar uma 
grande sequência de números consecutivos, então Gauss agrupou o primeiro com o último, 0 
segundo com o penúltimo, conseguindo assim somas iguais, o que tornou o cálculo fácil. 

(0 + 1999) + (1 + 1998) + (2 + 1997) + ... + (999 + 1000) = 1999 x 1000, pois são 1000 somas. 

O valor total é então 1.999.000. 


a de termos consecutivos é uma diferença de quadrados, 
-02, o que não altera a expressão, 


E48) 16x* + Bxy + 4y2 (Fatorar o numerador e simplificar) 


EA9) 8. Uma solução é substituir o valor dado de x na expressáo, lidando com o quadrado da 
expressão com radical. Outra solução mais rápida é fatorar a expressão como (x - 3)(X + |), ° 
substituir o valor de x, entáo teremos uma diferenca de quadrados, que faz o radical sumir. 


E50) Como a tem n dígitos 1 e b tem n — 1 di 
9a = 111111111 (n dígitos) = 10n — | 


10” —] 


gitos O, podemos escrever: 


a 








3 
De fato, se fize j 
; 56 Hzermos por exemplo, n=] 
р terem 5 ) е 
Este exercício exemplifica como 
conhecimentos de Algebra par 


2 

‚е b=I0" +5; _10"—1] 2n n "42 
ара р 5) 1 = 107 +410 ++ шон 

drado & 
exige” 


= Questões de aritmética avançada em geral 677. 
a sua resolução. N otávels: 
são. No caso, usamos fatoração e produtos н 


4 
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Capitulo 5 





Fatoraçao 





Fatorar é transformar um valor em um produto de fatores. Isto facilita a simplificação de 
expressões, as operações com frações e a resolução de equações. 


No caso da álgebra, transformar uma expressão algébrica em fatores requer conhecimento de 
produtos notáveis. Por exemplo, se você sabe que (a + b)(a - b) = a? — b^, então pode fatorar a 
expressão a? — b?, que dá como resultado, (a + b)(a — b). 


Na aritmética, lidamos com números, principalmente inteiros. Considere por exemplo que 
precisamos fatorar o número 35, ou seja, descobrir quais números que, multiplicados, dão 


como resultado, 35. É fácil deduzir que os números que multiplicados dão como resultado 35, 
são 5 e 7. 


35=5x7 


“5 x 7” ë uma forma fatorada do número 35. Obviamente neste caso numérico, também existe 
uma outra solução, que é “1 x 35”. 


Em muitos casos, podem ocorrer mais de dois fatores, como: 
10=2x5x7 


80-2x2x2x2x5 


Uma forma para fatorar números inteiros é dividir o nümero sucessivamente pelos nümeros 
primos (2, 3, 5, 7, 11...), enquanto for possível. 


Exemplo: Fatorar 120 

120 = 92 = 60 

60 + 2 = 30 

30+ 2 = 15 (agora nào pode mais ser dividido por 2, passamos para o 3) 


ló + 3=5 (agora não pode mais ser dividido por 3, passamos para O 5) 
5 — 5 БЭ 1 


Então 190 = 9x9x9x3x5 = 93.3.5 


Para evitar erros, devemos armar as divisões no dispositivo abaixo. 


A 
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Dentro da álgebra, a fatoracáo deve ser realizada em expressões algébricas. Em ; 
latoracáo é bem simples, Outros casos são mais complicados. Em geral usamos OS c 
produtos notáveis aprendidos no capitulo anterior. 


4 i) 4 
Exemplo: Fatorar а expressão x^ *5x 10 


` as Ч, + ye. r 2A . 
А expressão a ser fatorada ë um trinómio do segundo grau. Caso esta fatoração seja оз) 
deve ser na forma do produto de duas expressões do primeiro grau. Tal expressão le " | 
produto de stevin, jà apresentado no capítulo 4: 


(x Fa). (x*b) = x? + Sx + P. onde S (soma) vale atb, e P (produto) vale a.b. No exemplo 0 
coeficiente do termo em x (5) 6 a soma dos valores a e b procurados, e o termo independent, 
(6) ë o produto desses valores. Sendo assim, devemos identificar dois nümeros lais que 
soma seja 5 e seu produto seja 6. É fácil identificar esses nümeros, que sio 2 e 3, A fatora 
fica portanto como: 


sua 
ção 


x^ +5x +6 = (+2). (x+3) 


Como sempre ocorre na matemática, alguns casos de fatoracáo sáo simples, outros são mais 
trabalhosos. 


Usar expressões racionais 


Está implícito que em qualquer fatoração, devemos utilizar apenas fatores racionais. Por 
tatores racionais 


exemplo, o número 6 pode ser fatorado de forma única como 2 X 3. Se fosse permitido usar 
fatores irracionais, existiriam infinitas formas de fatoração, como: 


б = 6x6 

6 = M6 x36 x3/6 

6 - N6x3/6x3/6 х1/6 
6 = 42x42 x4 3x43 


Obviamente nào há interesse em usar essas formas, pois sáo fora do padrão e fogem 40 
objetivo da fatoracáo. Fatoramos para usar uma posterior simplificacáo, ou para reduzir 20 
mesmo denominador, e para que funcione é preciso que todos 08 números sejam fatorados 


pelo mesmo critério e de forma única. Apesar de todos os casos acima também serem tipo dë 
fatoração, convenciona-se a forma única, que é usar fatores primos. 


х= ухх 
x 2x Ax 3x 
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Não һа interesse em ШИГ esmas lormas alternativas de fatoração, Convencionese que ao 
manipular expressões algébricas racionnin (forms polinomial), devemos usar apenas expressões 
algébricas. 


Considere por exemplo uma forma alternativa para fatorar à expressão x^ — x, Se tentarmos 
usar o formula da diferença de quadrados, a expressão podera ser fatorada da forma: 


aces Ux) (8-4) 


N igualdade acima está correta, desde que x neja positivo, caso contrário não poderiamos usar 
a raiz quadrada de x, nos números reals, O que se espera de uma fatoração algébrica € obter 
fatores racionals, como: 


x? - x = x(x - 1) 


Ao trabalhar com Algebra, convenclona-se que as fatorações de expressões racionais devem 
utilizar como fatores, apenas expressões raclonals, ou seja, nada de radicals ! 


Eventualmente pode ser necessário usar fatores Irractonals, como no exemplo abaixo; 


2 a 
Exemplo: Simplifique a expressão algébrica Я ~ , dado que x»0 e x71. 
x X 
Solução: Como não se trata de uma expressão racional, somos obrigados a operar com fatores 
não racionais, O numerador pode ser escrito como uma diferença de quadrados, usando 


termos irracionais, e simplificar com o denominador; 


ИЕ. 





Quando se fala em “fatoração” em Algebra, considerase apenas fatores racionals, € o aluno 
deve estar atento por em certas situações, como no exemplo acima, pode ser necessário operar 
com fatores irracionais. 


Neste capítulo, no restante deste livro, em tipicamente em toda a Algebra, convencionamos 


usar apenas fatores racionais, a menos que o problema nos obrigue a usar irracionais, como no 
exemplo acima, 


Fatoração por evidência 


) ( ТҮ 1110 , Cep 4 le 
Passemos agora a apresentar os principais casos de fatoração. f, preciso conhecer todos eles, 
Pois em algumas expressões € preciso usar mais de um caso. 


Exemplo: 'atorar Zx + бу 
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BEEN ЭВА, 
| . ator que esteja Ге бр STA 
A fat a evidencia consiste em encontrar um APAN Ja | nu em da 
a Oracao por | algébricos Neste exemplo ODSCrvamios que tanto o ' ` б, 
| de termos í ий um pnm | em 
termos de uma soma ) Podemos escrever a expressão como; DEN 
quanto o termo бу possuem o fator 2. El 


2.x + 2.3y 


“uf, - o ху? 10 За? Pie 
3 Ч ator еп evidencia , Fica . 
Sendo assim, escrevemos a expressao colocando o “I NOS com: 


2x + 6y = 2.x + 2.3y = 2,(x + ду) 


: , ` "ap » ) à 1 . 1 
Colocar um fator em evidéncia nada mais ë que usar, de forma inversa 


distributiva da multiplicação em relação à adição. Portanto, a forma fator 
deste exemplo é 2.(x + 3y). 


Exemplo: Fatorar 4x? + 6xy + 8x 


Devemos transformar esta soma de três parcelas, em um produto de um fator Dor uma quee 
soma. Este fator deve estar presente nos trés termos desta adição. Na verdade esta fator 8 q 
MDC (Máximo Divisor Comum) entre 4х2, бху e 8x. É fácil ver que os três coeficientes, 1,6, 
8, podem ser divididos simultaneamente por 2. Já as partes literais das expressões, podem m 
divididas simultaneamente por x. Sendo assim podemos escrever; 


4x? + бху + Bx = 2x2 + 2.3ху + 24x = 2.x.x + 2x.3y + 2.x.4 


O fator 2x está presente nos trés termos, entào pode ser colocado em evidéncia 


4x? + бху + 8х = 2x. (x + Зу + 4) 


Com a prática, podemos realizar esta f; 
cabeca". No início, fica mais fácil faze 


oração usando apenas cálculos mentais, ou seja, *de 
como calcular o MDC e 


ras contas, usando o método do MDC. Vamos recordar 


ntre números e aplicá-lo à fatoração por evidência. 


Exemplo: Calcule o MDC entre os números 8, 12 e 20 


8 - 12 - 20 | 2 
4- 6- 1012 
2- 3- 5|MDC =2.2 = 4 


Relembrando o método do cálculo do MDC, e 


* 4 0 
serevemos os números na parte esquerda d 
è , à K 
ini possam dividir simul M » dos os númer 
Tipicamente usamos os nú i ultaneamente toc 


= na ordem crescente (2, 3, 5, 7...). No exemplo, 08 de 
os por 2. Colocamos este fator 2 à direita do dispositivo. Na pá 
ЧИРЕ i e 
divididos por este fator. Ficamos então com 4. 0 do 
” “4 ” el 
Aue numeros podem ser divididos por 2. Ficamos 
Camos que não é í pie € 
I Ossivel en comum € 
termina. P contrar um fator 


Usaremos o mes 
mo processo para f 
atorar a expressa 
ressao do 


: nosso exemplo, 4x? + Oxy ' ox. 
Ах + 6xy + 8x | 2 


2x° + 3xy + 4x 


х 
2х + 3y + 4 


AAA 
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Cap 2. 


4x? + бху + 8х = 2х.(2х + Зу + 4) 


Como ја foi dito, fatorar uma expressáo ё escrevé- 


la como uma multiplicação. A fatoracáo por 
evidência usa para isto, a propriedade distributiva pacas ção p 


da multiplicação. 

Exercícios 
El) Fatore as expressões abaixo 

a) 6x + 3y f) 10x + 15y + 25z k) 2x3 + 3x2 

b) 10x + 30y g) 12a + 20b + 28c |) 12xy? + 36x5y 

c) 15a + 25b h) 7i + 28) + 42k m) 12b? + 30abc + 360? 

d) 18m + 72n i) 6m + 42n + 24p + 54q n) X + 12x8 + 11x5 

e) 14a + 35z j) 44x + 28y + 24w + 72z 0) 9n? - 12mnp + 33m?n 


Interpretacáo geométrica da fatoracáo por evidéncia 


Considere a fatoracáo de 6x*3y, que sabemos que vale 3.(2x*y) Fazendo х=© е у=, 
podemos representar a expressáo 6x+3y сото: 


6x + Зу = © © © © © © @ 2 2 


que pode ser reagrupado como 


VOR 
оов 
oov 


Isso é o mesmo que 3 vezes (© O 28), ou seja, 3.(2x*y). 
Quando dizemos que 6x + 3y = 3.(2x+y) estamos dizendo que: 


SODOVDORRR - VOR 
QOP 
© © @ 


Esta interpretação representa o caso em que é colocado em evidência, um número inteiro, no 
Caso, 3 


? » 
О caso geral de fatoração por evidência pode ser interpretado com áreas de retángulos. Na 


Sura abaixo, temos dois retángulos, ambos com altura a, mas com larguras m e n. Às áreas 
dos dois primeiros retângulos são respectivamente, a.m е ап. Na segunda parte, os dois 
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228 m lo € 
1 retângu ( Р 2-2 

эз, formal KE al à soma das áreas desses doi: “Om š 
5 Testa < 


: k 
retângulos foram juntac | 
zi leste retángulo I 


igual a a.(m*n). A área c 
originais. 


m 





Ficamos entáo com: 


am + an = a(m*n). 










ТҮ. icacá ао por amento. 
Esta fórmula nada mais é que a aplicação da fatoração por agrup 

an a vez, expressões algébr; 
O mesmo princípio se aplica qu do a men são por sua , expressoes algébric Pp 


exemplo, se a=2x, т=4у е n=3z2, ficamos com: 


Вху + 6xz* = 2x.(4y + 322) 


Exercícios 
E2) Fatore as expressões abaixo 
а) 6x? + Зу? f) 10x? + 15y? + 2522 k) 2х3у2 + 3x? 
b) 10х° + 30y? g) 6a?b?c + Bab?c + 12abc? |) 12х2у? + 6x3yz 
c) 154407 + 25abc h) 7i?j?k + 28i8jk3 + 42jk т) 12ab? + 60abc? + 36b*c* 
d) 18m2 + 72mn2 i) 6m2 + 3mn + 9pm + 54m2q n) ax? + 12а2х9 + 72aºxº 
e) 14а2 + 35z2 j) 4xyz + 8yzw + 4xyw + 2zwx o) 99n2p2 — 12mnp + 33m?np* 


E3) Fatore as expressões abaixo 
a) 2a? + Зар + 4ab? f) 15x8z5 – 20x*z? + 25xºz2 k) - 14x7y5 — 7 x*y$ — 21х5уё + 28x°y: 
b) 5a? + 10a - 15abc g) 32m*n* + 16m4n* – 24mén” |) 16460” — 484756 + 20a5b5 + 30877 
c) 12 * 24y * 48 h) 12а*х2 — 15а5х + 9abx3 — 30a3x4 т)-48х5у7 + 36x5y? — 48х8уг + 728 
d) z' — 22° - 37º i) 15х9у?- 5х*у? + 10x9y! — 25x8y5 n) 40a2x5 — 24abx3 + 16баёс2х* - 42º 
е) 4x! - 2xy + 6xy'z j) 36a5y9 - 18а5у + 45a'y5 —54a6y* о) 36x2y3z2 – 48x*y?z? + 24x yz 


Fatoração por agrupamento 


A fatoracáo por agrupamento consiste aplicar fatoração por evidência em termos separados da 


expressão original, e ao fim identificar term 
; ar termos com nte coloca 
em evidência. uns que podem ser novame 


Exemplo: Fatorar a expressão ab + За + 2b + 6 


Não é possível obter um único fato 


sei 
r para PE rocio pode ` 
separada em duas menore para ser colocado em evidéncia, mas a expressa: Р 


5, cada um; . ¡dénci 
uma das qual admitindo colocar um fator em evidênci 


|) ab + 

) ab + За pode sei latorado como a(b+3) 
A 
2) 2 + 6 pode ser fatorado como 2(b+3) 


Sendo ass | 
Чи à expressão pode ser escrita c 
Tita como: 
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a(b^3) + 2(b*3) 
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Que sorte! Os doís termos acima possuem como fator comum, (6+3), Então podemos colocar 
(p+3) em evidência, ficando com; 


( 
(b+3).(a + 2) 
portanto, a forma fatorada da expressão, usando a técnica do agrupamento, ё: 
(b+3).(a+2) 
Exemplo: Fatorar a expressão ax + bx + Lay + 2by + дах + 8bz 
Inicialmente observamos que não existe um termo comum presente nos seis temos da 
expressão, então a fatoração por evidência não pode ser usada. Tentando usar agrupamento, 
observamos que os dois primeiros termos possuem um fator x, os dois seguintes possuem um 


[f е . » “ > = 1 ya : 
fator comum 2y, e os dois últimos possuem urn fator comum 2z. Usando entáo evidencia com 
esses termos, ficamos com: m 


x(a*b) + 2y(a+b) + 3z(a+b) 


Mais uma vez que sorte! Encontramos o fator comum (a+b) nos trés termos. Colocando entáo 
o fator (a+b) em evidéncia, ficamos com: 


(a*b).(x + 2y + 3z) 


Note que nem sempre é possível colocar expressões em forma fatorada. Por exemplo, se na 
expressão original o primeiro termo fosse 2x, ao invés de ax, ficaríamos com: 


x(2+b) + 2у(а+Ь) + 3z(a+b) 


Não teríamos nesse caso, o fator comum (a+b), e a fatoração não seria possível. Nem sempre é 
possível encontrar uma fatoração para qualquer expressão. Obviamente as expressões 
apresentadas nos exercícios propostos de fatoração são obtidas a partir de multiplicações de 
expressões menores, tornando possível reverter o processo, escrevendo a expressão em forma 


fatorada. 
Exercícios 
FA) Fatorar as expressões por agrupamento 
a) am + bm + an + bn f) 15b + 20 — Gab — Ba 
b) ab + 3a + 2b + 6 g) 3a — ab + 12 — 4b 
С) ху - 7х + бу – 35 h) m(x — 1) + n(x — 1) + 2p(x — 1) 
d) 12xy + 15x + 8y + 10 Í) ax + ay + bx + by + cx + cy 
e) 10ар — 15a — 16b + 24 j) ax + bx + cx + 2а + 2b + 2c 
E5) Fatorar as expressões por agrupamento 
a) ax + bx + ay + by f) 12ab — 15ay + 8bx — 10xy 
D) бах + 2ay + 3bx + by g) 15x - 10y + 6ax - 4ay 
С) Вах - 10ay — 12bx + 15by h) 1 – ny — тх + mnxy 
d) mn — 2m + 3n — 6 i) ax + 2bx + 3cx — ay — 2by — 3cy 
e) 202 + 3⁄2y + 2xy2 + Зу? j) x2y2 - х2 + xy* -x + y2 — 1 


— 


scanned by CamScanner 





li» 


20 AL SERA; 


Interpretação geométrica da fatoração por evidencia 
A expressão ax + ay + bx + by pode ser fatorada como (a+b).(x+y). Isto pode ser inter retad, 


como a área de um retângulo de lados (a+b) e (x+y): 


{ > 








А soma das áreas dos quatro retángulos (ax, bx, ay е by) é igual à área do retángulo Erande, 
que vale (a+b).(x+y). Entáo: 


ax + bx + ay + by = (a+b).(x+y) 


Exercícios 

E6) Fatorar as expressões por agrupamento | 
a) 8a2x2 + 4bx? — 12a? — 6b f) 25atb – 40a*b – 5a + 8 | 
b) 15am + 9bm – 20ax – 12bx g) 20a2x2 + 12a2y +5xºy + 3xy* | 
c) 9a?x + 21a2y – 15mx - Зоту h) 12х2у22 + 3kx2yz + 8bmxy + 2kxbm | 
d) 20akxy – 12x2by – 35akbz + 21b2xz i) 3xtyt + 4bx2y3 — 12ax?y —16 ab 
e) 10x%k – 5abxš — 14k + 7ab j) xly3 - 5b?x*y? — 3xºyk2b? + 15k*b” 


Fatoração por quadrados e cubos 


Fatorar uma expressão é transformá-la no produto de fatores mais simples. Muitas vezes isto é 


feito aplicando conhecimentos sobre os produtos notáveis, como as fórmulas do quadrado e 


cubo. Por exemplo: 
(x+y)? = х2 + 2xy + y” 


A fatoração de uma expressão que é um quadrado consiste em identificar quais são os termos 
do binômio que está elevado ao quadrado. Em uma expressão de três termos, identificamos 
inicialmente dois deles que sejam quadrados. Á seguir verificamos quais são os valores que 
estão elevados ao quadrado. Finalmente, checamos se o terceiro termo (aquele que não ë 
quadrado) é igual ao dobro do produto desses dois termos. 


Exemplo: Fatorar a? + ба + 9 

Observamos que a? e 9 são quadrados perfeitos. São os quadrados de a e 9, respectivamente 
Finalmente, verificamos que o terceiro termo da expressão (no caso, 6a) é exatamente 18% 
2.a.3. Sendo assim, a expressão é o quadrado de a+3 


o terceiros 


B 2 “ N - . 
2 Referimo-nos a terceiro termo”, náo como sendo o terceiro na posicáo, mas sım, 
considerando que os dois quadrados como primeiro e segundo 


а2 + ба + 9 = (a+3)2 


Exemplo: Fatorar x? — 8x + 16 
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aqui dois quadrados, que são x? e 16, Sã ada u asi 
Temos aq ааг dO os quadrados de x e 4. O termo do meio 
w ë exatamente o produto 2.x.4, portanto ^ expressão é um quadrado. O único detalhe é ue 
"mo este terceiro termo tem um sinal negativo, а expressão é um quadrado de diferença e 
*rença, 


„amo i 
P ) quadrado de soma. Sendo assim: 
nat š 


2-8x+ 16 = (x > 4) 


exercícios 

E7) Fatore as seguintes expressões 
а) a? + 2ab + b° f) x? + 16x + 64 k) b? - 22b + 121 
b) mê + 20m + 100 9) у + By + 16 |) x2 + 2xy + y2 
c) K - 18k + 81 h) m? - 14m * 49 m) a? - 16a + 64 
gx - 2x * 1 i) 2°-62+9 n) c? - 40c + 400 
е) a? + 12а + 36 j) р? - 10р + 25 0) х2 + 32x + 256 


Nem sempre os fatores tém forma simples como nos exercícios acima. As expressões podem 
apresentar um aspecto um pouco mais complicado. 


Exemplo: Fatorar xŠ + 18x*y + 81у? 


A primeira dificuldade é que na vida real (provas e concursos, por exemplo), nem sempre é 
indicado qual é o caso de fatoração a ser usado - isto deve ser descoberto pelo aluno. 
Rapidamente verificamos que não existe um fator comum entre os três termos da expressão a 
ser fatorada, então não pode ser evidência, nem agrupamento. Com três termos, é provável 
que seja um quadrado, ou mesmo um trinômio. Para verificar se é um quadrado, é preciso 
checar se dois termos são quadrados. Podemos identificar claramente dois quadrados na 
expressão: 


y8 = (хі)? 

81у? = (9y)? 

Claro, ё preciso levar em conta as propriedades das poténcias para identificar esses dois 
quadrados. Portanto, ë possível que a expressáo seja o quadrado de x* + 9y, ou x* — 9y, mas 
para isto ë preciso verificar o terceiro termo, no caso, 18х 5у. Como o terceiro termo tem sinal 


positivo, então descartamos a possibilidade de ser o quadrado de x* — 9y. Verificamos então se 
0 termo do meio é igual a duas vezes o produto de x* e de 9y: 


2. х! А 9y = 18x*y 
Este é exatamente o termo do meio! Se náo fosse, a expressáo náo poderia ser fatorada como 


um quadrado (na verdade seria fatorada como um trinómio, como será visto posteriormente 
neste capítulo. 


Sendo assim, a expressáo é realmente o quadrado de (x* + 9y): 


8 í ‹ 
AE 18x%y + 81 y? = (xt + 9y)2 


| 
! 
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Exercícios 


ES) Fatore as seguintes expressões 
a) 4m? + 12m + 9 f) 492? — 56ab + 16b? к) хё – 2x! + 1 
b) 15a? + 40ab + 25b* g) 100x? + 600xy + 900? Dk - 4K'? +4 
m) 1- 227 + 710 


h) 25x2y2 - 10xy + 1 
n) 16x* — 40x^y! + 25у% 


ij 16p? — 24pq2 + 9q 
j) 4x*y? – 20x2y + 25 o) 25a?x? — 90abxy + 81b2y2 : 


c) 25x? + 10x + 1 
d) 1 - Bk + 16k* 
e) 9x? - 30xy + 25у“ 






e os termos aparecem na ordem “quadrado do primeiro + du D 
+ quadrado do segundo”. Devemos inicialmente identificar "чең | 
testado se realmente ë “duas vezes o 1 S dois — 


Obviamente, nem sempr 


o primeiro pelo segundo 
quadrados presentes, e o termo restante deve ser 


pelo segundo”. 


E9) Fatore as seguíntes expressões А 
а) 2ху + x? + y? f) 25 + 9х2 – 30x k) 9 + K'5- 6k E 
b) a? + b? - 2ab g) баб + b? + 9a? |) 16y* + 9x? + 24xy? ES 
c) 100 + x? + 20x h) 16k? + 1 — &k m) 1 — 64p' - 16pº E 
d) 25 + k? + 10k i) x(25x — 10) + 1 n) 9a? + 25k' + 30ak? 

o) 49x?y? * 9 * 42xy 


j) 16m? + 49p? - S6mp 


drados de somas, podem aparecer cubos de 
rar a fórmula do cubo da soma/diferenca: 


e) - 14x + х2 + 49 


Da mesma forma como podem aparecer qua 
somas. Para realizar esta fatoração devemos lemb 


(a + b)? = a? + 3a?b + 3ab? + b? 


(a - b)? = a? – За + Jab? - b? 
um cubo, para poder fatorá-la desta forma. É 


É mais dificil identificar que uma expressão é 
preciso identificar os cubos de dois nümeros a e 5, e testar se dois termos restantes podem ser 


representados como os triplos de a2b e ab2. Se um cubo (ех: b3)tiver um sinal negativo, é 
preciso também verificar se o termo 3a%b também tem sinal negativo. 


Exemplo: Fatore x3 + 3x2 + 3x +1 
perfeitos (x? e 1), nos 


o a ser fatorada, que tem quatro termos, sendo dois cubos 
todos os termos tem 


de que seja o cubo de uma soma. No caso soma, pois 
Então a expressão é candidata a ser (x + 1)*. 


Uma expressá 
leva á suspeita 


sinais positivos. 
s ao cubo e% 


Basta entáo verificar se OS dois termos restantes sáo os obtidos quando elevamo 


expressão: 


ad + 3a?b + 3ab2 + b3 


(a + by? = 
(x + Р” х3 + 3x2.1 + 3.12.x +15 
. “do 
. e " 2 " : 
De fato, 0s termos 3x2 e 3x encontrados na expressão original são exatamente os termos 


meio” encontrados quando elevamos (x +1) ao cubo. Portanto 


» rovas F 
as € a 
a nos problemas P ast dp 
aber resolver E 


x! + 3x2 + 3x + | = (x + 1)? 


Cubos de soma ou diferenga aparecem com menos frequénci 
ão de uso mais trabalhoso, Ainda assim podem aparecer, e é preciso S 
" 3 


de problema. 
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gxercicios 
110) Fatore as seguintes expressões 
| : 3 + 3X2y + Зу? + y? 
n? - 3m? + 3m - 1 

0)Х7- 12x? + 48x — 64 

4) a) + 9a? + 27a + 27 

1 - 6m + 12 m? Вт? 





f) ХЗ + y3 + 3xy.(x x y 

9) 8a? + 2753 4 36a?b + 54ab2 
h) КЗ. 6k?m + 12km? — 8m? 

|) 1 - 9m + 27m? — 2753 

0) x? + 0,3x2 + 0,03x +0001 


Fatoracdo por diferenca de quadrados 


aso de fatoraçã ; 
Este é um Case ar va bastante comum, resultante do produto not: 
uma soma multiplicada pela diferença de dois valores; Produto notável que dá o valor de 


0) 


2 2 


[x + y) (X= y) = x E 


Esta fórmula nào pode ser esquecida, pois seu uso ë b 


: > astant " 
concursos. Resulta da aplicacáo da propriedade distrib va ns ишпен questões de provas е 


utiva no produto (x + y). (x — у): 
[x + y) (X — y) = х? — xy + yx - у? 

Os termos —xy e yx sáo simétricos, e cancelam-se, resultando em: 

(+ y) (x= y) rx ху + уз - у? = х2 _ у? 


Sendo assim, a forma fatorada de uma diferença de quadrados de dois valores é o produto da 
soma pela diferença desses dois valores: 


Exemplo: Fatorar m? — 100 
m? - 100 = m? - 102 = (m + 10)(m - 10) 
Exemplo: Fatorar x? — 1 


x'-L2x?- 12- (x + 1)(х - 1) 


Exercícios 

El) Fatore as seguintes expressões 
а) a2 — p? n25-x? k) 9t? - 256 
у) e- 1 д) x: 121 ) 2 100 
c) 1 - т h) 4x2 — 9y2 m) 4a? - 1 
d) 2-9 ) 25m? - 1 n) 5x? - 5y? 
e) à? - 36 j) 100 - 9k? 0) 2a? - 8b? 


8 А «..2» E - 
Termos algébricos quadrados não são apenas aqueles que têm a forma “х^”. Também são 
quadrados os temos formados por: 


letras elevadas a 


e. de letras elevadas a expoentes pares: a2m', 
^» quando multiplicados por coeficiente que seja quadrado pe 


| Ld uH 6 etc 
qualquer expoente par: x^, a^, m , etc. 
rfeito: 9x2, 16k4, 25m?pº, etc. 
Mesmo quando o coeficiente náo é quadrado perfeito, podemos dizer que é o quadrado de 


Ч 
ma raiz, Por exemplo, 3x2 é o quadrado de J3 ж 
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Exercicios 


EBRISTA 


моу E 
E12) Fatore as seguintes expressões 


a) at — b2 [) 25 - 4x k) — 256 

b) k: — m! 9) 9x! - 121 |) а2х2 — 100 

c) q? — m: h) 64x? - 81у! m) 4aºb? ~ 1 
d)4x* - 9 i) 25m? - 121q? n) a?x? — 9b4y2 
e) 25a? - 36 |) 100 - 81k o) 4a2x! — 81b?y* 


Algumas vezes, uma fatoração por diferença de quadrados pode recair em outr 


, “l | А 
quadrados. a de 


H H 


Exemplo: Fatore xº ~ y 


” = à s 4 № ` 
Os termos x" e y? são respectivamente OS quadrados de x! e y^ Fatorando, ficamos com: 


x8 – уЗ = (x* + уй). po - у) 


O termo x! - y! também ë uma diferenca de quadrados, e pode ser escrito como 
„2 + л 2 , "^. аж I 
(х° + y). (x° = y2). Ficamos entáo com: 


х8 — у8 = (xt y!) xt — y!) = (х# y) e + y). - y) 


O termo (x? - y?) é também uma diferenca de quadrados, e pode ser escrito como (x +y) (x - 


y). Finalmente ficamos com: 

8 — y8 = (xt y! pl — y!) = (x y! 2 y?) = y?) = (xt + Уу) + у2).(х +y).(x - y) 
Exemplo: Fatorar x!º - 1 

Aplicando o mesmo principio, ficamos com: 
x!6 _ 1 = (x8 + 1). (x* + 1).(х? + 1).(x + 1).(x- 1) 
16 _ 216 


Exemplo: Fatorar x 


16 — a!6 =(x8 + a9) (xt + a!) (2+ a?).(x +а) (х а) 


Exercícios 
E13) Fatorar as expressões 
a) a?" - bm f) (x+y)? - a? k) 10m? - 40n? 
b) 16a*b* - 1 g) (х)? - (y? |) xy – 16m4xy 
c) 1 - xt h) 3x? 27y* m) b? — 4.a2c2 
d) (хуур – (xy)? i) 25628 — 81w* п) a? - 2ab + b? - X 
e) a^ - b° j) (5x+4y)? — (3x-4y? o) a? + 2ab + b?- 1 
Soma e diferenca de cubos ЯГ 


: a 
isa que | 


4 4 A > + . q $ 
(a + b) não ё a mesma coisa que a? + ЪЗ, e (a - b)? não é a mesma co las 


Entretanto, as expressões a? + b? e a? - b? podem ser fatoradas pelas seguintes 


a? + b? = (a + b)(a? ~ ab + b?) 


A 
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é fácil demonstrar esta igualdade, basta desenvolver a exire 





.. 


Ja? - ab + b?) = a” - аЬ + ab? + ba? — a + p3 = 


д? 4 b? 


(a + b 
pa mesma forma, podemos também fatorar a diferença de cubos: 
q) - p? = (a = g b)(a? + ab + b2) 


gxemplo: Fatorar x3 — 97 
Usando a fórmula: 


3-27 =x? -3 = (x — З)(х° + 3x + 32) = (x 3) 2 + 3x + 9) 
Exemplo: Fatorar a? + 1 


3+] =а3 +18 = (а + 1).(a2- a + 1) 


Exercicios 
E14) Fatore as seguintes expressões 
а) x? + y f) 512 + 27a? k) 1 + те 
b) ёт? - 1 g) k? - 64 |) x3 + 3х2у + 3xy2 + y3- 1 
co) 1 2x3 h) 8x? + 27y? m) a? + b3 +3ab(a+b) – 1 
d) a3 + 1000 i) xº — y3 n) 64x* + 27 
е) х? + 8 j) 64x? — 125y2 o) 1000x? + 1000000 


Trinómio do segundo grau na forma x? + bx + с 


Um trinómio do segundo grau pode ser fatorado como um produto de dois binómios do 
primeiro grau, desde que o trinómio tenha raízes reais. Esses conceitos náo podem ser 
demonstrados agora, pois isto depende do conhecimento de equações do segundo grau. Nos 
exercícios de fatoração deste capítulo, usaremos sempre trinômios cuja fatoração seja possível. 


O trinômio do segundo grau é resultado de um produto notável apresentado no capítulo 
anterior: o produto de Stevin. 


Exemplo: Calcule o seguinte produto: 
(x + 2).(x + 3) 


Esta simples expressão pode ser calculada usando apenas a distributividade da multiplicação 
em relação à adição: 


(x+ 2).(x + 3) = х2 + 3x + 2x + 6 
= x2+ 5x + 6 


O coeficiente 5 nada mais ë que a soma dois termos independentes (2 e 3) na expressáo 
original, o termo 6 do resultado nada mais ë que o produto desses valores. Isto pode ser visto 


acilmente quando consideramos em uma forma geral: 
ei rate (a+b)x + ab = x^ + Sx + P 


onde Séa soma dos valores independentes dos binómios que estáo sendo multiplicados, e P 
9 Seu produto. 
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A fatoração do trinômio do segundo grau requer à descoberta de dois valores ү. ~ 
a ` . fe = qu 1 š 
resultam em S e multiplicados resultam em P. NE Soma 
Üs 


Exemplo: Fatorar x? + 13x + 40 


Temos que identificar dois números que, somados resultam em 13 e multiplicados É 

- > , ° Y Š 5 
10, Existe uma formula para identificar esses numeros (fórmula para resolução da 2 e 
segundo grau), mas com a prática o cálculo pode ser feito mentalmente, esses núme x 


5. Portanto 108 sã 


0 
08, 
x? + 13x + 40 = (x + 5).(x + 8) 


Resolver o trinómio “mentalmente” ë um pouco de adivinhação, com tentativas e « 

segredo é fatorar o produto em dois números que tenham a soma desejada. O s 0 
pode ser fatorado como 4 x 10, mas a soma de +e 10 ë 14, e nào 13. Entáo tentamos BA. 
forma de fatorar o 40, poderia ser 40 x 1, 20 x 9 8x 5... Como 8 + 5 = 13, esta é a Frost 
dois nümeros que multiplicados resultam em 40 e somados resultam em 13, são 8 e 5, ыг 


Exercícios 

E15) Fatore os seguintes trinômios do segundo grau 
а) x? + 6x + 8 f) x2 + 10x + 21 k) x? + 12x + 20 
b) x^ +4x +3 g) x2 + 9x + 14 |) y? + Ту + 12 
с) х2 + 6х + 5 h) x? + 11x + 18 т) m2 + 8m + 15 
d) х2 + 7х + 10 i) х2 + 12x + 35 п) k2 + 14k + 24 
е) х2 + 10х + 16 j) х2 + 12x + 27 0) 22 + 92 + 20 


Ao fatorar um trinómio do segundo grau, temos que levar em conta os sinais. Quando os 
sinais sáo todos positivos, como no exercícios acima, ou seja, tanto o produto como a soma são 


positivos, então os números procurados também são positivos. 


Por outro lado, a expressão pode assumir sinais negativos, tanto na soma como no produto. 
Considere por exemplo a expressão 


(x 5)(x - 3) 


Ao ser desenvolvido este produto de stevin, resultará o seguinte trinômio: 


x? — 8х + 15 


sitivo. Isto significa 


Observe que a soma tem um sinal negativo (- 8), mas o produto (15) é po š 
ositivo e à som 


que os dois números procurados sáo negativos, pois seu produto ë p 
negativa. 


Exemplo: Fatorar x? - 7x + 12 


110 Ë 
eu prod! 


De acordo com os sinais, os dois números procurados são negativos, já que ? Os 408 


positivo e a soma ë negativa. Esses números procurados tém produto +12 e soma 7 * 
números são portanto -3 e —4. 


x? — 7x + 12 = (x - 3).(x - 4) 


БЭР” 
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cuidado extra deve ser tomado quando o 
dois exemplos: 





produto é negativo. Vejamos o que ocorre 


Um 


através de 


y (02 - 3x- 10 


p) (x - 3).(x + 8 = x° + 5x — 24 


Nesses dois exemplos, o produto e negativo (-10 e -24), já que os dois números procurados 
sao, um positivo e um negativo. O termo em x nesse caso, é a diferença entre os valores 
procurados, e náo a soma (na verdade é a soma algébrica, que no caso, é uma diferença). 


A diferença entre os dois casos é o sinal do termo em x. Na letra (a) o termo em x é negativo 


[sem letra (b) o termo em x é positivo (*5). Este sinal é do termo em x é o mesmo do 
maior dos nümeros procurados. 


No caso (a), os números procurados sáo, em módulo, 2 e 5, sendo que um ficará positivo e o 
outro negativo. O maior dos nümeros levará o sinal do termo em x. Como o termo em x nesse 


caso é negativo (-3x), o 5, que é o de maior módulo, ficará com sinal negativo. Os nümeros 
procurados são portanto, +2 e —5. 


No caso (b), o termo em x é positivo (+5x). Sendo assim, entre os números encontrados (3 e 8) 
o maior (8) ficará com o sinal do termo em x, ou seja, positivo. Os números procurados são 
portanto, -3 e +8. 


Resumindo: 


a) Todos os termos do trinômio são positivos: os números procurados são positivos 
Ex: x2 + 22x + 40 = (x + 2).(x + 20) 


b) O termo em x é negativo e o termo independente é positivo: Os dois números são 
negativos. 
Ex: x? - 8x + 15 = (x — 3).(x — 5) 


c) O termo independente ë negativo, os números procurados tëm sinais contrários. O maior 
dos números em valor absoluto tem o mesmo sinal do termo em x. 

Ex: x? + 2x — 8 = (x — 9).(x + 4) 

Ex: x? - 5x — 14 = (x — 7).(x + 9) 


Trinómios que náo podem ser fatorados 

Dependendo dos coeficientes do trinómio, a fatoração pode ser impossível. Isto está 
relacionado com o “delta” do trinómio, e será estudado nos capítulos 13 e 21. Por hora vamos 
“Presentar uma “receita” para identificar um trinómio que náo pode ser fatorado. Vamos 
ilustrar com um exemplo: 


Exemplo: Fatorar o trinômio x2 + 6x + 5 usando a técnica de completar quadrados. 


O trinômio começa com x? + 6x... então tentaremos formar na expressão, o quadrado de 
+ : ! 
x + 3). Para isso vamos somar e subtrair 9, para formar o temo “quadrado do segundo”: 


2 | 
C 6x+5=xX2+6xX+9-9+5=(x+32- 4 


conseguimos assim formar uma diferença de quadrados, que fatorada resulta no produto da 
ma pela diferença dos termos que estao elevados ao quadrado: 
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(x + 3 - 4 = (x + 3 + 2)(x + 3 — 2) = (x + 5)(x + 1) 





Exemplo: Idem, com o trínómio y2 + бх + 20 
Usando o mesmo método, ficamos com: 
x! + 6x + U) = XZ + 6x + 9 — 9 + 20) = (x + 3) + 11 


A expressão encontrada não é uma diferença de quadrados, mas sim, uma som 
quadrados, que não é fatorável, ou seja, não pode ser expressa como um produto de fy 
racionais. 


A receita que apresentamos no momento, até que isto seja provado quando estudarmos ;, 
equações do 2* grau, é: 


Um trinómio do 2º grau, na forma ax? + bx + c, não pode ser fatorado quando a metade do 
quadrado do termo em x for menor que o produto dos outros dois termos: (b/2)° < a.c 


No exemplo dado, x^ + 6x + 20, vemos que 32 = 9 é menor que 1 X 20 = 20. (isto ë o mesmo 


L4 


, + ^ , A 2 
que dizer que no trinômio do 2° grau, o fator delta (b^ — 4ac) é menor que zero - aguarde o 


capítulo 13). Mesmo sem demonstrar, vemos que esta condição resulta na formação de uma 


soma de quadrados, ao invés de uma diferença, o que torna a fatoração impossível. 


Exercícios 

E16) Fatorar as seguíntes expressões 
а) х2 + 6х + 8 f) х2 + 15x + 56 k) x? — 19x + 48 
b) x? 8х + 15 g) x? - 11x + 28 |) x? - 17x + 52 
с) х2 — 10x + 21 h) х2 + 15x + 50 m) x? * 21x * 54 
d) х2 + 12x + 11 j) x — 14x + 24 n) x? – 25x + 100 
в) х2 — 13x + 22 j) x? - 16x + 39 о) x? - 19x + 90 

E17) Fatorar as seguintes expressões 
а) xº — 5x — 24 f) x? — 4x — 32 k) x? - 57x - 58 
b) x? + 10x — 24 g) х2 2x - 35 |) х2 + 14x - 72 
c) x? — x - 90 h) x? * 11x - 60 m) х2 + 5x - 84 
d) x? + 4x - 45 í) x? - 4x - 60 п) х2 + 2x — 99 
e) x? — 9x ~ 92 j) x2 + 5x — 50 о) x2— 10x - 75 


Trinómio do segundo grau na forma ax” + bx + c 


2 + 
е4 r ay А А . rma X 
Uma pequena adaptação no método de fatoração apresentado para trinômios ná : шт” 
. , е ^ . f 2 0 
bx + c permite que fatoremos também os trinómios da forma ax? + bx + c. O méto 
¿ baseado em encontrar dois números com soma e produto dados. 


Vamos primeiro mostrar a aplicação do método, e depois justifica-lo. 


Exemplo: Fatorar o trinómio 10x2 + 9x +2 
айё 
ет duas Р dois 


O método é o seguinte: desmembrar o coeficiente do termo em x (no caso, 9) Auto 
O 


. . € 
tais que a soma seja 9 (o coeficiente do termo em x) e o produto seja 20 (o pr 
outros termos, no caso, 10x2). 


Soma = 9; Produto = 20 


D 
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C apítulo : 
ocurados são 4 e 5. Devemos então trocar o termo 9x por 5x + dx 


os números pr 


| 24 9x + 2 = 10x? + 5x + dx +2 
10х 


ra entre os dois primeiros termos, podemos colocar 5x em evidëncia, e entre o terceiro e o 
podemos colocar 2 em evidëncia, ficando com: 


Desta forma aparece o fator comum 2x + 1, trata-se de uma fatoracáo por agrupamento, que 
resulta em: 


(5х + 1) (2x + 1) 


justificativa do método da fatoração de ax? + bx + c 


O método demonstrado ë baseado em encontrar dois números cuja soma seja b e cujo 
produto seja ac. Isto tem uma justificativa matemática bem simples. Considere que desejamos 
encontrar os quatro números m, n, p e q, de tal forma que: 


ax2 + bx + c = (mx + n).(px + q) 


onde a, b e c sáo termos conhecidos, tal qual como foi feito no exemplo anterior. Se a 
expressão no segundo membro for expandida, ficaremos com: 


ax? + bx + c = mp.x? + (mq + np).x + nq 


A princípio não vamos determinar os quatro números m, n, p e q, que são os coeficientes 
necessários para encontrar a forma fatorada. Podemos encontrar antes os números mq € np, 
do termo em x na expressão original. Note que a soma de 
mnpq é exatamente igual ao produto dos dois demais 
Obtendo os valores de mq e np por este processo, 


que formam o desmembramento 
mp e nq resulta em b, e o seu produto, 
termos na expressão original mp.nq = a.c. 
podemos reagrupar a expressão na forma: 


тр.х? + прх + тах + nq = px.(mx + n) + q.(mx + n) = (mx + n).(px + q). 
Note que o termo em x? foi agrupado com npx. Façamos desta fez agrupando-o com o termo 
mqx: 


ginal, de tal forma que atenda as 


Ou sei expressão ori 
seja, em desmembrar o termo bx da exp ada qii se ашарай 


icà rá com 
Condições de soma e produto, a escolha de qual deles se agrupa 
с o. 
om c, produzirá o mesmo resultado. 


Exemplo: Fatorar 6x2 + 19x + 10 


ici —€— i oma e produto sejam: 
Inicialmente devemos encontrar dois números tais que sua S P 


Soma = 19 


Os nt д ^ entã membrada em: 
° Números procurados sáo 4 e 15. A expressao será então des 
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6x* + Ax + 15x + 10 MB 


Entre os dois primeiros termos, o fator comum é 2x, e entre os dois Seguintes q fator 
. T 





6x2 + 4х + 15x + 10 = 2x. (3x + 2) + 5.(3x + 2) 
Aparece o fator comum (3x + 2), que por agrupamento resulta em: 
6x2 + 4x + 15x + 10 = 2x.(3x + 2) + 5.(8x + 2) = (2x + 5).(3x + 2) 


Resumindo, o método a ser aplicado para fatorar trinómios do segundo grau nos qu 
coeficiente de x2 é diferente de 1, é: - 


1) Chamemos os coeficientes de a, b, e c, indicando o trinómio na forma ax? + bx +c 
2) Calculamos a soma e o produto na forma: 


Soma = b 
Produto = a.c 


3) Determinamos os dois números p € q cuja soma e produto sejam esses valores. 
4) Desmembramos o termo bx em dois termos px e qx. 


9) Um desses termos será agrupado com ах? o outro será agrupado com c, a segur 
finalizamos a fatoração usando agrupamento. 


Exercícios 

E18) Fatore os seguintes trinômios do segundo grau 
a) 2x2 + 6x + 4 f) 7x2 + 10x + 3 К) 4x2 + 12x + 5 
b) 2x2 + 7x +3 g) 2x? + 9x + 7 |) 3y? + 7y + 4 
c) 3х2 + 8x + 5 h) 6x? + 11x +3 m) 5m? + 8m + 3 
d) 5x2 + 7x +2 |) 5x? + 12x +7 n) 3k? + 14k + 8 
e) 8x2 + 10x + 2 j) 6x2 + 25x + 24 0) 522 + 97 +4 


А: "TM . — icadas 
Quando o trinómio possui sinais negativos, usamos as mesmas regras de sinais aplicad Ч 
os trinómios que possuem a=1. 


Exemplo: Fatorar 2x2 — 7x + 5 


ocu 
Como o termo c (no caso, 5) pr 


5 een: icu S 
^ | e positivo e o termo b (no caso, —7), os dois número 
são negativos. Em valor absol 


uto, os números possuem: 
Produto =2 x 5 = 10 


Soma = 7 


Esses números serão 2 e 5, e ambos levarão o sinal negativo: 


2х? — 7x + 5 = 2x? — 2x Бу + 5 = 9x 


(x - 1) - 5.(x - 1) = (әх - 5).(x – 1) 


4 
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я . Fatorar 2х? + 7x - 15 
gxemplo: ` = i ` 241 
Veste caso O produto é negativo, então os números 
н епсоп "o 2. 
negativo. trados serão um positivo e um 
piferença ^ / 15=30 

=9x 15 = 
produto 2 · 


Os nümeros procurados são 3 e 10. O maior deles ficará 
= cara com o sinal de 5, então serão 3 e 


- _. -2 -— _ _ 
247x-15 = 2x^ - Ҙх 3 10x — 15 = x. (2x — 3) + 5.(2x - 3) = (x + 5).(2x - 3) 
Exemplo: Fatorar — 2 De +8 


regras de sinais para os números pr ; : 7 __. w 
Аз s P ! P ocurados exigem que o coeficiente de x? seja positivo. 
Sendo assim, vamos colocar —] em evidência: 


_3x2-2x+8=-(3x7 + 2x - 8) 


Produto = —24 
Diferença = 2 


Os números procurados são + e -6. 


9x + 8 = —(3x2 + 2x — 8) = —(3x2 + 4x — 6x — 8) = -(x(3x + 4) - 2.(3x + 4) 


-3х2-2 

--(х-2)(3х + 4) = (2 - x). (Ox + 4) 

Exercícios 

E19) Fatorar as seguintes expressões 
a) 10x? + 11x - 6 f) 7x2 + 15x + 8 k) 6x2 - 19x + 8 
b) 32 - 8x + 5 q) 4 - 11x +7 |) 4x = 17х + 13 
с) 2х2 + 9х – 26 h) 1332 - 9x - 4 m) tb *2x-8 
d) 7х2 + 5x 12 i) 3x2 - 10x - 25 n) 4x2 - 25x + 25 

j) 13x2- 16x + 3 o) 7x2 - 2x - 5 


e) 11x2- 13x + 2 


Fatorações combinadas 
m mais de um € 
ro caso de fatoraç 


aso de fatoração. Quando isto ocorre, 


I = ` 
Uma expressão pode recair © ão e verificamos se esses fatores 


encontramos os fatores resultantes do primei 
podem ainda ser fatorados por outro método. 


Ex 2 : 2 ` . , ^ q ic: S 
emplo: Fatorar 10ax? - 10ay do em evidência па expressio. Ficamos 
Vemos claramente que o fator 108 pode ser colocado 

entáo com: 


- &ubstituimos então (N 7 у-) pela 
O fator x? — у? рог sua vez ë uma diferença de quadrados. Substi 
j | 


sua forma fatorada, ficando então com: 


10ах? - 10ay2 = 10a(x? - у?) = 10a.(x + Y 7 y) 
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Exercícios 


E20) Fatore as seguintes expressões 


а) x2y — 7х2 + 5xy — 35x f) 4xya? + Bxyab + 4xyb° k) 4ax — 4a 

b) 10a2b — 15a? — 16ab + 24a g) 3abk? — 54abk * 243ab |) 7a*x? — 700a 

c) 3ax? - abx? + 12x? - 4bx? h) 5mxz? - 30mxz + 45mx m) 2axq5 — 2axm2 
d) 15bxy? + 20xy2 — Gabxy* - 8axy? i) 2am? — бат? + бат - 2a n) 4a?x? — 81x3b2ys 
e) abmx2 + 3amx? + 2bmx* + 6mx2 j) 2a3x + 18a2x + 54ах + 54x 0) 10ax3 — 10a 


E21) Fatore as seguintes expressões 
a) 5ax2 + 30ax + 40a 
b) 2a3x2 + 24a3x + 22а? 
c) 4mx? – 44mx? + 112mx 
d) 5amx2 — 80amx + 195am 
e) 4axº — 68ax? + 208ах 


f) хќу + 10x3y — 24x2y 

g) X? - 2x — 35 + ХЗ - 2x2 — 35x 

h) (а + 1)x2 + 14(a + 1)x — 72(a + 1) 
i) 10x? — 100x — 750 

j) 4m2x? + 16m°x - 180m? 


Fatoração por “mágica” 


Em alguns casos, fatorar pode requerer um pouco de adivinhação. Por exemplo considere; 


expressão: 
da? — 4ax + x? — 4y? 
os, somos tentados a usar agrupamento, observando que é 


s dois primeiros termos. Indo por esse caminho falharemos 
rmo. Como existem três 


Como a expressão tem quatro term 
possível colocar 4a em evidência no 
em colocar em evidência um valor entre o terceiro e o quarto te 
coeficientes “4”, somos também tentados a combinar os termos em ou 


dá certo neste caso. 


tra ordem. Nada disso 


Observando atentamente, notamos que os três primeiros termos formam um quadrado. Ёо 


quadrado de (2a - x). A expressão pode ser escrita então como: 


(2a — x)? — 4y2 
Ficamos assim com uma diferença de quadrados: o quadrado de 24-хео quadrado de 2; 
Fatorando, ficamos com o produto da soma pela diferença: 


(2a — x + 2y).(2a - x - 2y) 


Imagine agora uma expressão semelhante, porém com x no lugar de y: 


Да? — Дах + х2 — 4x2 = 4a? — dax - Зх? 
| ois? 
: ЭРЭР | drados P 
Desta forma não ficou tão fácil observar que a expressão é uma diferença de quê 
segundo quadrado, 4x2, ficou misturado com parte do primeiro quadrado. | 
30 
; aa Š um 
Aquí pode ser usado um pouco de mágica. Mágica em matemática é fazer 
inesperada que resolve o problema, mas que não existe técnica alguma que m 
a operação a ser feita, 
T 
+ diferens 
de recair em uma di 


Quem já resolveu fatorações parecidas com esta, sabe que po : 
ressão. 


quadrados, porém o quadrado conveniente não está aparecendo na exp 
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_ 2 _ Дах – Зх? le | 
«são 4a? — lax mbra um quadrado perfeito, exceto pelo terceiro t O 
A €. termo, 4a2, é o quadrado de 2a. O segundo termo 4ax. é o 9 “Wapa: 
e 1 | ` ax, mesmo que 2.2a.x. Para 
ri n quadrado perfeito, este termo teria que ser “duas vezes o primeiro ado egindo 
en А : . н MEM - ? : . 
ermo 2a seria o primeiro termo” da expressáo que está elevada ao quadrado, o 
r r . et $e ° 4 ; 
indo termo desta ak rem sena x, mas para isto a expressão teria que ter x2, que seria o 
> 
do do segundo”. Nesse caso devemos fazer uma “mágica”, que ë completa 
ia o quadrado. Para isto Я" Рез Com D 
ue formaria o quadrado. vamos somar e subtrair x^. E preciso somar para 
ar o quadrado, e subtrair para não alterar o valor da expressão. Ficamos então com: 


—MM X 
——— ——— 
— oo = шиш. 





termo 
comple! 


y 22 2 = = 2 : 
pto dax +x? -Эх°-х == (анх) - 4х 


O e 3 2 , 
Сото 4x2 é um quadrado (2x)“, ficamos com uma diferença de quadrados: 


2 
(2a - х) — (2x) 
Esta expressão por sua vez pode ser fatorada como o produto da soma pela diferença dos 
termos. 


(Qa - x + 2x).(2a — x — 2x) = (2a + x).(2a - 3x) 


Informalmente chamamos isto de “mágica” porque o aluno precisa adivinhar a alteração a ser 
feita em uma expressão para ficar de uma forma conveniente que resolva o problema. Em 
alguns casos pode-se perder muito tempo com esse tipo de questão, por isso pode ser 


crueldade usar tais questões em provas. 


Exemplo: Fatore x? — 90x + 96 


gundo grau, portanto é preciso identificar quais sáo os dois 
20, e multiplicados resultam em 96. Vamos mostrar como 
do de somar e subtrair um valor de tal forma que seja 


A expressáo é um trinómio do se 
nümeros que somados resultam em 
ito pode ser resolvido com o méto 
formada uma diferença de quadrados. 


do perfeito. Como o termo em x é “duas vezes O 
lha ao quadrado de (x - 10). Para isto, a 
subtrair 100, ficando com: 


A expressão “x2 — 20x” lembra um quadra 
primeiro pelo segundo”, então a expressão se asseme 
expressão teria que ter o termo 100. Vamos então somar e 


x **-20x+ 100 — 100 + 96 = (x — 10)? - 4 
Ficamos agora com uma diferença de quadrados: 


X- 102 — 4 = (x — 10)2- 22 


| ( э À. 
jue fatorada fica: 


X-10+: 
) + 2) (x - 10 — 2) = (x — В) (х - 12) 
n método pode ser usado quando não conseguimos identificar os numeros a partir da sua 
) À 2" . 8 


Ёхеш . 12 А ; : 
plo: l'atorar x2 х 4ху + 4у? + 3x — Üy + O 
lara : adrado. É o quadrado de 
“mente o ; An neiros termos formam um quadares. 
Sservamos que os três pomene o suficiente para formar um outro 


Х.. 9v | 
у). Entretanto, nào encontramos nos termos restantes, 


үтте 
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(x - 2y)? + 3(x - 2y) + 2 


Se fizermos z = (x — 2y), observamos claramente que a expressão é um trinómio q 
grau: 0 Segundo 
22 + 32+ 9 

que por sua vez fica fatorada сото (z + 1).(z + 2). Substituindo z por x - 2y ficamos com 
(х - 2y + 1).(х - 2y +2) 

Exemplo: 

Mostre que x? + y? + 23 ~ 3xyz = (x + y + z)(x? + y^ + z^ ху — yz - zx) 

e que, se x + y + z = 0, x? + y3 + z3 = 3xyz 

Desenvolvendo o segundo membro, temos: 

(x + y + z)(x* + y? + 22 - xy — yz — zx) = 

xË xy? + xz? — x2y — xyz - x2z 

+ ху t у? + yz? — xy! - y2z хуг 

+ x2z + y?z + z3 — xyz - yz? — xz? 


Vários termos serão cancelados: xy? com — xy?, xz? com — xz2, x2y com - x2y, yz? com - i 
x2z com - x2z e y2z com - y2z. Depois dos cancelamentos, sobraráo apenas: 


x? + y3 + zŠ — 3xyz 

Fica assim demonstrado que 

x? + y? + z — 3xyz = (x + y + z)(x2 + y? + 22 - xy — yz — zx) 

Se tivermos x + y + z = 0, a expressáo do segundo membro será igual a 0. Nesse caso, 


x3 + уЗ + 73 = 3xyz 


cilment 


É um caso de fatoração pouquíssimo conhecido, e sem conhecer este resultado, dili um 
em 
L 


alguém conseguirá deduzi-lo em tempo hábil, por exemplo, resolvendo uma questão 
prova. Seria uma “fatoração mágica”. Este tipo de fatoração já foi pedido em provas, 
exemplo, na Olimpíada Brasileira de Matemática. 


E22) Fatore as seguintes expressões 


a) 4x! - x? + 2X -1 f) 4x2y2 in (x2 + у? - 22) (x>0, y>0, 20) 
b) 2x! - 3x2 - 27 g xi - 5 +4 
co = 3х +2 h) a bi + a2b2 
d) х* ~ 25x? + 100 i) a! + bi 
4 7 
9) 16k* — 20k? + 4 j) a? + b? 
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polinômios 

A fatoração de polinômios pode ser extremamente complexa e será abordada no capítulo 21. 
Em alguns casos, a quantidade de cálculos necessários impede que esse tipo de questão seja 
exigida em provas. Quando aparecem em provas, em geral são escolhidos polinômios 
particulares que permitem fatoração por métodos simples. Por exemplo: 


Os coeficientes deste polinômio foram estrategicamente escolhidos para permiti uma fácil 
fatoração através de agrupamento; 


хэ + 5x2 + x + 5 = x?(x + 5) + (x + 5) = (x? + 1)(x + 5) 


Via de regra, um polinómio que náo tenha seus coeficientes “amistosamente escolhidos” pelo 
formulador da questão a ponto de permitir uma fatoração fácil como esta. Vejamos mais dois 
exemplos que aparentemente são difíceis mas possuem fatorações simples: 


Exemplo: Fatore x^ + 6x? ~ 16 
Um polinómio de quarto grau com poténcias pares pode ter sua fatoragáo facilitada quando 
fazemos y7x?. Ficamos então com: 


y2 + 6y — 16, que é facilmente fatorado como (y + 8).(y — 2). Fazendo y=x2, ficamos com: 
(x? + 8).(x^ — 2) 
Existe um outro caminho que nos leva ao mesmo resultado. Partindo do polinómio original 


x! + 6x? — 16 


tentamos exprimir os termos como uma diferenca de quadrados. Neste exemplo ë muito 
tentador usar 16 como um dos quadrados, mas desta forma, os termos x* + 6x? não formarão 
um quadrado. Entáo vamos inicialmente “completar um quadrado” com esses dois termos. 
Parece ser o quadrado de (х? + 3). Para que forme um quadrado, falta o termo 9. Vamos então 


somar e subtrair 9 á expressáo: 

x! + 6x? + 9 — 9 — 16 = (x? + 3)? - 25 

Conseguimos entáo formar uma diferença de quadrados, que fatorada fica: 
(02 + 3)2 25 = (x2 + 3 + 5)(x2 + 3 — 5) = (x2 + 8)(x2 - 2) 


Exemplo: Fatorar x! + 2x? + 9 
Я i > O 9 
Yamos adicionar e subtrair | para completar o quadrado x! + 2x? +], que é (x? + 1)*: 


x1 + 2x2 +]-]4+9». (x? de 1)” + 8 


) , rys 
Por este caminho não formamos uma diferença de quadrados, Tentemos portanto um outro 
caminho, que ë completar um quadrado que tenha os termos x! e 9, Seria o quadrado de (xt + 


í ), f ` ` ` ` n A 
). Para completar este quadrado temos que somar e subtrair o termo бх”: 


4 í : 
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= (x? + 3)2 — 12 = (х2 + 3)? = (2x)2 = (x? +3 2x) (x + 3 — 2x) 





É de praxe representar os polinômios de forma ordenada; 
Resposta: (x? Fx + 3)(x2 + 3 — 2x) 


Exemplo: Fatorar x ~ 7x? ~ В à 
Um caminho para esta fatoração é fazer у=х" € fatorar o trinómlo de segundo Bra em y 


y! - 7y - 8 = (y + 1)(y - 8) = (х? + D)(x* - 8) 
Usando agora as fórmulas de fatoração da soma e da diferença de cubos, ficamos com: 
(x + 1)(x2 — x + 1)(x - 2)(x2 + 2x + 2) 


Outro caminho é transformar a expressão original em uma diferença de quadrados, Tema 
que completar o quadrado de (x3 - 7/2): 


хб — 7x3- 8 = хб — (7/2)x3 + 49/4 - 8 - 49/4 = (x? - 7/2)? - 81/4 = (x? - 7/2)? - (9/2) 

= (x? — 7/2 + 9/9) .(x3 - 7/2 - 9/2) = (x? + 1).(x* - 8) 

Fatorando a soma e a diferença de cubos, ficamos com o mesmo resultado: 
Resposta: (x + 1)(x2 — x + 1)(x - 2)(x2 + 2x + 2) 

Dependendo do caso, um caminho poderá ser mais ou menos trabalhoso que o outro, 


Exemplo: Fatorar x* - 3x? - 7x2 + 27x - 18 

Fatorar é encontrar fatores. Quando um polinómio tem uma raiz a, temos P(a) = 0 (teorema do 
resto). Podemos então fazer a divisão por (x - a) e colocar (x - a) em evidência. Existe um 
teorema que será mostrado no capitulo 21, o teorema das raízes racionais, que diz que se um 
polinómio tem uma raíz racional da forma p/q, p = ë um divisor do termo numérico, € q é um 
divisor do coeficiente de mais alto grau, no nosso caso, as raízes racionais, caso existam, são 
divisores de 18, positivos ou negativos. Se tivermos que testar nümeros para checar se são 
raízes, devemos testar +1, £2, +3, +6, +0, +18. Esses são os candidatos, e os números mais fácei 
de serem testados são 1 e -1. 


P(1) = 0; P(-1) = -48. 


Como já achamos a raiz 1, vamos dividir o polinômio por (x - 1): 
(x! — 3x3 — 7x2 + 27x - 18)/(x - 1) = x? - 2x2 9х + 18 : Resto = 0 
(Caso esteja com saudades de divisóes polinomiais, recomendamos o capítulo 3) 


Podemos então colocar (x - 1) em evidência: 
(x — 1)( x? - 2x? - 9x + 18) 


os qu 
grau pode ser fatorada por agrupamento, já que no eiro t 


o segundo coeficientes é -1:2, a mesma relação entre 0 


A expressão do terceiro 


relação entre o primeiro e 
quarto. 


(x = DG - 2) - 9(х - 2)] = (x - 1) - 9 — 9) 


4 
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tulo 247 
сар” iferenga d ——— 7 
ын te fatoramos a diferença de quadrados e temos o polinámi A9 : 
— e quatro binómios do primeiro grau: polinómio de 4° grau totalmente 
fatorá 
Resposta: (x- D&x - 2x + 3)(х — 3) 

intes expressões 
Er 14e - theo 
p) xt- x2- 30 0) 9x4 - 25x? + 16 
Qxt - 62 - 27 h) x8 4 x*- 2 
ga 10x + 9 ) xt - 10€? + 16 
| et - 46 - 45 j) X! + 6x? - 40 


Fatoração em provas e concursos 


A fatoracáo algébrica é um assunto que deve ser dominado por todos aqueles que pretendem 
ter bons conhecimentos de álgebra, e sobretudo, para realização de concursos. Nos vários 
concursos que requerem álgebra, como Colégio Naval, Colégio Militar, EPCAr, ESPCEx, 
Olimpíadas de matemática, sáo normalmente propostas questões diretas sobre fatoração. Além 
dessas questões, existem inúmeras outras que não pedem diretamente a forma fatorada de uma 
expressão, mas é necessário fazê-lo como uma etapa intermediária da resolução. À fatoração é 
uma ferramenta importante, indispensável em questões que envolvem: 


e Polinômios 

e Equações 

e Inequações 

e Expressões algébricas complexas 

e Radicais 

р . > ~ ue 

O aluno que náo domina a fatoração provavelmente não conseguira resolver questões q 
envolvem os tópicos acima. 


Exemplo: EPCAr 2010 - Expressões algébricas complexas 


б i acáo de expressões 
Praticamente todos os concursos apresentam questoes para simplific C p 


S ] C . 

] t ac p | 
gébricas complexas, que usam algum tipo de fatoração como etapa da sua re E o 
Obviamente outros conhecimentos são necessários, e serao abordados em outros capitulos 


deste livro. 


Considere os números reais a, b e x, tais que 


atb=x 
d-b=yxl 
afbio 


| 
| 
| 
| O valor da expressáo Y = 





42 (m 2x2 (С) х2 (р) х2 


e casos de fatoração: 
i notáveis € C 
А questão requer os conhecimentos dos seguintes produtos 





Scanned by CamScanner 


248 








Quadrado da soma: (a + b)? = a? + 2ab + b2 RIS, 
Diferença de cubos: ad — b? = (a - b).(a? + ab + b?) SA 
Diferença de quadrados: а? – b2 = (a + b).(a — b) 

Evidéncia: a2 — аЬ = a.(a = b) 


Usando essas fórmulas, a expressáo pode ser escrita como: 













A expressão é uma fração algébrica, resultante da divisão de duas frações. Cada um 
duas frações possui fatores comuns no numerados e no denominador, que deve 
cancelados na simplificação. A fração do numerador tem em ambos os termos, um fat 

b) que pode ser simplificado. O produto (a - b).(a2 + ab + b?) é igual a (aŠ = b3), que Я E 
cancelado com o outro fator a? — b? existente no numerador. рош 


dessas 
M ser 


A fração do denominador tem o fator a que pode ser cancelado. 





Como firam dados a b = x e a - b = xl, ficamos com: 


x 2 
“x= =2x 
x 


Resposta: (B) 


Exemplo: CMRJ 2015 - Expressões algébricas e equações 


3 

Sex+y=2e x +y 1, então (ху)! é igual a: 
x+y 4 

(А) 11/14 (B)11/13 (С) 1112 (D)! (E) 11/10 


| an de € 
A maioria das questões de álgebra requer o conhecimento de manipulação 


222 2 N = nh 
algébricas. Esta questão requer ainda a resolução de uma equação € yi 3 
po S , 
fatoracáo da soma de cubos, que aparece по numerador da segunda E press em fung? 

r ex 


quadrados existente no denominador não pode ser fatorada, mas pode se 
de x + y e xy: 


x+y (xy x — xy +y “(хжуф 2 +2ху + y! —3xy) 


х +у? xX +y? +2ху – 2ху (x+ y) -2xy 


Além da fatoração, os termos foram expressos usando apenas (x+y), (x+y ) 
façamos x + y = 2 como foi dado pelo problema, e chamemos Х.У de P: 
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Сә — s aasma 
(x+y x? +2ху +y’ -3xy)_ 212? -3P)_8-6P 4-3р 14 шаа 
(x+ y) -2ху 22-2Р 4p 982 que vale 1/4 (enunciado). 

Resolvendo a equacáo: 

4-3P 1 

2-P 4 
16-12P=2-P 
14=11P 
р = 14/11 


Como P = xy e o problema pede (xy)”!, devemos calcular P-!, que vale 11/14. 
Resposta: (A) 11/14. 


A questão exige vários conhecimentos de álgebra, e sem conhecer a fatoração de x? + y? o 
aluno não conseguirá chegar à solução, 


n n 

x — y"e x" + y" 

Já vimos várias expressões desse tipo, como x? - y?, x? + y3, etc. Dependendo do fato de n ser 
par ou ímpar, ou de ser uma adição ou subtração, os resultados serão diferentes. Vejamos: 


-y= (x-y) + y) 
Esta é a fórmula da diferenca de quadrados. 


x? + у? 
Não pode ser fatorado com fatores racionais. 


x? — y? = (x — y) (x? + xy + y?) 


Fórmula da diferença de cubos 


x? + y = (x + у)(х? - xy + y”) 


Fórmula da soma de cubos 


Vejamos o que ocorre para maiores valores de n. 


x" — y" 

À expressáo x" — y” sempre pode ser fatorada, para qualquer número n natural. A fórmula 
geral é: 

xi yn = (x E у)(х2-! + хп-2у + xay? + .... + yal) 
Exemplos 

x TY T - y) y) 

x -y = (x — у)(х2 + xy + y? 

x = у= (x у)(х® + xy + xy? + 

EAD (e y) + ху + хауз + xY + 

хб — уб = (x — y)(x5 + хїу + x3y2 + x2y3 + xy! + y?) 

х? -y = (x — у)(хб + x5y + ху? + x3y3 + x2yt + ху? + y) 


! 
2 
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250 — I Ens, 
dE. o | " i em fórmulas já conhecidas 4, ^ ^ 
Note que para n=2 e n=3, a fórmula geral reca J as; diferença 
quadrados e diferença de cubos. 


ão de x! - у^ também pode ser feita por difere 
Note ainda que a fatoração de х! ~ yt também pod p 


nça de quadrados 
‚Ёё 
recai no mesmo resultado: 


e = у* (0 уда * у) = (x = yc ty) + у) = (x y) oy gt уз 


. f v H à ^» (* N S . 
Já demonstramos no capítulo 3, a fórmula da diferença de cubos. A demonstração c 


Onsiste 
desenvolver a multiplicação, e os termos irão cancelar uns com os outros, sobrando apenas q 
primeiro e o último, Para a fórmula de x" — y”, o método de demonstração é o mesmo, 


x" + у" 
° 9 с 
Já a fatoração da soma x" + y^, nem sempre pode ser feita. Por exemplo, x? + y? pode se 


fatorada, com restricóes, torna-se o produto de expressóes irracionais. Já a soma de cubos х3+ 
: y í ç 2 i . 
y* pode ser fatorada como (x + y)(x^ - xy + y^). A fórmula geral para n ímpar é a seguinte: 


x" + y" = (x + y)(x"-! — y + xn-9y2 + yl), somente para n ímpar. 
Exemplos: 


х + y = (x + y}(x? - xy + y?) 
x t y = (x * pe y + йу - хуй + | 
x + y? = cry) = x5y + ху? = x3y3 + x2y4 — xy5 + уб) 


As demonstrações consistem em efetuar as multiplicações, e todos os termos semelhantes 
aparecerão com sinais alternados e se cancelarão, sobrando apenas os termos em x" e y”. 


A fórmula х" + y^, com n par, fica complicada, e fica reduzido o seu in 


teresse em questóes de 
prova, Nào existe uma fórmula geral. 


x“ + y? : não pode ser fatorado em expressóes racionais 


x ty pot уй * xy 2 t + у? xy 2] 
<° + y m (x? yb - x2y2 y) 


A fórmula de x* + y^ € obtida 


; de 
+ somando e subtraindo 2x2y2, formando uma diferença 
quadrados. Já x^ + y^ pode se 


r feita como uma soma de cubos de x? e de y?. 


Note que na fatoração de 


0 
4 = | e - : А 2 T8) ue 
X * y”, 08 fatores encontrados são racionais, pois é permitido 
Coeficiente seja irracional 


; apenas as variáveis não podem estar dentro de radical. 


Exercícios de revisão 
F24) Fatore as seguintes e 


I Xpressdey 
de fe м f) 12a*b! — 6a6b? — Gab? + За? 
25 Y riw la “+142 
OLA + { 0) x! + 14x2 + 45 
d) d * X1 - y - 1 h) x? - Axy + 4y? + 3x -6y + 2 
в) 2584) - tf ) 4a? + 12ab + 9b? + 10a + 15b + 6 
|) 4x? 12xy + 9y? — 12x + 18y + 9 
DT 
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a Fatore as 5 


ay 16 


96) Fatore as seguintes expressoes 


3 a+ | 8x1 8 

b х6 9x3 + 8 

c) xŠ + 16х3 + 64 

s - 86 - у + Ву 
9 - 3 - 20x + 75 


E27) Fatore as seguintes expressoes 
а) 3x3 + 33x? + 90x 
b) abc? + барс + 5ab 
c) 92º + 16 
d) 9y? - 42у + 49 
e) 2x3 + бх? + 10x 


E28) Fatore 
а) 4х2 + 12x + 9 – 22 
р) 4022 – 372 – 63 
с) am – 25 
d) 12m% + 9та – 30 
e) xºa + уба 


E29) Fatore 
а) х* — 3x3 — 7x2 + 27x — 18 
(sugestão 27x = 21x + 6x) 
0) 5 — 3x3 — 2x2 + 6 
C) xt + x2 — 20 
d) x5 + y5 — xy — x4y 
е) х2 – 3x2 -x +3 


E30) Fatore 
2-15 
0) 12xy + 45x + By + 10 
©) 10x% — 5abx3 — 14k + тар 


- 1 





f) x5 + 9x! - x -9 

9) (3x + 5y)? - 5.(3x + 5y) - 6 
h) (2х + Ty? + 10.(2x + 7y) + 24 
) X? — бху + 9y? - 5x + 15y + 6 
j) 25 - x? - 4xy - 4y? 


f) x3 - 4x? — 16x + 64 

g) x3 + 3x2 + 3x-7 

h) 16y? — 25x? + 10x — 1 

i) а5 + a2b3 — a3b2 — b5 

j) 6x3y? + 15x2y5 — 30x?! yz 


f) 2x3 + 14x? – 20x 
g) 4b? + 32 

h) 8423 + 5722 – 602 
i) 1202 + 59k + 72 

j) 25m4 + 64, m>0 


f) 6x4 — 3x3 — 24x? + 12x 

g) a6 – 6468 

h) x* + 2x3 + 27x + 54 

i) 5x3 — 30x? — 15x + 90 

j) 54х6 + 270x^ + 450x? + 250 


f) 44 -*x 3 


g) 9n?p? — 24mnp - 33m? 

h) 12ab2 + 60abc2 + 36b*c* 

i) 36a6y6 — 18a5y5 + 45a y? – 54a5y* 
1) 12a4x2 — 15a5x + ax? — 30a*x* 


f) 9a? + 25k* + 30ak2 

g) x3 — 12x2 + 48x — 64 
h) 1 - 9m + 27m? — 27m? 
i) 25m? - 1 

j) а2х2 — 9b4y2 


f) x2 + 12x + 35 
g) m2 + 8m + 15 
h) x? — 14x + 24 
|) x? + 5x - 84 
j) 2х2 + 9x + 7 


f) 4m2x2 + 16m*x — 180m* 
g) 22 — 3z + 2 
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c) 13x? - 9x - 4 h) a! + b RISTA 





d) 3ax2 — abx? + 12x? — 4bx2 i) 9x4 + 8x2 + 16 
e) xê + 2x4 — 16x2 — 32 jx - 4x2 - 45 
E33)Fatore 
а) (x + 1) + (x+1) — 2 f) x3 - 2x2 + 16(2 - x) k) аз — 11a?b + 30ab2 
b) y2 + 15y + 56 g) 5x? — 55x2y + 150xy? ) (+ 1) + (x 1) 2 
c) k? + 9k — 90 h) х3 - 2x? - 3x + 6 m) 2X? * 3x - 14 
d) х2 + 10x + 9 i) x3 — 27 n) x? — 6xy + 9y? 
e) x? -x -42 j xà - 2x2 + 16(2 — x) 0) x3 -x? - 4x + 4 
E34)Fatore 
a) 16a* — b f) x! - 16у° k) 9x? — y? - 4y - 4 
b) 4x? - 4xy — 36 + y? g) 4x? — 16x + 2xy + 15 - Зу |) x16 — y16 
с) 2y? - 6y? -y + 3 h) 3x - yf - 7(x - y) + 4 m) (3a — b)? - (2a +b)? 
d) x? — 8x? - 9x + 72 i) 2x2 + 2x2 — 312x n) X2y2 — x3y3 + 2xy | 
: | - D1]7 x!—-4x-45 x- x 
2,1, 35x )—x2-—x*'y*4-—y? 0) TE 8] 

9 3 16 4 2 4 4xy+20y 3х+27 
E35)Fatore | 
OBS.: Há décadas atrás, as questões de matemática nos concursos eram triviais, devido à realidade do 
ensino na época. 

a) CN 61 f) CN52 k) CN 58 

x3yz + y3xz — z3xy + 2x2y2z Fatorar 8z(x — y) — 3(x — y) Fatorar x? + x — x - 1 
b) EsPCEx 59 - Fatorar g) EsPCEx 53 i) CN54 

(3a*2b*c)? — (a+2b+3c)* Fatorar a? + 6a — / Fatorar 16x^ — 1 

c) CN51 Fatorar h) x6 — 64 m) 81x* —16 


x2 — 2xy + y2 — a2 








d) xº— 2x + 1 i) x4 + 64. n) 128x5 — 2yº 
e) 2x8 — x — 4x* + 2 j) 8x3 + 20x? - 18x — 45. 0) 9x3 + 5x2 — 18x - 45 
E36) Fatore numeradores e denominadores e simplifique 
x^ +8x+15 e) х? - 8x +15 | х? +1 x 
a) х? – 25 х? —9 x 3х2 43x +] 
axe. х? +4х+3 Зх? +9х+6 y EY | 
x —9 х2 -4х+3 х +252 -x—2 x -y x 
o) a? +2ab+b” +ac+bc | х? +13x +36 0 2-х? -х+] 
а та X T134+730 
a+b+c x2—16 y —-2x+1 
9 
2 aO Ar x -x-2 35(2b +1) 
" 2x — y n) | үт 
ЕЗ7) Fatore | "Р 
a) 3(4x + 5)? 4(5х + 1)? + (4x + 5)3.(5х + 1).5 ? 6 (1-x?)-5x(1-x )+х Е 
b) -24u%v" + 4y2my2n + 48y3nym g) х5уб — x4y3 + х3у* 
c) xi - 2x - 2x + 1 h) 9x2 + 15x - 16y? + 20y 
d) 4x3 = 75 + 12x? — 25x ) 12x3y + 26x2y? + 10xy2 
e) a? - 8а? + a?b — Sab - 24b )i-x-y-z*xy*xz*yz- Xy 
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É 38) Efetue € simplifique — 

a (ey! +X + y?) Y + y) N *y - 97 -9 

b) м еы id m A s 9) _2ху-у_ 4 3ху-бу 

Ox” 2x! +2х-12 x-2 8x? —12xy 12x! — 24x 
y" -9 ! 2x! 5x -3 П) x^ — 1 
(| — e —r 
2x! — 6x 4х7-1 
d) x? — 0,2x - 0,08 Í) 2⁄4 _ 32у? 
e) xt - 1 - 2y - Y j) x-y”, 


E39) Efetue as seguintes divisões exatas, usando fatoração e simplificação 
а) (x? — 4y? - 4yz - 22) + (x + 2y + z) 
b) (3 — ба? + 11a?x — 6ax?) + (х2 + 6a? – 5ax) 
c) (2a? — 8a + a* + 12 — 7a?) + (2 + a? — За) 
d) (q! + 6q3 + 4 + 12q + 13q2) + (3q + 2 + q?) 
e) (27a3 — 8b3) + (3a — 2b) 


F40) Determine o quociente e o resto da divisão 
(at + да? + 15 ~ Па — 7a?) + (a — 5) 


E41) Se x^ - x - 5 = 0, quanto vale x? - Gx - 5? 


E42) Qual das expressões abaixo é um fator de x? - 7x + 10? 


(A) x * 2 (B) x * 10 (C) x - 2 (D) x + 5 (E) x +7 


E43) Qual das expressões abaixo é um fator de х? ~ 27? 


(A) x2 - 3x + 9 (B) x2 + 3x + 9 (C) x^ + 3x - 9 (D) x * 3 (E) x * 9 


E44) Dé um fator do polinômio -24x?my^ + 4x^my?n + 48ynxm, As variáveis usadas como 
expoentes representam nümeros inteiros. 


(A) (2x — Зул) (B) O polinómio náo pode ser fatorado 
(C) хуз (D) 4x my 
(E) (-2xm - Зул) 


FA5) Realize a operação indicada e simplifique completamente. As variáveis em expoentes são 
números inteiros, 


x 9 x" 3x? 
3⁄3 + 9 y? бх“? 
А | „й 
(А) 2 (В) 2x (x! +3) (C) w-3 (D) ХЭ (E) 2k 
х +9 | &x* "^ 2 


F46) Qual das expressões abaixo ё um fator de х! - 10000? 
(A) x! + 100 (B) x? + 10 (C) x! = 100 (D) x = 10 (E) nào pode ser fatorado 


FA7) Qual das expressões abaixo é um fator de x! — 16? 
(A) Х-4 (B) хэл (C) (x + 2) (1) x^ + 4 (E) x - l6 


L É 
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E48) Simplifique — SV 128r +3/54rs” 
(A) -sY2r (B) —sMI82r^s? (C) —52474ғһ (D) -sV2r (E) 





“Евро, 


Ing 
E49) Fatore a expressão 6x*(1 — х?) - 5x(1 - e) +х°— 1 
(A) x[(1 - x3)(6x - 5) + x] - 1 (В) (1-x?)(6x + 1)(x-1) (C) (6x- n ц 
(D) - (6x + 1)(1 + x)(1 - х)? (E) (6x2 - 5x - 1)(1 - х?) ЫН 
E50) Qual das alternativas é um fator de x^ + 16x — 4 + 64 — y^ + 4y ? 
(A) x*y*6 (В) х-у (Oy (Dytt (Ex 
E51) Fatore completamente o polinómio 4x? - 4. 
(A) 4(x - 4)(2 +x+1) (B) 4(x - 1)(x? +x + 1) (C) 408 - 1) 


(D) 4(x + D)(x*^- x + 1) (E) O polinómio é primo 


E52) Simplifique a expressao 
x`—4x—6 к х? +2x-15 


x—x-6 x` —25 
yl mil q o yr pq 


x—3 x—5 x+2 x+5 x+2 

















E53) Fatore o polinômio x? — 3x? — 16x + 48 

(A) (x *2)x-2(x-3) (В) (x*4(x-4(x-3) (C) (x + 2)(x - 2)(x + 3) 
(D) (x *4(x-4)(x *3) (0) (<° + 16)(x + 3) 

E54) Qual das expressões abaixo ë um fator do polinômio x? + x? — 17x + 15 ? 
()(x-5 (8) (х-3)  (OQ(x*!)  (D(x*2  (E(x*3) 

E55) Qual das expressões abaixo é um fator do polinômio 6x? + 11x — 10? 

(A) 2x — 5 (B)3x-5 (С) бх-1 (D) 3x - 2 (E) 6x — 5 


8x — 72 К х-9 
9x) -72x? 9%) ng 


A) 4 8 (С 2 
ASÍ ув (x р) 2. 


Е56) Simplifique 





Е57) Simplifique 3x33. 3х 
Зх? +15х 3 
(A Зх? +15: +5x+3 x+2 
3x(x +5) x+1 





(C 3*4] (D) x +52 42x41] 
x! +5х+1 das) — 





4 
| 
| 
| 
| 

4 
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E58) Fatore completamente х? — x? — 4х + 4. 
(a) *4&*1) (В) (*2?x*1)—— (C) G2- (xs 1) 


(D) (x^ - 4)(x - 1) (E) (x - 2)(x + 2)(x - 1) 


Sei Siraplifioue: 3" 43x 37% 
ки) Sel: згрт зе 


(A) E (B) Ee (С) 421 р) sa (E) 415 


E60) Se a e b são inteiros tais que x? — x + 1 é um fator de ax? + bx? + 2x + 4, então b vale: 


(A)-2 (B-1 (C0 (D)! (E2 


2 
E61) Simplifique х 5-0, 4 х? -4 
x +6x+9 х-3 





x+2 es - 22 
А — B) 2 9 С 2 3 ER 2 
x +x—6 x +x—6 X +x—6 x +5х+6 x^ +5x+6 


E62) Simplifique (2x? — 7x - 41 (2x? + 7x + 3) (x? + 3x — 28) (х? - 9)-! 











(д) 253 pr (с)25:1 (pi (E 214 (FNRA 
х+4 x—3 x—4 x+3 


E63) Escrever (20013 — 1986? — 15%)/(2001.1986.15) como um inteiro ou fração simplificada. 
E64) Se x? — y? = 20 e x - y = -10, então x + y vale: 
(A)-6 (B)-2 (С)4 (D)2 (5)8 


2 2 _ 
E65) Efetue e simplifique 3x +7х+2 3x —Ix v2 


-Х” 1-9x? 
? 4x+4 9х? —1 

A) 1 e 4822-2224 252 (ENRA 
addis | 9x? -6x +1 4-х? 


E66) Se x – 7 é um fator de x? – 3x + р, qual é o valor de p? 
(А) -28 (В) 21 (С) 10 (0) 21 (Е) 28 


E67) Se r + t= 4ет +s = 7, determine o valor de (mr + rs + mt + st)/2. 


2 2 2. 
EG8) Simpliique 222—6. ,X = 
x +6x+9 x+3 


+2 2-9 x—3 x+2 х-3 
M VER q ug ap буг 
x -x—6 x+x-6 x +х-6 x +5х—6 x +5x+6 


E69) Qual das expressões abaixo não é um fator de 2x2y>z! — 6xyiz? ? 
(Ay (В) 22% (C)x2yz-3 (D)2y (E) xy 
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E70) Fatore completamente o polinômio 6m? 
A) т[(1 - m2)(6m - 5)+m] - 1 (B) (1 - m”)(6m - 1)(m - 1) 
(C (ia _ раа "m li (D) -(6m + 1)(1 + m)(1 - т)? 
(E) (6m? – 5m - 1)(1 - m?) 


O ALGE 
(1 - m?) - 5m(1 - m?) + m?- 1 CRISTA 


E71) Colégio Naval, 2015 
Seja , _ [ 9999...997º -9 °, onde cada um dos números 9999....997 е 9999...994, são Constitui 
À 9999...994 5: 


de 2015 algarismos 9. Deseja-se que Mk seja um nümero racional. Qual a maior potência deg 
que o índice i pode assumir? 


(А) 32 (B)16 (C)8 (D)4 (E) 


CONTINUA NO VOLUME 2: 80 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) a) 3(2x + y) e) 7(2a + 52) i) 6(m + 7n + 4p + 9q) m) 6(2b2 + 5abc + 6c3) 
b) 10(x + 3y) f) 5(2x * 3y * 5z) 1) 4(11х + 7y + 6w + 182) п) Х°(Х° + 12x + 11) 
c) 5(3a * 5b) g) 4(3a + 5b + Tc) К) х 2х + 3) o) 3n(3n - 4mp * 11m?) 
d) 18(m + 4n) h) 7(i + 4j + 6k) |) 12xy(y? + 3x3) 

Е2) a)3(2x% + y?) f) 5(2x? + Зу? + 5z2) k) x2(2xy? + 3) 
b) 10(xº + 3y2) g) 2abc(3ab? + 4bc + 6c?) |) 6x2y(2y + xz) 
c) 5ab(3ab? + 5c) h) 7jk(i?j + 4i*k? + 6) m) 12b(ab + 5ac2 + 3b3c3) 
d) 18m(m + 4n?) i) 3m(2m + n + 3p + 18mq) n) ax5(x? + 12ах + 7242) 
e) 7(2a2 + 5z2) j) 2(2xyz + 4yzw + 2xyw + zwx) o) 3np(33np — 4m + 11m?p?) 

E3) a)a(2a + 3b + 4b2) f) 5х422(3х423 — 47 + 5x) k) 7x2y2(-2x8y3 — x2y8 — 3х?у* + 4) 
b) 5a(a + 2 — 3bc) g) 8m4n*(4m + 2n — 3m?n?) |) 2a3b^(8a3b3 — 24a4b2 + 10a?b + 15) 
c) 12(5 + 2y) h) ЗаЗх(4ах — 5a? + 3a3x2 — 10x3) m) 12x*y5(4x2y2 + 3xy* - 4xty? + 6X7 


i) 5x4y*(3x2y? — у? + 2x5 — 5x4y) 
j) 9a5y^(4ay? — 2y + 5a2y — ба) 


d z2(z + 1)(z — 3) 
e) 2x(2x — y + 3y2z) 


п) 4a(10ax5 — 6bx? + 4а?с2х* - a”) 
o) 12х2у222(3у — 4x2 + 2xy?z?) 


ЕА) a)(a+b)m+n) e) (Sa — 8)(2b — 3) i) (a + b + c)(x + y) 
b) (a + 2)(b + 3) f) (5 - 2a)(3b + 4) j) (a + b + c)(x + 2) 
c) (x + 5)(y - 7) g) ) (a + 4)(3 - b) 
d) (3x + 2)(4y + 5) h) (x — 1)(m + n + 2p) 

E5) a) (a + b)(x + y) e) (x2 + y2)(2x + 3y) i) (x — y)(a + 2b + 30) 
b) (2a + b)(3x + 2y) f) (3a + 2x)(4b — 5y) j) (x2 +x + 1)(y2- 1) 


c) (2a — 3b)(4x — 5y) 
d) (m + 3)(n — 2) 


g) (5 + 2а)(3х — 2y) 
h) (1 - ny)(1 – mx) 


a) (4x? — 6)(2aº + b) 
b) (3m - 4x)(ba + 3b) 


e) (5x? – 7)(2k — ab) 
f) (5a3b – 1)(5a — 8) 


) (dy? — 4a)(9xy +40), 
j (y? - 3reboooy - 807 


c) (3a? - 5m)(3x + 7y) g) (4a? + ху)(5х2 + Зу) 
d) (4xy — 7bz)(5ak — 3bx) h) (3x2yz + 2bmx)(4y + k) 

E7) a) (a +b) d) (x— 1 9) (y +47 )(р-5 m) (a - 8) 
b) (m + 10) e) (a + б)? h) (m - ту " - | р n) (e - 20F 


4 
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с) (k - 9)? 

a) (2m + 3) 

b) 5(a+b)(3a+5b) 
c) (5x + 1) 


ЕВ 


— 


E9 


_ 


E10) 


E11) 


E12) 


E13) 


E14) 


E15) 


E16) 


E17) 


E18) 


а) (x + y}? 
b) (a - b)? 
с) (x + 10)? 


a) (x + y) 
0) (1-1) 


c) (x - 8)° 


a) (a + b)(a — b) 


) 
b) (k + 1)(k - 1) 
c) (1 + т)(1 — m) 


(a? + b (a^ - b) 


q? + m) 
d) (2x + 3)(2x - 3) 


а) (ат + b")(a" — b") 


b)(4a2b2 + 1). 


(2ab + 1)(2ab — 1) 
c) (1 —x)(1 + х)(1 + x?) 


d) 4xy 


а) (x + y)(x? — xy + у?) 

b) (2m-1)](4m—2m+1) 
c) (1 — X(1 + x + x?) 

d) (a+10)(a2-10a+100) 


a) (x + 2)(x + 4) 
b) (x + 1)(x + 3) 
c) (x + 1)(x + 5) 
d) (x + 2)(x + 5) 


a) (x + 2)(x + 4) 
b) (x — 3)(x — 5) 
c) (x — 3)(x - 7) 
d) (x + 1)(х + 11) 


a) (x — 8)(x + 3) 
b) (x + 12)(x - 2) 
c) (x - 10)(x + 9) 
d) (x + 9)(x — 5) 


a) (2x + 4)(x + 1) 
b) (x + 3)(2x + 1) 
c) (3x + 5)(x + 1) 
d) (x + 1)(5x + 2) 


f) (x + 8) 

d) (4k - 1)2 
e) (3x - 5y)? 
f) (7a - 4b)2 


d) (k + 5? 


e) (x — 7)? 
f) (3x - 5? 


d) (x * 3)(x - 3) 
e) (a *6)(a — 6) 
0 (5 + х)(5 - x) 


a) (a? — 
b) (x * AK ШЕ. 
| ( (q? – m) 


i) (2—3)? |) (x + yy? 
g) [10(x + 3y)]2 j) (2x2y – 5) 
h) (Sxy — 12 k) (x4 - 1)? 
i) (4p — За)? |) (k10 – 2)? 
9) (Sa + b) j) (4m - 7р)? 
h) (4k - 1) k) (kê - 3)? 
i) (ox — 1)? |) (ду? + Зх)? 

d) (a + 37 g) (2а + 30) 

e) (1 - 2m)š h) (k - 2m)3 

f) (x +y) i) (1 - 3m)? 


e) (Sa + 6)(ba — 6) 
f) (5 + 2x)(5 - 2x) 


g) (3х2 + 11)(3x? -11) 
h) (8х + 9у2)(8х — 9y?) 


e) (a4 + b3)(a2 +b2), 


(a + b)(a — b) 


f) (x +y + a)(x+ y-a) 


g) (xÉ + yk)(xk — ук) 


h) 3(x + 3y)(x — 3y) 


e) (x+2)(x2-2x+4) 


f) (8+3a)(64-24a+a?) 


g) (k-2)(k?+2k+4) 


h) (2x+3y)(4x2—6xy+9y2) 


e) (x + 2)(x + 8) 
f) (x + 3)(x + 7) 
g) (x + 2)(х + 7) 
h) (x + 2)(x + 9) 


e) (x - 11)(x - 2) 
f) (x + 7)(х + 8) 
g) (x - 4)(x - 7) 
h) (x + 5)(x + 10) 


e) (x — 13)(x + 4) 
f) (x — 8)(x + 4) 
g) (x — 7)(х + 5) 
h) (x + 15)(x — 4) 


e) (2x + 2)(4x + 1) 
f) (x + 1)(7x + 3) 
g) (2x + 7)(x + 1) 
h) (2x + 3)(3x + 1) 


9) (x+11)(x-11) 
h) (2x-3y)(2x+3y) 
i) (6m*1)(5bm-1) 


i) (5m + 11q)(5m - 11q) 
j) (10 + 9k2)(10 — 9k?) 

k) (t2 + 16)(t + 4)(t — 4) 
|) (ax + 10)(ax — 10) 


i) (162º + 9w?). 


(422 + 3w)(422 — w) 


j) 8x.(2x + By) 


k) 10(m + 2n)(m — 2n) 


|) xy(1 + 4m?). 
(1 + 2m)(1 — 2m) 


i) (х2-у)(х^+х2у+у?) 
])(4х-5у)(16х2+20ху+25у?) 
К) (1 + m2)(1- m? +m’) 
1) (х+у-1)((х+у)2+х+у+1) 


i) (X + 5)(x + 7) 
|) (x + 3)(x + 9) 
k) (x + 2)(x + 10) 
) (y + 3)(у + 4) 


) (x — 2)(x — 12) 
j (x — 3x - 13) 
k) (x - 16)(x — 3) 
l) (x - 13)(x — 4) 


i) (x - 10)(x + 6) 
j) (x + 10)(x — 5) 
k) (x - 58)(x + 1) 
|) (x + 18)(x - 4) 


i) (5x + 7)(x + 1) 
j) (3x + 8)(2x + 3) 
k) (2x + 5)(2x + 1) 
) (By + 4)(у + 1) 


|) (10+3k)(10-3k) 
k) (3t + 8)(3t — 8) 
|) (x + 10)(x — 10) 
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o) (x + 8)° 
m) (1 – 25)? 
п) (4x? — 5y3)2 
о) (бах – 9by)? 


m) -(8p? - 1) 
n) (За + 5k2)2 
о) (7xy + 3) 


j) (x + 0,1)? 


m) (2a * 1)(2a - 1) 


n) 5(х + у)(х — y) 
o) 2(a + 2b)(a — 2b) 


m) (2ab + 12)(2ab - 1) 
n) (ах + 3b2y)(ax — 3b?y) 
o)(2ax?*9by3)(2ax?-9by?) 


m) (b + 2a)(b — 2a) 
n) (a -b + x(a—-b —x) 


o) (a * b + 1)(a * b - 1) 


m)(a+b-1)((a+b)2+a+b+1) 
n) (4x+3)(16x2-12x+9) 
0)1000(x+10)(x2-10x+100) 


m) (m + 3)(m + 5) 
n) (k + 2)(k + 12) 
0) (z + 4)(z + 5) 


m) (x — 18)(x — 3) 
n) (x — 5)(х — 20) 
0) (x - 10)(x — 9) 


m) (x + 12)(x — 7) 
n) (x + 11)(x - 9) 
o) (x - 15)(x + 5) 


m) (Sm + 3)(m + 1) 
n) (К + 4)(3k + 2) 
0) (5z + 4)(z + 1) 
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Bs ЗО AUGE 
—— BRISTA 
E19) a)(5x- 2)(2x + 3) e) (x - 1)(11x - 2) i) (3х + Sx — 5) m) (11x - 9) 
DOXSé-) A — к-аз), 
c) (x - 2)(2x + 13) 9) (4x - 7)(x - 1) k) 2x - 1)(3x - 8) 0) (7x + 5)(x - | 
d) (x - 1)(7х + 12) h) (13x + 4)(x – 1) |) (4x - 13)(x — 1) ) 
E20) a)x(x*5)y-7) f) 4xy(a + b)? k) 4a( x + 1)(х - 1)( үд 
b) a(5a - 8 )(2b — 3) g) 3ab(k — 9)? ) 7абах +10ах-10) > 
с) x (a + 4)(3 – b) h) 5mx(z - 3) m) 2ax(q3 — m)(q3 - т) 
d) xy^(5 – 2a)(3b + 4) i) 2a(m - 1? n) х“(2ах? + 9by3)(2ax2 - буд 
e) mx?(a + 2)(b + 3) j) 2x(a + 3) о) 10a(x — 1)(x2 + x + 1) | 
E21) а) 5а(х + 2)(х + 4) е) 4ax(x - 4)(x - 13) i) 10(x — 15)(x + 5) 
b) 2a(x + 1)(x + 11) f) x2y(x - 4)(x — 6) j) 4m°(x + 9)(x — 5) 
c) 4mx(x — 4)(x — 7) g) (x - 7)(х + 5)(1 + x) 
d) 5am(x — 3)(х - 13) h) (a + 1)(x + 18)(x — 4) 
E22) а) (2х – 1)(х + 1)(2x?-x+ 1) e) (2k+1)(2k-1)(2k+2)(2k-2) i) (a2+b2- /2 ab) (a^4b?« 2 а) 
b) (x - 3)(2х2 + 3x + 9) 0 xeysz)xy-z)z-x*yz*x-y)  j)(atb+/2ab Ya*b- /2ab) 
c) (x + 2)(x - 1) g) (x + 1) x - 1)(x + 2(x — 2) 


d) (x + 2)(x - 2)(x + 5)(х - 5) h) (a2 + b? + ab)(a? + b? ар) 


um trinómio pode ser fatorado, o outro nao) 


(a): Fazer (2х2)? - (x - 1)2, depois fatorar os trinômios ( 
(x — 3). Transforme então 2x3 em x? + xŠ, ficando 


(b): Note que P(3) = 0, então o trinômio tem um fator 
com x? — 3x2 + x3 + 27, fatore então por agrupamento. 
(c): Como P(1) = 0, tem um fator (x — 1). Transforme -3x em -Xx 
(h), (1), (j): complete até formar diferenças de quadrados. 


e) (x2 + 5)(x + 3)(x — 3) Des B 2e Je А) 
f (4х2 + 5)(x + 2072) j) (2+ 10)(x + 2х-2) 


g) (3x + 4)(3х - 4)(x + 1)(x - 1) 
h) (х2+ 2)(x + 1)(х– 1) 


-2x e use agrupamento. 


E23) a) (4x2 + 9)(x? + 1) 
b) (x2 + 5)(x +/6 1-6 ) 
c) (x — 3)(x + 3)(x2 + 3) 
d) (x + 1)(х – 1)(x + 3)(x — 3) 
ey 6at+b4)(4a2+b?)(2a+b)(2a-b) i) (2a + 3b + 1)(2a + 3b + 5) 
f) 3a5b5(2b — a?)(2b — a) j x-3y- 3) 
g) (х2 + 5)(x2 + 9) 
h) (x - 2y + 1)(x - 2y + 2) 


E24) а)(х-1 \(x-2)(x2+x+1)(x?+2x+4 ) 
b) (x-y *zx-y-2 
c) (x+1)(x-1 )2(X2+x+1 )(хї+х2+1) 
d) (x + 1x - 1) 

i) ay 


e) x(x + 4)(x + 3)(x — 3) 
)6-x+2y)6+x-2 


E25) ау(5х-2у)+4)(5х-2у+2)(5х-2у-2) 
f) (x? + 1)(х + 1x — 1)(х + 9) 


b) (x2 + 9)(x — 4) 


с) (x2 + 6)(x + 6 |x- V6) g) (3x + Sy — 6)(3x + бу + 1) 
d) (x + 4)(x + 3)(x — 3) h) (2x + 7y + 4)(2x + Ty + 6) 
apt 
E26) а) (2+1 Ma) е) (+ 5)(x - 5)(x - 3) ) а-а + DAE = an 
b) 0-1 х-2)0281 63204). N (x+ 4 4) ) arpa + 5- 
c) (x + 2} (x? - 2x + 4) g) (x — 1)(x2 + 4x + 7) 
djx-y)exysy)-2)02«2x4) П) (4y + 5x – 1)(4у – 5x + 1) 
E27) a) 3mx + 5) + 6) в) 2x(x2 + 3x + 5) i) (4k + 9)(3K + 5 “үнд! 
b) ab(c + 1)(с + 5) Maale 7 059 a+ 77 89) | Deere NEU 
0)(у,7 «e 24 Je! e 2 24) g) 4(b + 2)(b? - 2b + 4) 


d) (3y = 7 h) 3z(7z - 4)(4z + 5) 
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E25) 


E29) 


E30) 


E31) 


E32) 


E33) 


Е) 


OBS.: 


E35) 


2) (21+ 3 * z)2x « 3- z) 
b) (52 - 9)(8z + 7) 

c) (a? + 5)(a" - 5) 

d) 3(4m* — 5)(m* + 2) 


a) (x — 1)(x - 2)(x — Зух + 3) 
b) (x? - 2)(x2 - 3) = 
| -A2 pe + +a) 
(+333) 
c) (c 5 fx - 5x 

(x 2Xx-2) 
d) (x? + y2)(x + y)(x - y 


a) [+ 45 Je - 45 [x +3) 
b) (3х + 2)(4y + 5) 
0(52-7)к-аы) (x4/5 —3/7) 
x (23 25--х3/35 +3/49) 


d) (m - 7) 


a) 4xy 

b) xy(1 + 4m2)(1 + 2m)(1 — 2m) 
c) (х-3)(х2+3х+9)(х+1)(х2—х+1) 
d) (2x + 3y)(4x? — 6xy + 9y^) 


a) (5m + 3)(m + 1) 
b) 2(4x + 1)(x + 1) 
c) (13x + 4)(x — 1) 
d) х2(а + 4)(3 — b) 


a) x(x + 1 + 2) 
b) (y + 7)(y + 8) 


с) (k + 10)(k — 9) 
d) (x + 1)(х + 9) 


a) (4a2+b2)(2a+b)(2a-b ) e) 


b) (2x-y*6)(2x-y-6) 


S (zy «1f/2y -1)y-3) 9) 2x-5* y)(2x- 3) 
h) (3x-3y-4)(x-y=1) 


d) (x + 3)(х - 3)(x — 8) 


(g): partir de 4x? — 16x + 15 


a) xyz(x+y+z)(x+y-z) 
b) 8(a-c)(a+b+c) 


c) (x-y+a)(x-y-a) 
d) (x - 1)(x2 + x- 1) 


e) (x — 7)(x + 6) 

f) (x + 4x — 4)(x - 2) 
g) 5x(x — 5y)(x — 6y) 
DINE P Bl 2) й(к+5к+2) 


-түд8х-8)9х-8 
f) (x2+4y*)(x+2y?)(x2y”) 


e) (x-2)V2x+1)V2x-1) 
f) (x — y)(Bz - 3) 


9) (a + 7)(a - 1) 
h)(x-2)(x+2)(x2+2x+4) 


e) (х2 + y — узу + ү“) 
1) Зуїх + Zyx — ZX2x — 1) 
8) Mp Pp cien ё2 Pipa 


2) (x + 1x - 1Yx — 3) 
02-32-43 le +1) 


g) 3(3np — 11my(np + m) 


h) 12b(ab + 5ac? + 35203) 


e) (5ху — 1 
f) (Sk? + За} 
g) (x — 4) 


h) (1 — 3m 


е) (х+у—1)(х?+2ху+у?+х+у+1) 
f) (x + 5)(х + 7) 

g) (m + 3)(m + 5) 

h) (x - 2)(x — 12) 


e) (x? + 2)(х2 + 4)(x + 2)(x — 2) 
f) 4т х + 9)(x — 5) 

g) (z +2)(z 1P 

h) (a? «b а +bº аЬ) 


j) (x + 3x- 3) 


i) (x — 3)(x2 + 3x + 9) 


k) a(a — 5b)(a — 6b) 


) i) 2x(x + 13)(x — 12) 


„ЧГ 4 : 
j) "= 


k) (3x*y-2)(3x-y*2) 
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) 5 +4) 3|х-43|х-6) 


D 2 (9: * 5p 


1) (бт + 1Xôm — 1) 
j) (ex + 3b2y)(ax – 3b°y) 


i) (x + 12)(x—7) 
j) 2x + 7x + 1) 


i) náo fatorável 
j) (x +3)(x — 3)(x + 5) 


m) (x — 2)(2x + 7) 
п) (x - Зу) 
o) (x + 2)(x — 2)(x — 1) 


m) 5a(a — 2b) 


n) xy (xy — 2)(xy + 1) 


o) 3/4у) 


|) (x8+y8)(xt+yt)(x2+y2) 

(x+y)(x-y ) 

i) (x2+8+4x)(x2+8-4x) m) (9x2+4)(3x+2)(3x-2) 
j) (2x+3)(2x-3)(2x+5) п) 2(2x+y)(4x?-2xy+y?) 


k) (х + y (x – 1) 


(2x-y)(4x**2xy*y?) 
o) (x + 3)(x — 3)(2x + 5) 


|) (4x?+1)(2x+1)(2x-1) 
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(х2-2х+4) 
1:36) a) r+3 d) x+3 g) x+9 
x-5 х—4 
p) (:-1) e) X*5 h) x-2 
(x +3) x-3 
c) a+b f) i) х el 
х= (x + 1) 


E37) a) (4x+5)2(5x+1)(80x+37) 
b) -Au"vr(3u*4v^)(2un-3v^) 
c) (x + 1)(x2— 3x + 1) 
d) (x + 3)(2x + 5)(2x - 5) 


a) x2y2(x2 + y2 + xy?) 
b) 2(2x ci l Xx ын 3) 
(x --2)3- x) 
c) 2х+1 
23 
d) (x - 0,4 )(x + 0,2) 


a)x-2y-z 
d) (q + 1)(q + 2) 
OBS.: (b) Para fatorar, 


evidëncia. Usamos a divisao po 


E39) 


E40) a? - да? — a – 16, resto -65 


E41) Resposta: 0. Dividir o polinómio do terceiro grau pelo de segundo, e verific 


(x3 — 6x — 5) = (x? - x - 5) (x + 1). 


E42) (C) E43) (B) 
E45) (A) F46) (D) 
E50) (A) E51) (B) 
E55) (D) E56) (B) 
E60) (A) E61) (C) 


E63) 3. No numerador, fatorar diferenca de cubos d 2001 e 15, colocar 
fatorar diferença de quadrados de 2001 e 1986, colocar 15 em evidência, fin 
que sobraram entre parénteses, resultando em 3 x 2001. No final o denom 


e) (a - 8)(a? * ab * 3b) 

f) (1+x)(1-x)(2x-1)(3x-1) 
0) хзуз(х2у? — x + y) 

h) (3x + 4y + 5)(3x — 4y) 


e) (x*y* f)x-y- 1) 
f) (y + 4)(y - 3)(y + 3)(y - 2) 


2x—1 
2x—3y 
h) (х+1)(х?—х+1 ДХ-1 )(x2+x+1) 


g) 





b x-a 
e) 9a2 + 6a + 4b2 


note que P(a) = 0, entáo podemos dividir P(x) 
linomial considerando x variável, e com a 


E44) (A) fazer a = х" e b = y” e fatorar por evid 


E47) (D) E48) (D) 
E52) (C) E53) (B) 
E57) (A) E58) (E) 
E62) (B) 


em 3. Pode ser feito em outra ordem, chegando ao mesmo resultado. 


E64) (B) EG5) (A) 


E67) 14. E68) (C) 


E66) (A). Fazer P(7) = 0. 


E69) (B) E70) (D) 


OS 


9 ALGEBRI 
j) y “сур 4 А 


К) x+] 


l) 25(2b + D 


i) 2ху(3х + 5y)(2x + y 
j) (1—Х)(1-у)(1-2) 


i) 2(x2 + 4y*)(x + 2y2)(x - 2y3 
j) (xy) (xy) y) 


c) (a + 2)(a + 3) 
por (x — a), e colocar (x - a) em 


fazendo parte dos coeficientes. 


ar que 


ência. 


F49) (D) 


Ал, 06 
1986 em evidênc er 
almente operar iy 
inador simP ifica, E 
с 
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TT M eH + т e T 


4 2 rl: 
ra] ‚ onde cada um dos números 9999....997 e 9999...994, são constituídos 


868 | 4 9999...994 


| / | 
л ( 8171-4109 B ir : m ә . A 
de 2015 algarismos 9. Deseja-se que К seja um número racional. Qual a maior poténcia de 2 


4 А , e ә 
«dice 1 pode assumir: 
que 0 indice í p 


iym (BIG (ОВ (D)4 (E) 


Solução: 


гчч2 Í ) f ( ə : й : 
Toda expressão do tipo 9999999...999, onde o número de algarismos “9” é dado (seja ele л) 
ode ser calculado em função de n, e é fácil deduzir qual é a relação algébrica que se aplica. 


Vejamos alguns exemplos: 

9210! — ] 

90 = [02 - 1 

999 = 10? - 1 

Se temos n algarismos "9", entáo o número 99999..999 ë igual a 10" — 1 


Outros números similares podem ser deduzidos facilmente, como: 


11111....111 (n algarismos “1”) = (10% - 1)/9 
77777....777 (n algarismos "7") = 7х(10" — 1/9 


O mesmo princípio serve para determinar 2222..222, 3333.333, 4444...444, etc. 
Ë bom conhecer essas relações durante o estudo, e não apenas na hora da prova. 


O problema envolve dois nümeros parecidos, que podem ser facilmente deduzidos: 


999....997 = 999....999 — 2, se o primeiro número tem 2015 algarismos 9, o segundo tem 2016. 
999....994 = 999....999 — 5, se o primeiro nümero tem 2015 algarismos 9, o segundo tem 2016. 


Portanto podemos escrever a expressão dada pelo problema usando: 


9999,..997 = 102016 _ | _ 9 102016 _ 3 
2999...994 102016 _ 1 _ 5 102016 _ 6 


A expressão de k fica então: 


Numerador: (102016 _ 3)2- 9 
denominador: (10216 _ 6) 


Р, ar » . ô 
“a agilizar os cálculos, chamemos 102016 de x. Ficamos com: 


А (К-2)9— 9 х2 6x +9 _ 9=x2 6x 
NAM = 6) 
A ) = (€ - 6xy(x — б) IX 


Oy 
$ Bor k é esta fração elevada ao cubo: 
X? м (102016)3 = [006048 
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262 О ALGEBRIST, 
A raiz iésima i/kserá um número racional quando o expoente 6048 for um mú 


_ ltiplo as. 
sendo que i ë uma potëncia de 2, segundo as instruções do problema. Portanto PO de 
6048, o que resultará em: 2º x 189, (basta determinar os fatores 2), portanto a maior pota, 
de 2 que é divisor de 6048 é 2? - 32. d 


Resposta: (À) 
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MC e MDC 





Problemas sobre MMC e MDC 


Este é um capítulo bem pequeno. Na maioria dos livros de álgebra, o capítulo sobre MMC e 
MDC é também pequeno ou inexistente. Normalmente este assunto fica incluído no capítulo 
sobre fatoração. Também nas provas de concursos, praticamente não existem questões do tipo 
“calcule o MDC entre ....". O primeiro motivo é que para calcular o MMC e o MDC entre 
expressões algébricas, é preciso primeiro fatorar as expressões, e aí já está a maior parte do 
conhecimento necessário. A parte restante é uma rápida verificação de expoentes, muito fácil. 


O segundo motivo é que o cálculo MMC, usado para reduzir frações ao mesmo denominador, 
bem como o MDC, usando nas simplificações, nada mais são que etapas intermediárias de 
questões mais trabalhosas, que são as operações com frações algébricas. Essas questões sim, 
exigem muitas etapas, inclusive o MDC e o MMC, são bastante comuns em todas as provas de 
concursos, usadas em resolução de expressões algébricas complexas, equações e inequações. 


O MDC e o MMC são ferramentas importantíssimas em questões envolvendo equações 
fracionárias e frações algébricas em geral. Para não dar ao aluno a ideia de importância 
reduzida deste assunto, optamos por destacar sua importância dedicando-lhes este capitulo 
exclusivo, mesmo com um número reduzido de páginas, e também de exercicios. Não existem 
mais questões do tipo “calcule o MMC ou o MDC” em provas, já que essas são etapas 
corriqueiras de outras questões mais complexas. Por isso o número de exercicios é reduzido, 
inclusive fizemos uso de questões de provas antigas. Seria um erro não estudar o assunto pelo 
fato das provas atuais não apresentarem questões exclusivas. Sem resolver a questões de 
provas antigas, o entendimento do assunto ficaria prejudicado. 


Fatores numéricos e algébricos 


Na aritmética, é usual calcular o MMC (mínimo múltiplo comum) e o MDC (máximo divisor 
comum) entre números naturais ou inteiros, com aplicações em diversos tipos de problemas. 
Por exemplo, para somar ou subtrair frações com denominadores diferentes, precisamos 
reduzir todas elas ao mesmo denominador, que é o MMC entre os denominadores das frações 
Originais. O mesmo ocorre com frações algébricas (capítulo 7), que são aquelas que possuem 
expressões algébricas nos denominadores. Por exemplo: 


Assim como ocorre na aritmética, temos que reduzir todas as frações ao mesmo denominador 


” . x” е . 
(OBS. É errado dizer “mesmo denominador comum”, o correto é dizer “mesmo 
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364 зз е OA 
denominador”, ou a um “denominador comum”, já que as palavras Mesmo” a па IST 
o mesmo significado). A forma mais simples para fazer isso é usar como denomina Mun” lim 
o MMC entre os denominadores. Isto requer que OS denominadores sejam fatorados. От 













1° denominador = (x - 1) 
2º denominador = (x + 1) 
32 denominador = (x2 - 1) = (x + 1)(x - 1) 


O MMC é o produto dos fatores comuns e não comuns, elevados aos maiores expoeni 
caso, este MMC é (x + 1).(x - 1). № 
Para que as três frações fiquem com denominador (x + 1).(х — 1), é preciso multipli 
numeradores e denominador das frações por: P 
1* fração: multiplicar por (x + 1) 

2% fração: multiplicar por (x - 1) 

3º fração: multiplicar por 1 


Com tais multiplicações, todos os denominadores ficarão iguais a x^ — 1 


Ficamos então com: 


2x(x+1) 4(x-1) _ l 2x +2x+4x-4-1| 2х +6х-5 
х? –] x -l х-1 x – 1 х? – 1 


Dificilmente aparecerá em uma prova de concurso, uma questão do tipo “calcule о MDC 
entre...”, mas aparecerão questões mais complexas que exigirão, entre as etapas da resolução, 
o cálculo do MMC ou do MDC. 


Recordando o MDC e o MMC de números naturais 


Vamos recordar rapidamente como calcular o MDC e o MMC de números naturais Na 
aritmética, o método mais usado para calcular o MDC é armar um dispositivo com uma barri 
vertical, e são feitas divisões pelos números primos: 2, 3, 5... 


Exemplo: Calcule o MDC entre os números 8, 12 e 20 


O método para calcular o MMC é parecido. A diferença é que no caso do MDG 
divisão apenas quando todos os números são múltiplos do referido número, como zu e d 
acima. No caso do MMC, fazemos a divisáo quando pelo menos um dos números Р quê | 
dividido. Os que nào permitem a divisáo sáo simplesmente repetidos. Os fatores P elo 1 
dividimos, no lado direito da barra vertical, sào os nümeros а | 

паб 


den” Wai 
or 2р0 : 


| | I e 
Na álgebra, este método nào ë usado, e 
como ocorre com os números primos | 


tanto рага nümeros naturais quanto p 


| 2 А ser 
pois os fatores algébricos náo podem ue 
Ao invés disso, usamos um outro método: š 


ara expressões algébricas: 
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C o Divisor Comum 265 

К fatorar O roduto dos fatores comuns elevados 

b) calcular 0 P 75 menores expoentes 
c = Mínimo Múltiplo Comum 


Fatorar 08 números 


b) Calcular O produto dos fatores comuns e nào comuns elevados aos maiores expoente 
S 


Vejamos como aplicar o método para encontrar o MDC entre os números 8, 12 e 90: 


[ ros 
a) мөн № nume 


93 
12 = 22,3 
90 = 22.5 


b) Calcular o produto dos fatores comuns elevados os menores expoentes 


O único fator comum é 2. Os expoentes são 3, 2 e 2, o menor deles ë 2. Então: 


MDC(8, 12, 20) = 92 = 4 


No próximo item veremos como usar este método para calcular o MDC e o MMC entre 
expressões algébricas. 


MDC e o MMC de expressões algébricas 


Vamos aplicar o mesmo método para encontrar o MDC e o MMC entre as expressões 
algébricas x2 — 3x + 9 e x2 — 7x + 10 
2 
"ES = (x - 1)(x - 2) 
X -Ix*10- (x - 2)(x — 5) 
DC: Fatores comuns elevados aos menores expoentes = (x- 2) 
: Lodos os fatores, elevados aos maiores expoentes= (х – 1)(x - 2)(x — 5) 


O es 
Í culo do MDC e o MMC de monómios é bastante simples, 
atorada, ñ 


pois a parte literal j& está 
cando apenas faltando fatorar os coeficientes numéricos: | 
Exem 


Fator Plo: Calcule o MMC e o MDC entre 4a2b3c^, 12xatb? e 20 a4b5x? 
ando os coeficientes, ficamos com: 
дыз 
2548,5,0 
Do. 
5222219 
MMC = 324 b i = 4a2b2 
25.a b?.c* x2 = 60a^4b5c4x2 
di, па 


ial ч y “ado по MDC, nem no MMC de expressões algébricas. Se o polinômio x2y3 é 


Ars É tanto nào levamos em conta o 
› por exemplo, O polinómio -x^y? também é, por 


E | 
| cios 
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E1) Calcule o MDC e o MMC entre: ———là 


a) 32х2у23 е 24w2x4z2 f) 34m?n? e 85m?n?p? k) 30x*y5, 20x2y e 177 
b) 75x2y?z e -15ху22 g) 12xy? e 18x2yz |) 60x?y? e 35х23 

c) 48ab?c e 28a?b?c? h) -25ab?c? e 15a*b** m) 14a?b?, 20a?b?c e 354112 
d) 120m?n*p* e 30m?n?p i) 320k?jh? e 128k*h* n) 32m?n?, 8m?n e 56m, | 
e) 72abc? e 84a2b2c j) 99p?x?y e 132npq о) 12a?bx, 5a'bxy e 30 aya 


Expressões algébricas não necessariamente são polinomiais. Por exemplo, 2: "sap | 
. = е Uma 


expressão algébrica não racional. Nesse caso, para efeitos de MMC e MDC, tanto 2: 

Jx —1 são considerados fatores. Ocorre que as expressões polinomiais são as mais con 
prática. Um polinómio em x pode ser sempre desmembrado como um produto de "wc 
do primeiro grau e trinómios do segundo grau, nas formas (exemplo: (2x + 5), (x? - 4x + Їр 
Cada um desses termos binomiais ou trinomiais pode ter seus próprios expoentes. Uma y» 
fatorados completamente, podemos usar a regra já apresentada para determinar o ММС de 


MDC. 
Exemplo: Determine o MDC entre (x^ — 2x2 + 1) e (x? — 3x + 2)? 


Os dois polinómios devem ser inicialmente fatorados. De acordo com o que vimos no capítulo 


J: 


х# — 2x? + 1 = (х2 - 1)? = fx + Dx - 1)J2 = (x + A - 1) 
(х2 — Зх + 2)? = (х - 1)(x - 2)? = (x - 1)2.(x - 2)° 


O fator comum é (x – 1), e o menor expoente é 2. Logo, о MDC é (x - 1)2. 


O MMC usa todos os fatores, com os maiores expoentes. Logo, o MMC vale: 
(x * 1) (х - 1) (x – 2)? 


Ё de praxe deixar о MDC e o MMC indicado na forma fatorada, sem realizar 0 
desenvolvimento, pois muitas vezes serão feitas simplificações posteriores (corta-corta). 


Exercícios 
E2) Calcular o MDC e o MMC entre: 
a) (x? — x — 12) e (x? + 6x + 9) f) (x? — y?) e (х? + y?) к) (х5 - x1 -x2 + 1) e 6 - 2x * f) 
b) 52-15х + 50) e (х2-6х+5) — 0)00-у)6(х-у) |) x* - 53x? + 196 e x? - 49 
c) (x + 1) e (x - 3) h) (x? + y?) e (x? - y?) т) xt 20 + xà - 4x +40 (0-2 
d) (x? + 2x + 1) e (x + 1) i) (x? — 6x + 8) e (x? — 12x) п) 4x - x & 2x- 1e 4 - 1 
e) 512 — 4) e 3(х2 + 10x + 16) j) (2-4) e (x? - 5x + 6) 0)22-3242627-1 
E3) Calcular o MDC e o MMC entre: 
a) (atx — 222 + 2ax — 4a + x — 2) e f) (x2 — x — 20) e (25 - X°) 
(xy? – у? + 2xy - 2y* + x - y) 
b) (322 + 24а + 45) e (4 + 4a* — 5a") g) (X? + 3x — 28) e (x2 + 5x 36) 
c) (х?у? + 1),(х2у2-х) e (х?у? + 2x^y* + ху) h) (x2 + 10x + 9) e (x? + 15x + 54) 
d) (х + xy), (x2 - уд), (х2 + 2xy + y") e(ax-x-y*ay) 1) (2-16) e 62 7 x — 12) 
e) (212 + 5x — 12) e (4xº + 16x* — 9x — 36) j) (x? — 5x) e (x? — 9x) 


MDC e simplificacáo de fracóes algébricas 


Uma importante aplicação do MDC é a simplificação de frações algébri 
como fazemos com números na aritmética, usamos na álgebra a fatoraçã 
denominador de frações algébricas, para cancelar os termos iguais 


fo 
sma 
cas. Da тё, 


o do numer [3001 6 
по numé 
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Jenominador. O produto dos termos cancelados ë exatamente o MDC entre o numerador e 
4) denominador. 


AN ~. 18a?b*xy?z 
Exemplo: Simplifique a fração — — — 
Sa b ex” y 
Os coeficientes numéricos podem ser simplificados por 2, sendo reduzidos respectivamente a 9 
e 4. Os termos literais c e z náo permitem simplificacio. Os termos em a podem ser 


simplificados por a?, os termos em b por b? (b será totalmente cancelado), os termos em x 


permitem simplificação por x, e os termos em Y permitem simplificação por Y. Ficaremos então 
com: 


9yz 
Дасх” 


Repetindo podemos representar todos os fatores de forma que aparegam tanto no numerador 
quanto no denominador, os termos comuns que seráo cancelados: 


]8a2b2xy2z _ 2.9.a?.b?.x.y.y.z _ 2.9.8%.b%.x.y.y.z _ дут. 
8a3b2cx3y 2.4.a2.a.b2.c.x.x2.y 2 4.7. a.b?.cxx2y dacx* 


O produto dos termos que foram cancelados, 2.a%b*x.y, é exatamente o MDC entre 
numerador e denominador, ou seja, o produto dos fatores comuns elevados aos menores 
expoentes. 











Exercícios 
EA) Simplifique as frações algébricas 
2.3 12 4 
a) 6x y е) Dix Тэн | 
4ах? у 72x? y? x! +1 
b) 12abc? f х" — | j) а-а – 72 
15bxy x! 43x42 a^ —10a +9 
©) 24m' p? с) х! – у! 
12т?р x — y! 
y xy n X +5x+6 
15а х” x!-x-2 


MMC e reducáo ao mesmo denominador 
A Principal aplicação do MMC de expressões algébricas é reduzir frações algébricas ao 
Mesmo denominador, para que seja possível fazer adição ou subtração dessas frações. O 
Princípio é o mesmo usado na aritmética, para frações numéricas. 


Exemplo: Calcule . *-3 _XA+3 — 
[nisi x!'—5x46 x*-3x+2 
¡cialmente devemos fatorar completamente os numeradores e denominadores das frações: 


+ x+5 
Х-2Дх-3) (х-1Хх-2) 


w... 
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Арога шта еќара que muitos esquecem, e acabam ficando com expressões mais fi j 
l. 


a simplificação. Na primeira fração, o termo (x - 3) pode ser cancelado, no numer, Ж 
denominador, resultando em uma expressáo mais simples, de cálculo menos trabalhos 17 


| x+5 


— Y ——I ÉYAP— r" 


(x-2) (5-1Хх-2) 


O MMC entre os denominadores ë (x — 1)(x - 2). Para reduzir ambas as frações an mesm 
| =. : i ñ é a VM 
denominador, devemos multiplicar ambos os temos da primeira fração poi (x - lea segunda 


fração não precisa ser modificada: 


Ix(x-1) x+5 


(х-2)х(х-1) + (x-1Xx- 2) 
Ficamos então com: 


x-1 x+5 x-l+x+5 2x +4 


(x-2Yx-1) (x-1Xx-2) (x-1Yx-2) (x -1Xx - 2) 


Eventualmente neste momento pode ainda ser feita uma simplificagáo, mas náo ë o caso, pos 
o numerador é igual a 2(x + 2), que não tem fator comum com o denominador que permita 


cancelamento. 























Exercícios 
E5) Reduza ao mesmo denominador e adicione as fracoes algébricas 
a+b 3a A 3 Эх 3x -4 
) Е е) рна i) —  +—— 
2 7 x+] x+4 r-2x-15 х-1х41 
2(y — | 3х-2 
p 4,2041) TE 2х+5 ү Т. 
2х 5 Х- х? +7х+12 x +9?x+4 
j-2- vete g) 2 E que 
x+] x-1 Х-4 х-2 
d) 3x А 4х h) бх-4 7-2x 
x+4 x+5 4x+3 4х-3 


Casos especiais 


Alguns casos especiais devem ser lembrados, semelhantes aos que ocorrem na аг! 
fórmulas que facilitam o cálculo do MDC e do MMC. 


` 0 
ética Si 


1) O produto de dois números é igual ao produto do seu MMC pelo sem MDC. 


Exemplo: 

Sejam os números 6 e 10, 

Seu MDC € 2, seu MMC е 30, 
бх 10*2x 30 


A fórmula geral desta propriedade б; A x B = MMC(A, B) x MDC(A, B) 
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4 mesma fórmula é válida para expressões algébricas. 


A demonstração desta fórmula ë fácil. O MDC ë o produto dos fatores comuns, elevado aos 
menores expoentes. O MMC é o produto dos fatores comuns e não comuns, elevados aos 
maiores expoentes. Quanto multiplicamos o MDC pelo MMC, estamos multiplicando todos os 
Fatores de À e de B, que é o mesmo que obtemos quando multiplicamos A e B. 


lo: 
Seam Р(х) = (x - lx - 2 


Qix) = (x - 1)(х-3) 
MDC = (x - 1), MMC = (x - 1)(x - 2)(x - 3) 


Entáo 
P(x).Ofx) = (x — 1)(x - 2) x (x - 1)(x - 3) = (x - 1) x (x - 1)(x — 2)(x - 3) = MDC x MMC 


2) Quando dois números náo tém fatores primos comuns, seu MDC é 1 e seu MMC é o seu 
produto. O mesmo vale para expressões algébricas. 


Exemplo: 
Sejam Р(х) = (x – 1)(х + 1) 
Q(x) = (x + 2)(x + 3) 


MDC = 1, MMC = (x + 1)(x - 1)(x + 2)(x + 3) 


3) Quando os dois números considerados são tais que o maior é múltiplo do menor, entáo o 
MDC é o menor deles, e o MMC é o maior deles. O mesmo vale para expressões algébricas. 


Exemplo: 
Sejam os números 10 e 30. 
MDC = 10, MMC = 30 


Exemplo: 
Sejam Р(х) = (x + 1) 
Q(x) = (x + 1)(x * 2) 


MDC = (x + l) 
MMC = (x + 1)(x + 2) 


ao final. Como já vimos um capítulo extenso sobre 
nhecimentos necessários de MDC e MMC. Muito 
bre frações algébricas. Por hora vamos aos 


A parte teórica deste capítulo chega aqui 
fatoração, ficou fácil completar com os co 
mais será aplicado no capítulo 7, que trata so 
exercícios de revisão. 


Exercícios de revisão 


E6) Encontre o MDC entre as expressões: 
a) 42ax2 e 60a2x 
b) 35a?b? e 49ab? 


f) x2 - 9x + 18 e x? - 10x + 24 
g) х3 + Зх2уе xŠ + 27y? 


| 
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C) 54a?b? e 56a3b3 
d)x-1ex?*2x-3 
е) х2 + 5x 6e x? + 4х + 3 


E7) Encontre o MDC entre as expressões: 


a) аз + ад + a? — х2 

b) a? — 4b? e a? + 2ab 

c) X2 + xy — 2y2 e x2 + 5xy + 6y? 
d) x? + 7xy + 12y2 e x2 + 3xy — 4y? 
e) х? — 8y3 e x? + 2xy + 4y? 


E8) Encontre o MMC entre as expressões: 






O ALGE 
h) х2 + 3xe x?-9 "BRI y. 


)2a + х? ө 887 + 1 
j) (x + y)? e x° - y? 


fx3-2x* -X 20 X? - 4x 4 4 
g)1-5a*6a?e1- 7а + 129? 
h) x - 8xy * Ту? e x? - 3xy - 28y? 
i) Ba? + b? e 4a? + 4ab + b? 

j) x? -(y- 2) e (x + yp -z 


a) 9xy? e 6x2y f)a?*4a*4ea?*5a*6 
b) 62?b? e 15а26* 9) с2+с- 20 с2-с- 30 
c)a?ea? +a h) y? - 10y + 24 e y? + y - 20 


d)x2-1ex2-x 
e) x? + 2x e (x + 2)? 


E9) Encontre o MMC entre as expressões: 


a) x? + 2x - 35 e x? - 11x + 30 

b) х2 64; х3 – 64ех +8 

с) a? – 02; (a + b)? e (a – by? 

d) 4ab(a + b)? e 2a?(a? – b?) 

e) y? + Ty + 12; y? + 6y + 8 e y? + 5y + 6 


i) b? + b - 42 e b? - 11b + 30 
j) x?-1ex?+x 


) x2- 1; х + х2+х+1 exi -x +х- 1 
9)1-x)1-x e1+x 

h) x3— 27; x? + 2x — 150 x° + 5x 

i) (a*b?-c5(atb*cjea*b-c 
j) x? - (a + b)x + ab e x? - (a + c)x + ac 


E10) Reduza as frações algébricas ao mesmo denominador, efetue e simplifique. 









































2 2 | ‚ 822742 
а) x— y + — в) x4.2- E ) 1-24! -——— 
x= у x—3 a-l 
— .. 20-1 
b) x+y- 2xy )2 3.0944 j) а +2a-5- 5r 
x+y х-2 Заг + 
c) 3 — 2 — 2 g) 21231424 
x+ y x 
2, ,2 - 
Da h) 2a —14, 2528 
а-х а- 
Е11) Efetue e simplifique 
— = - 2 
y 204 Zambre ade TERN 
4 3 12 xa x'-a 
py Ly 1 y +b 2049 
x+3 х-2 4a? — b2 2a —b 
| | 
С) - y ЭНИН ЖИЕ" 
x-8 х+2 9-4! 3+а 3-4 
0.2. ТЕР ИТЕ ГЕ 
x+] x-| a-b a+b a-b 
82:25:45 ) 2 2 5x 
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E12) Efetue e simplifique 
3 3-х 3+x l5x—1 7 1 1 4х 
1-3х 1+3x 1-9% 2x+1 2х-1 42-1 
TUNES 








a a+3 а-! g) 2 














TE ^_^. py ja 2 2 

х-1 x ха 1-а 1-а 1+а 

q + PL L cm M j 1 8» , 1 

x+2 х-3 x -x-6 х+4у x -l6y х-4у 
l 2 1 д 3 2 3 

ар 217 127 Эс.3 al do 

х(х-1) x —1 х(х41) 2x-3 2x43 4х —9 


E13) Se o MDC entre Р(х) e Q(x) é 1, quanto vale o MMC entre Р(х) e Q(x) ? 


El4) Se o MDC entre os polinômios P(x) e O(x) é M(x), quanto vale o MDC entre os 
polinómios P(x).R(x) e O(x).R(x) ? 


E15) Em se tratando de números inteiros, se o MDC entre A e B vale M, quanto é o MDC 
entre A e A + B? 


2 





2 
E16) 2» , 3x 3х 2 


х+у у-х y -x 


E17) Efetuando С ab+ac , obtém-se: 


2c-2b с-8 


a 2а (o 24. (ру mL 
(A) 6-0) (B) p rem c—b 














a 


E18) A fração a b pode ser escrita como: 
a 
1+ — 
р 


(4) 1-а (ву 2-а (01 (р) 
I+) b+a d 





© 
S. | = 


E19) Efetue e simplifique 





x-y (ХУУ 


2 
è 0 1 1 EM Z cm = — 
E20) Efetue e simplifique 7352 54x х2 —-9x 


ї | 
in LE... 
— M .... a 


Scanned by CamScanner 


272 — 
| 

А л 

| | х+2 


——— 
- ma pasm 
— тлт = 


(С) х (D) 


l 
Bi 24 
| Дене 


LL (E) 
х-9 


E21) Sex = 1 então calcule | odl 


+ 








l 
I+— 
1+: 
x 
ty” 
E22) Simplifique a expressão —— 
x ty 
Lt 
E23) Simplifique a expressão P 4 
| 
р q 
F24) x+1 x-1 _ 4х "I. + | 
2x-2 2x+2 х-| xy -l 
E25) х-1 ít! х + 1 
x+l x-1 х7-1 
2 
E26) a + ab b 


! 
E27) 1— x + x° ET 





(a+b) (a+b) 





* 
+ 


a+b 


+ 


x-9 


ан O 


v +O 





O ALGEBR 5) | 


CONTINUA NO VOLUME 2: 34 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 


E2) 


a) MDC= 8x2z2 MMC= 96x'yz^w? f mn, 170mn!p? k) 5x2y!, 300x!y' 

b) 15xyz, 75x?y?z? 0) бху, 36x2y2z 1) 5x, 420y 2 

c) 4ab*c, 336a2b2c3 h) 5ab?c?, 150a!b!c! m) ab?, 14087076” 

d) 30m?n2p, 120m*n'p5 i) 64k?h2, 640К71) n) 8m'n, 224m'n' 

e) 12abc, 504a?b/c? j) 33p, 396p2nqx2y o) a!bx, 60a'b/x^y 

a) (x +3), (x- 4) 3p D (+ y), (к + зух = y) TEA 


b) (x - 5), (x - 1)(x - 5)(x - 10) 
c) 1, (x - 1)(x - 3) 

d) (x + 1), (x + 1) 

e) (x + 2), 15(x - 2)(x + 2)(x + 8) 
a) 1, (x - 2(a - 1)2 (х - уђу + 1 
b) 1, (3a? + 24a + 45). (at + 4a? - 5a?) 
c) ху(х2у? — 1)(x3y3 + 1) 

d) x(x + yx - y)(a - 1) 

e) (2x - 3)(х + 4), (4x? — 9)(x + 4) 


9) (x - y), x- yx - yy 
h) 1, (xt - y!) 

i) 1, x(2 - 6x + 8).(x - 12) 
) 1, (x? - 4x - 5x + 6) 


j) x, x(x ~ 5)(x = 9) 


) (e - 49) (6-595 2 

2 (x - 2). (*- 2j jo 
n) (2x+1), pM ya? 
o) (2=  (2- €^ 

f) (x 5), (x + 4)(25 - x) 

g) (x = 4), (x + 7)(x + 9)(x = 4) 
h) (x + 9), (x + 1)(х + 9)(x + 6) 
i) (x - 4), (x + 4)(x - 4)(x t 3) 
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5x? +22х+19 
(x -3Xx 4 4Xx +5) 


? 2 
аг x+2 
е 7х+4 
- 13a+7b d Tx +19х 9) 
P )—4 (x + 4Xx +5) х? -4 
y 2-2 в) ox p 16x^ - 12x +33 
5ху (x+1Xx+4) 16x? -9 
8x —4 x ) 
Š = x] 5х? +8x- 





Еб) а) бах, 420a2x? 
b) 7ab?, 245a?b? 
c) 24202, 1512a?b? 
d)(x- 1), (x + 1)(x - 1)(x + 3) 


E) a)(a*x) aXa2 х2) 
b) (a + 2b), a(a? — 4b?) 
c) (x+2y), (x+2y), (x+3y), (x-y) 
d) (x + 4y), (x+3y)(x+4y)(x-y) 


EB) a)3y, 18x2y3 
b) 34253, 30:43) 
c) a, аз + аг 
d)(x - 1), x(x2 — 1) 
Eg 
| 8-5) (х+ T)x - 5)x — 6) 
b) 1, (2. 64)(x3 — 64) 
: 1, (a + да - b? 
) Za(a + b),4a?b(a2 — b2)(a + b) 
E10) : 
ry 
X= y 
132 
X + y 
0) Ly 
X + y 
d) — 2ax 


хэ 
A= у 


h. 


26 


(х—5)\х—2)(х +3) 


e) (x + 3), (x + 1)(x + 2)(x + 3) 
f) (x - б), (x — 3)(x — 4)(x — 6) 
g) (x + Зу), хх? + 27y*) 

h) (x + 3), x(x2 — 9) 


e) (х2 + 2xy + 4y2), (х? – бу) 

f) (x — 1), (2- 1)(x - 2? 

g) (1—3a), (1-2a)(1-3a)(14a) 

h) (x — 7y), (x - y)(x — 7y)(x - 4y) 


e) (x + 2), x(x + 2)? 

f) (a + 2), (a + 3)(a + 2)? 

g) (c + 5), (c — 4)(c + 5)(c — б) 
h) (y - 4), (y - 4)(y + 5)(y – 6) 


e) 1, (у+1)(у+2)(у+3)(у+4) 

f) 1, (2 + 1)(x° — 1) 

g) 1, (1 + х)(1– x)(1 + x + x°) 
h) 1, x(x + 5)(xº — 27) 


e) -Х-2 





х-3 
х-2 
3 20 
a) x +x —2x+] 
x+2 
2a? —1lla+6 


h) 
a-3 


|) (2a + 1), x3(8a3 + 1) 
j) (x + y), (x + yo — у?) 


i) (2a + b), (Ba? + b3)(2a + b) 


j) (x + y - 2), 
(x* y -z)(x-y * Z(x +y +z) 


i) (b — 6), (b - 6)(b + 7)(b — 5) 
j) (x + 1), x(x? - 1) 


)1,(a+b+c)(a+b- c) 
j) (x - a), (x - a)(x — b)(x — c) 


Ü —2a +a +2а+1 
a-l 

"За! +6a° — 4a? —4 

) За? +1 





& 
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E12) 


а-45-4с 
6 
2х +1 
(х-21х- 3) 


3x16 


(x -8 Xx + 2) 


a) 


b) 


c) 





a) xt. 
1-9х: 


b) Ха” + 4а + 1) 


ala + Ma +3) 


: 2 
0) x —x +x-+] 


d) 21 -7) 
(x +2 Xx - 3) 


E13) P(x).Q(x) 


El6) бх + xy + ° 


y — x° 


E19) 2 + 3y 


F22) 


X — y? 





ху 





x(x? — | | 

















El4) M(x).R(x) 

E17) (A) 

E20) (A) 

E23) Pd 
p*q 


E26) 1 














i) b Б Sh 
AS y 
а — b: 
p 
X" d 
i) 2 
x+4y f 
j) I - 
4x*-9 
E15) M 
E18) (B) 
E21) 5/3 
E24 1 
2(; : -1) 
Е27) | 
l+ x 
! 
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Capítulo rá 
Frações algébricas 











Obrigatório para concursos 


Questões de álgebra muitas vezes recaem em frações algébricas. Em uma prova de 20 
questões, incluindo aritmética, álgebra e geometria, tipicamente um grande número delas 
requerem conhecimentos de frações algébricas. Ë preciso usar nessas questões, conceitos de: 


° Produtos notáveis 
° Fatoraçao 
° MMCeMDC 


e Operações com expressões algébricas 


Por exemplo, uma questão sobre equações ou inequações, tipicamente recairá em uma fração 
algébrica. 


Exemplo: Colégio Naval 2013 


2 

Considere, no conjunto dos números reais, a desigualdade 2x —28x +98 шэн 28 > 0. À soma dos 
x- 

valores inteiros do conjunto solução desta desigualdade, que são menores que 81/4, é: 


(А) 172 (В) 170 (C)169 (D)165 (E) 157 


Esta questão não pode ser ainda resolvida neste capítulo, pois requer conhecimentos sobre 
inequações do segundo grau. Observe que a referida inequação tem a forma de uma fração 


Bébrica. Sem bons conhecimentos sobre frações algébricas, o aluno não conseguirá resolver a 
Nequação. 


Também as questões de geometria costumam recair em cálculos algébricos envolvendo o 


Número д e radicais. Sem habilidade na manipulação algébrica, uma prova de matemática 
Pode ser colocada a perder. 


Nesta Parte inicial da álgebra, o capítulo sobre frações algébricas costuma ser o mais difícil, 
Pois usa muitos conceitos anteriores. Neste livro fizemos questão de facilitar este trabalho, com 
т Presentacáo prévia de fracóes algébricas nos capítulos anteriores. Dessa forma o assunto fica 
acilitado pela sua introdução prévia, ou seja, praticamente todos os conceitos necessários já 
oram apresentados, ficando faltando somente a sua consolidação. 
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Simplificaçáo de fracóes algébricas 


Em geral questões que envolvem frações algébricas requerem а execução j 
M . 2 - > Ї d G 
matemáticas, como simplificação, adição, subtração, multiplicação e divisão, pera 


P 
i 


Devemos simplificar as frações algébricas sempre que possível, caso contrário pode 

em expressões algebricamente complicadas, o que aumenta a chance de erro nas , Tenge, 
~ = z PER р me 

simplificação de uma fração algébrica, já abordada rapidamente no capítulo 6 "t À 

fatorar numerador e denominador, e a seguir “cancelar” os termos iguais, ‚ ишш, 


х? +7х +12 


Exemplo: Simplifique 
x^ +8x+15 


Devemos fatorar numerador е denominador, e procurar termos iguais para cancelar Os de 
trinómios podem ser facilmente fatorados: м 


х2-7х-12 (x43Xx 4) 
х? +8x+15 (х43Хх-5) 


Cancelamos no numerador e denominador o termo comum (x + 3), ficando com: 


x+4 
x+5 





4х? —4x+1 


Exemplo: Simplifique a fração algébrica 
2x! +3x-2 
ominador, trinômios do segundo grau. É preciso fator 


A fração tem como numerador e den 
A dificuldade na questão é que tratam-se de trinômios 


las, para então cancelar fatores iguais. 


do segundo grau com al. 


O numerador é um quadrado perfeito, náo apresenta dificuldade: (2x - 1)? О denominador é 


um trinômio do segundo grau com aZ1. No capítulo 5 foi mo 
гта ax? + bx + c: desmembrar o termo em x em dois termos cujé 


strada uma técnica para fator 
soma $} 


trinômios da fo 
(3) e cujo produto seja a.c (-4): 


Soma = 3; Produto = -4 Y 4 e - 1. O trinómio é então escrito como: 
2x? + 4x - x — 2 = 2x(x + 2) - (x + 2) = (x + 2)(2x - 1) 
A fração é então escrita como: 
(2x -1 Y 
(х+2)(2х-1) 


O termo (2x - 1) pode ser cancelado, e ficamos com 


(2x -1) 


— — — — -* 


(x +2) 
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Um erro clássico 

Ao chegar até este ponto no livro, obviamente VOCÉ nào comete este erro. mas eventualmente 
alguns alunos cometem um erro muito comum ao estudarem frações algébricas” 

(x + 6) 

(x + 2) 


Esta fração algébrica não pode ser simplificada, pois os fatores (x + 6) e (x + 2) são primos 
entre si. Entretanto muitos alunos “perdidos” em álgebra não resistem à tentação de simplificar 
o x nesta expressão: | 


Erro comum: Simplificar 


Quando um aluno faz isso significa que ele náo sabe porque está cancelando os termos. 
2 « . . PR = 
Provavelmente pensa que é para “cortar os iguais”. Não é nada disso. O correto é “cortar os 


. . D ay a 
fatores iguais”, e náo “cortar qualquer coisa que seja igual”. O procedimento de cortar fatores 
iguais é conseqiiéncia de uma importante propriedade da divisáo: 


“O resultado de uma divisáo exata náo se altera quando multiplicamos, ou dividimos o 
dividendo e o divisor pelo mesmo valor”. 


Como uma fração nada mais é que uma divisão, esta propriedade é válida também para 
frações: 


“O valor de uma fração não se altera quando multiplicamos (ou dividimos) o numerador e o 
denominador pelo mesmo valor.” 


500 


: | Р 5 ЭР?” 
Ё por isso que, por exemplo, ë o mesmo que —. Quando dividimos o numerador e o 
1 


denominador da fracáo 300 , por 100, o resultado é exatamente 5. 
100 


Já a eliminação do х na fração algébrica (x +6) não é uma simplificação válida, pois x não é 
| х2 


um fator, ou seja, um valor que está multiplicado pelo restante da expressáo. 
Esta falha conceitual leva alguns alunos a erros ainda mais absurdos: 


s + le Midas 
a) = > "corta a com a, b com b, ficando com --, е sabemos que mais dividido por 
8-1 2 


menos dá “menos”, Resposta: – (ERRADO !!!) 


b) Sen(x) = ¿NX 6" (ERRADO !!!). O talentoso aluno cortou ) com ), (com (, scoms e x 
cos(x) cosx co 
Com x... 


Infelizmente O sistema de educação brasileiro forma alguns alunos com essas deficiências. 
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Para simplificar fr 


A simplificação de frações algébric: 
frações numéricas com numerador e t 


acóes com monómios 
18 com monómios € muito parecida com Q sim 


| lilie 
lenominador fatorados, | Кай, 


. 
« 


Э 
Exemplo: l'atore 120 
150 


Na aritmética, fatoramos totalmente o numerador e о denominador, depois passamos 
1 


cancelar fatores ipuals: 


720 2'x3'x5 


Coe — 


450 2x3 xS? 


Os fatores iguais podem ser cancelados: 





Façamos o mesmo com uma fração algébrica que tenha monómios no numerador e m 


denominador: 


. | Y aA y E 
¿xemplo: Fatorar 2222 
45470 c 


literals, 


Um monómio é uma expressão algébrica que representa um produto de "P. 
eficien 


podendo ainda ter um coeficiente numérico. Para efeitos de simplificação, este co 
numérico precisa também ser fatorado, 


1,2 342.3 12 
72a b?c* _ 2132145 b? e 

213. m2 214) 
4Su be 3*.5.a bc 


k 
Observe que o cancelamento pode ser feito porque todos são fatores, OU seja, fazem p 
um produto. Cancelar um fator no numerador e o denominador € o mesmo que dividir 


os termos da fração por este fator, o que não altera a fração. 


Os fatores a serem cancelados são; 32, a2, b? e c, 


192 3 4 y 
“Yate _ 2 ac 


35ab'c Sh 
Exercícios 
El) Simplifique as seguintes frações algébricas 
4 4„ ‚ ? 
EA пае 125º xy” 
90x 2 a bic! 80h! x?z 
447. 
b) sas ds 0) 45xºy'z | 91rs?t 
Nbe 84x! рб» ) 651281 


Pp 
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7m n! p? h) 180a bic 42a! bic! 
one p'gi 50,112: т) —— 
отр 4 Sabe 63a bc” 
24a! bc i) T7at x? z’ 44213-5 
— TE п) —— 
[Sab c 43a x z y \1хут? 
.2 ‚23 ‚ IS 4.2 1 2 A 
: 644 y j) t пр o) Sa hc | 
I2w^x v 45m nq 7Sa'b'c: 


Quando fatoramos números, os fatores usados são os números primos. Já nas expressões 
algébricas, os fatores são muito mais variados. 


O fator x é diferente do fator y. Portanto não podemos simplificar, por exemplo, х? com y”. 
Tampouco podemos simplificar a” com хў, dando como resultado a?. Os fatores representados 
por letras diferentes são diferentes, e nunca podem ser combinados. Devemos deixá-los 
indicados como estão. 


Da mesma forma, o fator (a + 3) não pode ser cancelado com (a + 2). São fatores 
completamente diferentes, não podem ser combinados em um cancelamento. Da mesma fora, 
(a + 5) não pode ser combinado com (b + 5). Por exemplo, a fração algébrica abaixo não 
admite simplificação: 


x+5) (v3) 

(x + 4) (y + 51 

(x+5) (y +3) 
(x +4) (x +5) 
simplificação, pois possuí O fator (x + 5) no numerador e no denominador. Podemos cancelar 
(x + 5) no numerador e no denominador, ficando com: 


Nada pode ser simplificado nesta fração. Por outro lado, a expressio admite 





Exercícios 


E2) Simplifique as seguintes frações algébricas 












a) (+3) (x 23) (x +5) f xi - 24" -9 15x* =] 
teses 00803) IS) 
y EY y (eee? 
30x" y(x +1) (+2) (e - 4) 
) 2 ba - b) (a b h) x +7x+12 
ав (a — b (a + 5) (x+4Yx+5) 
y Pra а-аа) yet 


xy (x+ yXx-1)(y+1) (a? — b: J(a-1y х? –1 
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НИНЕН: AE, 


e) (a+3Xx+2Xx+3) 
(x -3Ya-2Yx- 2) 
Nem sempre as fracóes algé 


é preciso fatorar os termos 
exercicios que se seguem. 


Exercícios 


j) 


E3) Simplifique as fracóes algébricas 


2) X + 4x 


- 





x —5x—14 
x = 8-2] 


x +2x-15 
2⁄2 —5х—3 


Frações algébricas aparece 


a? -4ab+ 4b” 


f) A Soto SE 
а? - Ab? 


xy +5х+7у+35 
5+ у 


0) 


h) 
рс? – с? + a 


i х? +7х+12 
x +6х+9 


3-9y 
3y"+11y-4 


(y-xXx+1)(y-1) 


bricas aparecem com seus termos na forma fatorada, Muitas 
da fração, para só então partir para as simplificações, с 27 
ом, 


2ab4 a? + b? — e° 


9 ALGEBRI, 


B 
0) (+ y) 
X +y 


x! -4 


N) PRA 
2x! +7х+6 


) 2х? +17xy+21y" 
3x? +26xy +35y' 


m) (x- y) -z' 


а? +ab 
а? -b -a-b 


n) 


12x) y 2 (27º -2-3 


0) 2 2 2,31] 1 
3x^z'-2x' 2 M-Z 


m em questões diversas na álgebra. Algumas questóes pedem 


simplesmente que sejam feitas operações seguidas de simplificação. Outras recaem 60 
equações ou inequações. A maior dificuldade nas questões é a fatoração, que às vezes pode té 
dificil. Felizmente (para os alunos) são também comuns as questões de cálculo e fa 


fáceis. 


EA) Simplifique as frações algébricas 


7x +49 


х? +14x +49 


4x + 20 
4 | 5a? p! c* 
bab 


g 


2+2? 





25-51 


| РШ р ыру 
а? -b 


h) х? — 9x +2() 


x! -16 


y! +4y+3 


x? 10x 21 
xL +2х?* -3x 


32x 
40x + 48 





x! -6x- 1 
х -l 


o) 12x - 32 
8x — 28 
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Apesar de poderem aparecer casos de simplificaçã мане 
podem surgir casos mais difíceis, envolvendo Minnie: ыкы "— 
Exercícios 
E5) Simplifique as frações algébricas 
x -2x'-x42 






а? — b? — c! —2bc a+b-c) 









a) f) 
x —1 - 
(a+b+c a! +e -2ac- b° 
2 
b) 1 Е 2 Дах — 6a? x 
abx“ —9abx +14ab 8a^x 24a! x? +180*x" 
2 
j а h) xl yh + 22 +2xy + 2xz t2yz 
2 
ay -9х-6 i) х? -1х-12 x! +8x+15 
5x) — 15x] +10x x? -91x? +x—20 


- 212 4 
_ а2Ь? + Бс? —Ь 426 


е) 22 j) 
(1--ах) - (a+ xY a^ b 4 a2e — abc — ab° 


s de simplificação de frações algébricas, mas são muito mais 


Provas podem apresentar questõe 
licação ou divisão de frações algébricas, 


comuns as questões de adição, subtração, multip 
seguidas da sua simplificação. 


Multiplicação de frações algébricas 
As regras para multiplicação de frações algébricas são muito parecidas com as de 


multiplicação de frações numéricas: 

Para multiplicar frações algébricas, m ultiplicamos os numera dores e multiplicamos os 

denominadores. 

Antes de fazer as multiplicações, é altamente recomendável que os termos das frações sejam 

fatorados. Não é recomendável desenvolver as multiplicações, mas 5, deixar os termos na 
possível fazer simplificações. 


forma fatorada, pois eventualmente é 


Exemplo: Multiplique € simplifique O resultado: 
даь l2a°b°c 
EC mts 
12a*b*c” 16ab*c” 
Uma forma de resolver este tipo de operação é multiplicar os denominadores, multiplicar os 
denominadores, e realizar simplificações: 
bio дас 412.0 - ab 
15:212. 342125. — 314.66 4 
Da'bc l6abc 12.16.a b € 
: davel deixar indicadas as multiplicações dos 
е пао ficar сот números | opções recomendave mente vir aen a pos 
cientes, pois assim ја es e literal do numera or, que resulta em a5b6c6. 
simplificação. Realizamos é mulipicaç pucr resultando em aJb!có. A seguir 
e 


Fazemos o mesmo com 2 P lite 
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is, entre numerador e denominador, resultando n à 
a [om 


fazemos os cancelamentos possive 

simplificada, a2b2/4. 

Nas multiplicações de frações algébricas, os fatores de numerador de uma fração po 
cancelar com os fatores dos denominadores de ambas as frações. Este expediente agiliza 


operação de simplificação. Por exemplo, podemos começar cancelando os Coeficientes | 
termo a2 nos termos da primeira fração, os termos b* nos termos da segunda Fração « 0 
| 0% 


termos c5 existentes nas duas frações. 


Aa2b e^ x 4a%b*c 
12a?b?c x 16ab2e5 


4 3 
Ficamos entáo com ed х av 
bic lóa 


ável reescrever a expressáo simplificada, antes de prosseguir, o que reduz a 


É recomend 
as simplificações: 


possibilidade de erros de cálculo. Agora podemos continuar com 


4 simplifica com 16, ficando 1 no numerador, 4 no denominador 
bt simplifica com bê, ficando b2 no numerador, 1 no denominador 


c cancela com c 
a? simplifica com a, ficando a2 no numerador e 1 no denominador 


ab” 





O resultado final é 


x° -2x-15 x -4x 
x!-16 | x'-5x 





Exemplo: Efetuar 


Inicialmente devemos fatorar os termos das frações: 


(x — 5Xx + 3) x(x -4) 


X 


(x + 4Xx - 4) x(x- 5) 





: ão 
Os fatores do numerador que podem ser cancelados com fatores nos denominadores * 


(x — 5), xe (x — 4). Ficamos com: 


(1-3) 1 x+3 


(x+4) 1 x+4 
Realmente a multiplicação de frações algébricas é muito simples, e consiste em: 


1) Fatorar numeradores e denominadores 
( « ГА » r e . 
2) “Juntar” todos os fatores dos numeradores, idem nos denominadores 


3) Simplificar cada fator dos numeradores com fatores iguais nos denominadores 


c 


15 
res igt n 


O mais importante: um fator de um numerador pode ser cancelado com fato 
qualquer um dos denominadores. 
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capítulo 7 - Frações algébricas 
exercícios um 
E6) Multiplique as frações algébricas 
1049”. 24с" a 
a 15439 0 sc 1) 2%: 75) k) 7253 5m 
e S(x +1) 7m ^ (m 3Xm4) 
12 ху” 27m* = 
1 TY g) x -2)x 6-6) |) x*-4 5x? 
36mp 20x y 4х(х-6) 3х "+2 
48у? 7 y 2 
ET pw o т 52-16 х+5 
y 8 2x! тх? -5x x44  x!-8x416 
15х2у* 329” 1-5 3 
ay 20х77 ni E ns = 
x ху х? x'-2x-15 xi-7Tx410 х 
423 
в 15у 3 к j) x*+7x+10 3x+3 х-5 (x 4Xx -4) 
l6wx* 25yz x+] x+5 (x+8Xx—4) x—5 
E7) Efetue as multiplicações: 
Е 75х"у 24z`w px Dx x49 
lóz^w 25xy xi-9 x 420x499 
b (e +4Xx +6) (x+2Xx+1) x!-4 х-1 
(x -6Xx 4-1) (x + 4Xx + 6) xi-1 x-2 
) AA ( (3-2) | Ox-8. x74 
(x - 2x8) 0—2 x? +4х-32 х+2 
à x!'-25 x*3 Е. И. 
8 MIN" 2 +9а+20 а 
e) x-4  x*3 j х2-х-2 x +7х+12 
x? —16 x! +4х+3 


xi-x-12 x+4 


Como vemos, a multiplicacao de ope 
acáo. O mais importante é que 25 


fácil quanto a simplific 


contrário a operação será um pouco 


as é bastante simples. Ë uma operacáo táo 
frações devem estar fatoradas, caso 
pois será preciso antes fatorar O 


rações algébric 


mais trabalhosa, 


numerador e o denominador das frações. 


Frações algébricas com sina 
es são motivo de dúvi 
Vamos fazer algumas 


Sinais negativos muitas vez 
o problema é semelhante. 
assunto: 


ga 1: Trocar o sinal n vez 
omemos um número real não 


O resultado é —5, ou seja, O valor 
e o início fosse 


resultado passaria à S€ 


passou a ser negativo. Š 
multiplicarmos por (-1) O 


es 
nulo qualquer, 


is negativos 
“da entre os estudantes. Com frações algébricas 
considerações sobre sinais para esclarecer O 


5. Vamos multiplicá-lo por (-1). 
com o sinal trocado, antes era positivo, depois 
do um número negativo, por exemplo, —3, ao 
r 3. É errado dizer que multiplicar um número 


por exemplo, 


original fica 
toma 


OS 
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por (-1) torna-o negativo. O correto é dizer que o número troca de sinal, passa а ser gi 
ou positivo, dependendo do fato do número original ser positivo ou negativo, 00 
Vamos multiplicar o resultado novamente por (-1). O número original, que era 5, passou a day 
resultado —5, e ao ser multiplicado por (-1) pela segunda vez, o resultado volta a ser 5 5, 
número original fosse —3, teria mudado para 3, e novamente para -3. Multiplicar qualque, 
valor por (-1) duas vezes, dá como resultado, o valor original. Isto ocorre porque (- 
multiplicado por (-1) dá como resultado, 1, ou seja, o valor original nào se altera, já que | + 
elemento neutro da multiplicação. 


5x (-1) x (-1)=5x1=5 


Se multiplicássemos o valor original por (-1) n vezes, o resultado seria (-1)". Se n for par, o 
resultado será 1, e se n for impar, o resultado será (-1). 


Exemplo 2: 


. : T x dH 
Considere a e b números reais positivos, com b*0, e formemos a fração —. 
b 


| -— | а 
Considere agora o número real simétrico deste valor, ou seja, ——. 
b 


As seguintes frações possuem o mesmo valor numérico: 


As três expressões são iguais porque são obtidas a partir da expressão original a/b, acrescida 
de uma troca de sinal. A troca de sinal nada mais é que a multiplicação pelo fator (-1). Tanto 
faz multiplicar a expressão original por (-1) na fração, só no numerador ou só no 
denominador, o efeito ë o mesmo: a fragáo original troca de sinal. 


Vamos agora retirar a restrição de que a e b tenham que ser positivos. Na verdade a € b 

r - ^ tat . - 4 10 
podem ser números reais quaisquer, positivos ou negativos, exceto pela restrição que b nà 
pode ser zero. Ainda com essa liberdade de sinais, permanece válida a igualdade: 


0 
- — ~ ` . . ina» 
As três frações são iguais a a/b, pois em cada uma delas, ocorreram duas trocas 5 cão po! 
que é o mesmo que multiplicar por (-1) duas vezes. Quando multiplicamos uma expré 
(-1) um número par de vezes, o resultado não se altera. 
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3-x 
A prinGpio parece que não è Possivel simplific 
pumeracor e no denominador. Na verdade os termo 


аг pois existem termos diferentes no 


| S são iguais, exceto por um sinal negativo 
"ON z y Es . 
ote que (2 — x) é a mesma со; -(x - : 

Note q к l Ба que -(x — 3). Como se fossem, por exemplo, -5 e +5, 
Podemos então usar a propriedade 





—— = — = — p. е escrever 

P D —ф 
ta x-3 х—3 1 | 
3—x —(x—3) Х--3 1 


Exemplo 3: Simplifique: (х-1Хс-3) 
U-x)3-») 


O numerador possui fatores (x 
33 — x). Cada um dos 


= 1) e (x — 3), enquanto o denominador possui fatores (1 — x) e 
multiplicados por 


fatores do denominador tornam-se iguais aos do numerador se forem 
CU), bastando prestar atenção no sinal. 


Um erro muito comum nesse cálculo é o seguinte: 


Usando a propriedade 


a . 
— — —. , ficariamos com: 


-11--3) — (-15-3) ERRADO шин 
(I-xYX3-x) (х-1Хх-3) 


с“ | 8 


O que foi tentado a 


пан 


ао nào se altere. Оз dois 
ador. Ocorre que esta troca de sinal no 


Ао trocar o sinal do denominador, o 
multiplicacáo por (-1): 


procedimento correto é seguinte: a troca de sinal é uma 
Cl). (1 - x) . (3 - x) 
O fator (-1) atua sobre (1 — x), transformando-o em (x - 1). Não é o caso de trocar também o 


sinal de (3 — x), pois o fator (-1) já foi usado em (1 — x). Se trocássemos o sinal também de (3 — 
x], estaríamos usando o fator (-1) duas vezes, o que estaria errado. 


É uma situação diferente do exemplo em que trocamos o sinal do denominador em 473 


3-х | 
Рага trocar о sinal de tudo о que está no denominador, e sim, trocar o sinal de um fator 
o denominador, e nao de todos os fatores. 


Não é 
d 
O Procedimento correto para realizar esta simplificação é o seguinte: 


Em (x-1Xx-3) 


existem dois fatores no denominador que gostariamos que trocassem de 
1-х13-х 


sinal. Como é uma multiplicação, são duas trocas de sinal, ou seja, duas multiplicações por (- 
à. o 4 
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1). Quando multiplicamos uma expressão por (-1) um número par de vezes, o reni: A 
se altera. É o mesmo que dizer: “СО não 
а а 
(- bX- c) be 


Portanto fazemos: 


(x-1Xx-3)_ (x-1€x-3) 141, 
| 


(-3х13-х) (x-1Xx-3) 1. 


Fatores de uma fração algébrica, ou me 
livremente de sinal, sendo que no result 
multiplicar por um fator (-1) para manter O sinal. 


(x — Dy (x-3) 
11703) 
Ao trocarmos o sinal de (1 — х)?, estamos multipl 


termo (3 - х), estamos introduzindo 4 fatores 
compensar, temos que trocar O sinal mais uma vez: 


smo uma expressão algébrica fatorada, podem trocar 
ado final, se o número de trocas for impar, é preciso 
Exemplo 4: Simplifique 


icando por (-1) 3 vezes. Trocando o sinal do 
(-1). Portanto são 7 trocas de sinal, e para 


(x- 1) (x -3) __(х-1)(х-3) __ | 
(1 - x) (3 _ x) (x — l) (x — 3) (х-1Хх- 3) 














Exercicios 
F8) Efetue quando for o caso e simplifique x 
— _ 2 Oy- 2-ХХ-35 | 
)-43-3 3-2: x! - 9x 4 20 0 s(x Жүн | vXx-5) 
x -x-12 x+4 |6— x° S(x +1) | 
| 
2 2 2 , E | 
.* _ 2 » : эр ,4 Pr Аү-: 
b) x 25 x+5 д - к3х-2 ) X 2x I5 ha 3 
Š 5-х 8x +2x-10 х -l6 Sx- x 
Ри e _ 3y? ЗИ, = Er 
o) X ч. х +1 EOx — 3x m) l6—x EL 
|-х: 2-х 5x! - 15x" +10x x-4 x -8х+16 
d x-5. -х ) -2x'-x42 n) z +27 
х2 15+2х-х° 1- x^ [az 
56-х | = 2 
e) -2x j) 32-12х 0) (x- y) -2 
х(х-6) 8x — 28 (z- уў x 


Divisão de frações algébricas 


Na aritmética aprendemos que para dividir duas frações numéricas, 
fração a multiplica-la pelo inverso da segunda. Ou seja: 


me 
basta repetir * i 


n a n 


d b d 


b 
> Фонй 
a 
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— ia aaa ———— 
Esta propriedade é consequência da propriedade do inverso multiplicativo dos números reais. 


Para qualquer número real x, diferente de zero, existe o seu inverso multiplicativo x’, de tal 
forma que seu produto é a unidade. 


xx =1 


Propriedade: 
O inverso multiplicativo é único. 


Demonstração: 

Esta propriedade diz que cada número real, diferente de zero, possui um único inverso 
multiplicativo. Para demonstrá-la, suponha que existe mais de um inverso, e mostraremos que 
esses inversos são iguais. Suponhamos então que o número x possui dois inversos 
multiplicativos, x' e x". Podemos então escrever: 


xx = 
xx” = ] 


Subtraindo as duas equacóes ficamos com: 
хх'-хх”=1-1=0 


Podemos colocar x em evidëncia, o que é uma consequéncia da propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à subtração: 


x(x — x”) = 0 
Temos agora o produto de dois números reais, a saber, x e (x' — x”), dando como resultado 


zero. Para que o produto de dois números seja zero, pelo menos um deles tem que ser zero. 
Como x nào pode ser zero (zero nao tem inverso multiplicativo), então concluímos que x' — x” 


tem que ser zero, ou seja: 


Isto mostra que o inverso multiplicativo é único. 


Consequëncia 1: O inverso multiplicativo de x é 1/x. 
Prova: Multiplicando x por 1/x ficamos com: 


=1,já que o x do numerador cancelará com x do denominador 
mE 3 


E 
l 


Consequéncia 2: O inverso multiplicativo de a/b é b/a. 
Prova: Multiplicando a/b por b/a ficamos com: 


b 


a b 4 
—x— = |, pois a cortará com a e b cortará com b. 
a 


Como o produto é igual a 1, segue pela definição, que (b/a) é o inverso multiplicativo de (a/b), 
€ vice-versa. 
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Com esses resultados, fica fácil mostrar porque dividir por uma fração é a Mesma "ap. 
multiplicar pelo inverso da fracáo. Que 


Seja F uma fração, e vamos dividi-la pelo nümero real x. 


F + x 
Com uma fração é na verdade uma divisão, podemos representar esta divisão na forma: 


X 


Este valor é o resultado da seguinte expressao: 
Р. 


— X — 

l x 
Agora consideremos que F seja representada como n/d, e x seja uma outra fração, a/b. Como 
1/x na expressáo acima é o inverso de x, e como já mostramos que o inverso de yb é ba, 
ficamos com: 


Portanto, para dividir duas frações, basta repetir a primeira fracáo e multiplicar pelo inverso da 


segunda. 


Isso é o mesmo que dizer: 


Dividir é o mesmo que multiplicar pelo inverso. 
Um caminho muitas vezes apresentado para este resultado é simplesmente “menor 
de res 


regra, aceita sem contestação, mas na verdade esta regra e consequéncia 


prov vados matematicamente. 


yal 3 
Para dividir frações algébricas, transformamos a divisão em uma multi tiplicagáo. T 2d 


primeira fração é a original, e a segunda fração é invertida. 


J 
Exemplo: Неше a divisão: = 4 bc 
bc 16e 


: i ils И хүү com: 
Basta repetir a primeira fração, inverter a segunda e multiplicá-las. Ficamos entao 


4h f Ус Ab 160 (Ac 
= — — = — z 4c 


м — 
.... 


че... ЭР... АВ 
2 i 
be Ibe bec. bic | 


d. 
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Сото vemos, dividir frações algébricas ë tão fácil quanto multiplicar, basta repetir a primeira 
fração, inverter a segunda e multiplicá-las. 





























Exercícios 
19) Efetue as divisões: 
: 15x” 10x n Х +3х+2 x41 E 3x —6 £ x+1 
7 63 4 x42 х? +9х+14 x2+5x+6 
p 15-7 , 5xyz g 24-20, a-5 р 3x+12 | 2x12 
lózw 24и? a+3 5а+15 4x-18 x46 
j 102b | 1205 р x*3 5x05 — ax -16, x +7х+12 
8c^ 16с?Ь х? +10х+25 x+5 Ax > 3x 
y BY, BY (2220 п 3243х-2 x42 
Ту 21) X+3 x+3 бк 213 
в) 12xy? К 27х?у j) х? +8x+16 x"-6x+9 o) х? +2х-15 x*—x-30 
36mp? 20m p 2х+8 3х-9 х? -3x-18 x?-2x-24 


Adição e subtração de frações algébricas 


l'ssas são as operações mais trabalhosas que envolvem frações algébricas. A dificuldade 
adicional é que as frações a serem adicionadas ou subtraídas precisam ter o mesmo 
denominador. Sendo assim, é preciso reduzir todas as frações ao mesmo denominador. Antes 
disso, cada fração deve ser simplificada, se possível, o que resulta em expressões mais fáceis de 
operar, 





Exemplo: Calcule e simplifique 
plo: Calcule e simplifiq St TS x-5 


Quando as frações têm denominadores iguais, o problema é bem fácil. Basta repetir o 
denominador e somar os numeradores: 


a 3x 0 х2+3х-40 (х48Х-5) y 


Х-5 х-5 х-5 х-5 x-5 





f 5 
Exemplo: Calcule e simplifique 3 + 2 + = 
» Ж 


A primeira coisa a fazer ë transformar o número 3 em fração, ficando com 3/1: 


IL ¿maa 


5 
x? 


Vemos ainda que nada pode ser simplificado nessas três frações. Para realizar a adição, 
reduzimos as frações ao mesmo denominador. Este denominador será o MMC entre os 
denominadores, ou seja, 1, x e х^. 


е 
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MMC(1, x, x?) = x^. j 








Para que as três frações fiquem com o mesmo denominador, é preciso multiplicar nume; à 
. e a 
e denominador por um valor apropriado: Or 


2 
3 : Multiplicar ambos os termos por x? > 2 
| x 
2 Р 2х 
= : Multiplicar ambos os termos рог х э — 
X X 
5 . imis 5 
— : Multiplicar ambos os termos por 1 > E 
X X 


Os valores que multiplicaráo os termos de cada fracáo sáo iguais ao MMC dividido por cada 


denominador. 


Ficamos entáo com: 


Зх? 2x 5 
Ec 





Uma vez que as frações ficaram com denominadores iguais, podemos somá-las: 


Para somar frações com denominadores iguais, somamos 05 numeradores e repetimos 0 


denominador: 


3x? 2x 5.3 +2х+5 
=“ tata — > 
X X A: X 


Nesse caso o resultado final não admite fatoração nem simplificação. 


х 2х 3 








Exemplo: Calcule е simplifique 


- В : Р dores 50 
stão envolve adição e subtração de frações algébricas. Como os denominado 


A que 
verter as três frações para o mesmo denominador. 


diferentes, precisamos con 

PET. 
a . j als, 
O MMC entre (х + 1), (x - 1) e (x? - 1) é (x^ - 1). Para que os denominadores ique" 4 7 
preciso multiplicar numerador e denominador das frações por (x - 1), (x nclinad 
nente, É usual fazer esta indicação sobre as frações, colocando um traço 


respectivas numerador 
Jenominador e escrever abaixo os fatores que devem multiplicar 


sob cada < 
denominador, como indicado abaixo: 


3 


Х : 2x 
х +1 x-y x-y 
x-1 х +1 | 
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. a. 





— mem qu 
m— ss — P — чс De et 


Ficamos então com: 


xx-1), 2x61) 301 xXx 2x! +253 _ Зх? +x-3 


2 2 5 
| X | x*—] х =] 





penominadores que simplificam 


[ragóes que serão multiplicadas ou divididas não precisam ter denominadores iguais, como 


ocorre nas adições e subtracóes, Esses denominadores podem ser diferentes, e eventualmente 
até simplificam. Genericamente temos; 


Isto nada mais € que uma consequência da propriedade da divisão, que estabelece que dividir 
por um valor ë o mesmo que multiplicar pelo seu inverso, 


"LL 

Exemplo: Calcule: | + Xy 
= Xy -X* 

| xy 





Tae. |+ xy) yx 
dl 777 (x( у) ку Хв) rastros, dera, 


——srsr r = Р. — 
( 


| -F xy — xy x? L-Hxy-xy x^ x^] 
(1 1 xy) 


Portanto, ao dividirmos frações algébricas com denominadores Iguais podemos perfeitamente 
cancelálos, 


Exercícios 
110) Efetue e slmplilique 
n) 2X5 x-3 ) 2x | x= 2 o a БЕ 
х-2 x-2 (=I) х 42-9 (2x43y 
р 5. 2 PTO ү28:2000х-4 
Y 5 ü 5 _ x Эх-7 7-2x v.a. 4x 44 "0 4 
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g) 








e) 








EL) Efetue e simplifique 











a) Ах _ x` ~ Зах 
a-x x` -а 
х^ —9 a 
x -Sx+6 2 -6x+4 
^u. „д a, К ^ 
FA. x` —l v +dr+s 
с) + +— O 
x+3 x-lI 12 
d) A — X = A +] 
l-2x+x" ax -а 
“= х 
x+- 
ë) l+xv 
xy — x` 
] A E 
1+ xy 


Note que tod 


-— j) 





















































х-1 p х-1 n) Хо 4 
v 44x44 x+2 х-2 33-10 
(3003 0) | o 1l 
4x—4 x+2 х-1 x-] 
D a _ 2а? _ 4 E 8 
a-2 a —-4 а+2) a+2 
7) ) ? 
AAA aleae s 
х+у у-х ух X+) x-y 
h) a + a 224 ab” 
a-b a+b a «b a-b’ 
A se Ж = nd à 
ev x+y x+) х-у 
a+b a 
) ab b^ 
l l 
ape > 
a ab Li 


as essas operações já haviam sido ensinadas nos capítulos anteriores, e finalmente 


no presente capitulo foram consolidadas. 


Exercícios de revisão 


E12) Efetue e simplifique 


9-4 х+2 











a) - A 
x -4  3x-2v 
2542-6? | 5a-b 
16а: 95°  4a-3b 
с) X -49 27 x+7 
(a +b) —C a-b-c 
2 v А 
d) Es „2х+1_ х +] 


x —25 x +5x 


a +ja+2 a +Ta+l2 
а +5а+6 a +9а+ 20 





f y” — y-30 y” —y -2 y +6y 


— Y : 
уг4Зу-10 y +) 


у —36 
2 2 2 2-1 
) ` -2x*l x +2ху+у , X — 
5 > SUE SM RA 
х” —v x—] x-y 
200 „о> _ bJ 
a —b ab — 2b ab) 





No Жк: M : 
а? -3ab+2b” 5 a + аЬ д(а-9) 
) (a+b) -c° „ао fe 


a^ c ab — ac а? +ab+ ac abc 


^ 2 | 
) х +7xy+10y” хан! За 
va4dxr4 ХҮС 


х? +6xp+5y 
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E13) Efetue e simplifique 


2m+ X I 


a) тах 
x 





m- x 


х-у 


b) x -» 
х-у 














4.1 2*2 





E14) Efetue e simplifique 
a) 4a'x— 6a" x” 


b) a^ x +abx 
a^ +3a*b+3ab” + b° 


2 2 | ` 
А ab + Б?с? – Б? – а?с? 


аЬ + a? c — abc — ab? 


d) x + y? + z° +2ху + 2xz + 2 yz 


5 


x — у —z° -2y 


4 4 
e) a —b 


E15) Efetue e Simplifique 
a) 1 l 





b) l 3 2х 





X—a 





E) 009 E s 
X -ху+у x+y 


y 0 — а , b. 
(a+b) (a-by a+b 





Sa х-24а x? +18a? x? 


2a! —2aà?)b + 2a? b? —2ab 


x*a (х+аў 


xy 
x xy 





1-а? 





(1+ ах) —(a+ xY 





g) 3—5x | 2x+3 


2-3х 


h) 


x+y 








l 2 
E 





E 


Хх =y 


„a+b a-b 
| — +—— 
a-b a+b а?-Ь? 





a—b 


+ 
2+3x 


9x? 
4—9x? 





4b? 


a? + b° 


2а-5) œ -b 


g) 


f) 18b — y?) I2(x — yy 


35(a + y) 7 Ta? — у? | 


4 4 
a —b 


а? *3ab +30 b+b" 2(а--5) 


a—b 


h а? +За +9 .a — 27 





at—-3a?+9 а +27 
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Ê 


a! - A a` Là | ах 
o) . NC — X | нонни 
a ! b ax v а-х, 


E16) Efetue e simplifique 


2 2 2v b l v + VF ] V + 2X 
"rn 


g) | + 


ME a E v(i- 


aiosx+6 о хї-4х+4 


d) 4х7 dv +1 
2х° +3x-2 
l х 


e) —— - —— 
xy!'-] x -2x-l 











= y 22) m) (12-42)! Eto 


х? +x-6 n) 
y? 2х? +3x +18 





ни О ALGEBRIST, 





——x 3,3 
) у У 
| Y^ — y 
y x 
х” + DX + | k) (2x m 4)(3х + 6) 
— — — r 
Y^ +Ix+2 Ss 20 


JE ERE 
узу ху 





ab 
a+x a+x 2а+2 
+ += I 
a+l a-l a-l 











a 15x? -10x +3xz -2327 o a^ —b 
25x? + 10xz + z^ 


а? + ab * ab? +b 


E17) Efetue as operações (fatoração ou divisão de polinômios) 


a) (4x3 + 4x2 — 29x + 21)/(2x - 3) 


b) (a! — 9a2b2 – Gabe” - c 1/(a2 — 3ab – c?) 


c) (32a5 + b5)/(2a + b) 


d) (a8 — 16x8)/(a2 — 2x2) 


e) (3a5 + 16а* — 33a?b? + 14a?b3)/(a? + 7ab) 


j) 


f) (аб + 2a3y3 + y0)/(a? — ay + y”) 


g) (am - b™)/(a - b) 


4. 4 1 
h) E A ay Y 


(х2 +) 





, para |х|>|у| 

« d a 2a” 4a*b' 

) EE ТҮЙ 
a-b a+b a +b a^ - b 


a? — x° а-х 
a — ————É—— 





2 
a +x? a^-ax*x 


ав 
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A rc C A coi ий 
E18) 
MCN PEE UN p 2 ,x-*xtl хо 
(a+ b) (a+ b a+b xi-x di g] 
МЕ ж. Е ын. 01-24 ato — 1| 
Ax” —4 | 3x! -2x-5 4а? -1 2a?-3a+1 1-а 
е x t2x-15. х? —3x —40 h) 
x'43x-18 x^ +14x +48 a+b a-b 4a? „а +2ab+ b° 
a-b a+b b-a 4a 
d) __х-9_,-5х+6 Ü 3a-4b 2a-b-c 15а-4с 
x^ -4x —12 x!-4 7 3 12 
e) Mea e | 21а?БЬ?с — 9аЬ?с* 
Зх“ +9 6x^^ 15a?b?^c + 3a? bc? –12ађ?с 
E19) 
бах + 9bx — 5x? 7 а? +(а+1)ау+ у? 
12adf +18bdf —10dfx a-y? 
бас +10bc +9ad +15bd x! 12x? - 4Alx -30 
бс? +9cd – 2c - 3d 3 x!-11x-30 


2x - (Gc + d +2)? +(3x+d)x p X tX +2? 22у +202 +252 


с) 

















х — x х? у? -2*-2y 
2 2 313 , 3,3 
х°+3ху+х+2у +2у ab +c x 
p= = е ¡UPRO 
X + yo +2ху -z a'b' —c'x 
3 2 2 1 
x —6x +11х—6 п 
e) ——— P _3Yx— - 
Е20) 
a) x-1  x?-3x+2 x 525 x x 
x!-5x44 х2-4 x -4x!-5x 1-х? 
b) Х-1 x+1 x х. а 
XA 3.7.9 - 
x!-x-2 gx-a x+a 
x а 
x-a x+a 
i». — А 
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O AER 






































a a- a -b -ab h) xi-9  x'-5x46 
na pe ний 2-4х-12 x- 
c) b d bcd х — 4x x —4 
„ an an? ) За | 2а+х 5 
0) ce. -7 (a-2x) (a+ хҲа-– 2х) "me 
(a + (23º Y237))- 4] 
в) а+х b-x 2 а-х bt*x ) ху. (x*0 e yZ0) 
a-x b+x a+x b-x x +X YEY +y 
E21) A expressão racional é equivalente a: 
— X 
z х Х х 
š - C) — (D) 
(^) х-2 e) х-2 (=) 2+x -2-Х 
Е22) Simplifique 
| l (A) 3**^ (B) 5х+3 (C) x 
Y 1 x 3x+2 
1- | 
NE 4x41 2x46 
r7 1 (p Y (jo 
1+— Х x+4 
x 





E23) Simplifique 
) Simp 72-72 























2x +X ia 
—— — C D ; 
ý 2-x E) vz x 4—x (D) 2+x 2-X 
E24) Simplifique: 
1+2 
х 
bus 
x 
(A) 2х +1 B I+ x (C) x^ +1 х-1 1) x+] 
-2 х-2 х-1 ej x+1 yl 
| 
Е25) Qual ë o valor de ? 
шалган цаа 
4+ 
4+ 
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Сар 297 
А 20 pode ser determinado 
(o) -4 
(0)9 
g) -2+43 
р) Неше е simplifique = d. 
x+l х-| 
J -2 J 
(— 83 i) — (D) — —2 pc 
x =] х —] х-| х? -2x4] | 2-1 
Eg) Неше e Simplifique 
абз „р? 2 Dic, 2 \ a+c 
— Na +В CA e a VE с а? | 2,2 p2 
5 + - ra uo) 


Е28) Outra forma de escrever (a^ +h” | =. 








(А) a+b (B) 1,1 C ab 
ab a b (С) а+Ь (р) a+b (E) ab 
E29) Efetue а simplifique 115 +3 _ 2x21 
9-64 9х – 64 
] ] 3 3 
A) —— By —— 
" x48 4 х-8 "1 3x+8 (P) 3x-8 


x'42x-15  x'-3x-40 
x2+3x-18 x? +14х+48 
x+ $8 x—8 


(A) —— E Эх кка 4 
iur: (B -1 (С)х-1 (D) TER 


E20) Efetue e simplifique 


MEC NS 
E A 
E31) Simplifique _ 2+2x 
2x _ 


5x—2 
(A) L+xXSx-2) (x^ +2х-4]5х-2) 2x(5x - 2) 
E " 2(-13x 4 6) а (2 - xf13x — 6) 


(2x -Af5x - 2) 
(2-- xX13x — 6) 





—s чене em Е 


(D) (2х-415х-2) 


2-13х-6) (P) 


4 
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298 O ALGEBRISTA 
2 + Зх — 28)(x? — 9)-! * 


x4 
x+3 


E32) Simplifique (2x? — 7x — 4) (2x? + 7х + 3)(х 


(E) Nenhuma das acima 








x+3 х+7 2х+1 
— C 1 
x+4 x—3 х х-4 шин. 


E33) Simplifique 


x-y x-y 
xy-x! | ху 


y Y 
E 2 ANDA 
xy 
| 
2 _ 2 _ `2 
2x –5х+3 _2х +3х-9 ‚ considerando os fatores dentro dos 
Зх +x—-4 13x] +13х+12 


(A)xy By (С)-ух (D)y/x 


E34) Simplifique 


radicais como positivos. 


2x43 ) 3х-4 (Е) = 











(А) 26-3 (B) 3x+4 (C) 
3x+4 2x—3 3х-4 2x+3 x+3 
2 
E35) Simplifique a expressão racional: 2: r 
X — 
| (А) 2x — 8 (B) ХФ] (C) x - 4 (D) x * 4 (E) Sem solucáo 


x? +1lx+28 х +6x 


E36) Simplifique 222222 x —————— 
j эр 2 +13х+42 х +7х+12 











А < B DEM AA (C) A (D) x +6x (E) x 
(А) x+3 () х? +13x + 42 x+3 x+3 x+3 
E37) Efetue e simplifique А _ хиаг 
(x-2Yx-3) (х3 х+1) 
| x+4 
A) TT B) ———————I—QT 
* (x+1Xx-2Xx-3) " (x 1x -2Xx -3) 
X 4 
C) —— D) == x+2 
x (x-2Xx-3) p) (x-- 1x - 2) 9 
3 ] 
— + — 
E38) Simplifique X 
ох 
3 3x +2 2x +3 +6 3x +1 
(А) — (B) а me y 2— 
10 5x — (9) Sx—2 д, 2x—10 4 2х-1 


> 
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Ca — — 299 
; implifique T 
pj E {еше e зри 142 le 
-x +2X -x'-4 4-х PS 2 _ 
az Ü © mt mi 
y ~ 4 A “ 4 4 2x х? -4 


— -_— ЕС 








ais AID e adm х+3 Ч 
N (62) B~z (С (x+3Xx-6) (р — (E) Não existe 














2х x 
E41) Calcule - 
x+3 3х-4 
5x? + бх+5 6x*+6x-6 ` 
A T- (B) ) X (C) 5x ^ + 5x 
(x-- 33x + 4) (x 4 33x +4) (x - 33x +4) 
3x? 6x46 х 
Y IG E 
m (x+3)Bx + 4) sar 
42) Simplifique T E M PR cod 
х^ — 5x +4 х^ —4 
x+] x +5x+6 (x+1Xx-1) x+2 (x +1) (x-4) 
(А) ——— (B) = (С) ALA 
3x +] " 3 х (x— 41 +2) 3x +2 4 (8-4) 
T 


| АЗ) Simplifique 





21 
А) — (В) 2 (Ox (0) х-1 (El 
X 


Х-| 
3 
| 9 + > 
A4) "implifique 4 expressão — 
X 
š + 
4 12 
aj — 36 12 
16 (B) | (C) 10 (D) u (E) - 





MEER 4 
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Е45) Simplificar à expressão mínima 
x'-64 x-4 


AU 4925715 


(A) x o 4x^ —4 
I (2 +4x+16/8:-5) 
o) бул5 24484416) p + хе 
A(x+1) 4 
E) х2 +4x+16)x—4) 
4(x 1x +1)Bx17+2x -5 


E46) Calcule 1 
EM 


1+1 
x 


(2 Br Q pr px 
l+x 


X 


E47) A equação 1_1,1 à usada no projeto de lentes para material fotográfico. Exprimir o 
a 


valor de fem função de a e b. 


(А) f=a+b (В) /-222 (С) ab=fa+f (D) у= (E) f =ab 
ab a+b 








k’ — yk? — ук+ y? 
E48) Simplifique | k-yk-nkeny _ 
2 yk + 3nk +2 y^ + 3ny 
2 yk — 3n^ +3nk — 2ny 


(A)-1 (BI (C)y+k (D)y-k (E k-y 
E49) Encontre as afirmativas verdadeiras 

I. М2 + y? =х+у 

П. (-8 ^ ë um número real 


> Um fator de (x* — y)+ (214239) é (x+y) 
Dado que |x| > 5 significa que x é qualquer número maior que 5 


(A) Todas corretas (B) I e IV (C) I, e IV (D) П, IM e IV (E) eM 


E50) Calcule e simplifique l l 


т. л, 








X+] х-1 
l -2 
did зат Ba (С — Do. -2 py 72x 
X = x-] x! 2x4] (E) 3.4 
В чта ——-. 
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7 4 , 
y“ = X 2 

y Simplilicar < 

(21) ohm] 2, 

(A) x 2 (В) х-л (О) х- 1 (D)x+1 (V) Sem solução 


р, , 
X -4x-5 x! +2x- 15 


noy Efetue e shmpliflque | 
87) ХЭ-Х-0 х -25 


2 Х-4 (y XV П " 
(A) : M (В) 5 ” (C) xti (D) xl (E) Х-3 
х-3 x-3 x42 x45 x2 


153) Se x € positivo, qual dos seguintes valores € menor que a unidade? 


Ni me (QE. uie ql 
х Xx 1 X » 


2 

| x! Sl - 

154) Dividindo Ed por х о ‚ O quociente ё; 
x+ 2 x +4 


2 E 3 МЕ 2 n Е _ 2 n 
MES MENS y (+4) (D) (x +227 +4х+8 (Е) МКА 
2 2x +4 2 (2x 4- 4) 





55) Para quals valores de x a expressão — 7" 2 _ 2 indefinida? 
x -x-6 
(A)-3 (B2 (C)3 (D)4 (E)9 


х-2 


150) Para quais valores de x a expressão ; 
X 2x2 


é indefinida? 
(A)! (B2 (C)3 (D)4 (E)-2 


E57) Dividindo a”! - 1 por a - аг! , onde a não é 0 nem 1, o quociente será: 
CONTINUA NO VOLUME 2: 64 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Exemplo: 
E58) EPCAr 2009 - Considere os valores reais de a e b, ab, na expressão 
" (a + 5Х2а)! -а(Б-а) 

а? b! Jab? — ba? y 


Após simplificar a expressão p e torná-la irredutível, pode-se dizer que J p está definida 
para todo: 


P 


(А) ас R e be R' (B aeR ebeR; (C) aer e be R° 
(D) acR ebe R: 


Respostas dos exercícios 
El) 


2 з 5 
a) 2xy в) 162 j=, лав т) 20€ 
Sz 3w! xy? 42а x y 3a 
нь... 
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O ALGE 
302 3 2,3 NIST 
пр | p=? ide 
b) Sa b f) Tbc 9m°nq` 
2 2 2 
е" 15 k) 25а у_ Чы л _ 
o) — ! 28! 16b*xz" 15a p^ c? 
3 20X) 
14р q 25 7t° 
8a* h) 90 0 ) Bua 
d) 23 Aq? 5rs 
S(x —1) 
Р – 3 k 
E2) (x +3) (x-3y(x45) f 0-3 | 3(х+1) 
а) Go x(x+ | 
E |) — 
(x42) g) (1-2) | 3xy” 
3 f (x+2) 
Sx y(x 1) 2 
(x +2) (x--3) 
a(a - b) h) x3 тү 
с) plash) (x+5) (x +1) 2) +3) 
(a+b) n) (x ere ene? +) 
poton 2 
e ee кы) 
1 x+y 
a+3) _— a e E 
" E i (x+1Xy-1) х? -ху+у 
х= у-2 
x+4 x+5 x+4 m) 
"os Е МСҮТ шы pus 
j _3 a 
T a—2b j —— n) A 
š x+3 a+2b y+4 i Е 
Е 12ху 
ga g) x+y k) х-2 0) — гсн 
c) 5 2x+3 (2-1) 
à x+2 h a+b+c | 2x+3y 
x+3 a-b+c 3x+5) 
4x 
ЕА) а)—6х“ e) = ) “e m x46 
= 
b) х+10 l|. 38 j) a+] n) — 
2-1 а?(а—3) ; g 
T 
c) p) РА " 2x - 1 
x7 y+1 
y а= [ES 
4 x4 х(х-1) 
E5) a) x-2 d) ) | j) a 
5x 2a-3x 
p 242 e) l h) Aty +Z 
x-7 l- x? х-у-2 
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16) 


E7) 


Е) 


E9) 


H0) 





-2 
—9 7 
o 2(4Х- 5) 


ate? 
a) —— 
a° 


9т у? 
— 3 
20x" p 
c) 6 y 


d) 2xy? 


x-3 
(х+3)х+4) 
p _(+30+5) 
8 


а) 


gulo 7  Frações algébricas 
сар! o 


a >> 303 





h) 23 








х-2 








y E 


Xx +3 
j) 3(x-2) 


k) 5m? 
7(т + 4) 
) Sx(x — 2) 
3 
g) ^+ 2 
x-l 





h) х-8 

(x+2Xx+8) 
8 

ala +4) 

)2-х 


) 


j) 8 —3x 
2х-7 


k) 2-xXx-5) 





) x+3 
x+4 








) ена) 4) 
2(x — 2(x-3) 

y 36-213) 2Xx +3) 
(G7) 
у 364) 

! 20х -9) 





(X -2x-3 
) ——— 
(x + 2) 


Ax? 7x46 
Se 


4(х — De + 2) 


оха) TPB 3) 
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E12) 


E13) 


E14) 


E15) 


E16) 








2a —3x 
b) ax 


(a+ by 





a) 2a 


b) 


, 
— 2a” 


a) 0 












































d) ах —1 
ах-а 
e) y h) 4a” 
a? =b 
2 
) | ) 4х 
а-2 x? + у? 
j 1) x(x+y) ; (+11 
d) (x+ goce ) х-2)| 
x-5 x+1) (842043) 
а-! h) b 
a+5 a-b 
f) 1 i) abc 
o) a+b e) xty 0) х-2 )а-1 
a-b y-x x-1 
0 4(3а+8) х в х (х-3) y 4а 
(x-2) ü—x 
о (0-сХа-5) e) a+b g) х(14х+17) 4b 
4 2а 9x^ —4 a-b 
d) х+у+2 f) ] h) х-у+2 j) ab 
X—y-z l — y? y -— 22-42 
9.2 
C) - : e) Z (a - b) g) 1 ) x+y 
x + y Y 2(a? +b?) 
3 2 
jJ 2 *ab +b y 3(a- y) а? +3 j) 1 
(a+b) 10 "l 
а-3 
e) _ X`+] x-2 
(1x2? — )— т) — 
Y -l х-6 b-a 
2 
x 
ке. ) 3x-2y 2а+2х 
Х +х+6 5 ) 
3х+2 e а-! 
A k) É 0) a—b 
2x+1 5 
o | 
xoy |) — 
x 
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capitu 


Е17 


E18) 


E19) 


E20) 


E21) (B) 


b) a? + c? + 3ab 
(fatorar e simplificar) 


с) 16a!-8a?b*4a2b2-2ab3«b! 


d) (at + 4х%)(а2 + 2x?) 


a) a? t ab^ + b° 
(a+b) 
b (3x c 5k? +4x+16) 
4(x+1) 
0) x+8 











c) а? _4Ь° +аса 
bcd 
jl 
6" 


E22) (В) 


E26) (A) 


lo 7 - Frações algébricas 
) a) 9x? + 5x — 7 


e) Заз – 5a?b + 2ab? 


f) (a? + y3)(a + y) 


g) am! + am2b + am-3b2 +. 


арт-2 + pm-1 


n) г 2 
X ty 





e) 2 x“ 


f 3x42 
х(х2 -1) 
4a – 1 

(а-1 а? -1) 

n) (a +b) 

(a-b) 
х-2 

(х-1Хх-4) 
a+y 

f) 2-3 

g) х-1 


g) 


e) 





X—y-—z 


e) 4[x° + ab 
a? — x° b? — y? 


2. 

1—х° 

х? +2ах-а? 
х? + a° 

x+3 

x—6 


g) 





h) 


E24) (E) 


, E 
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85a — 20b 
84 
b(7a —3c) 
5a - a^b!c—4 


i) 


j) 


) a^ b? -абсх--с x” 
ab — cx 
x+4 


| (x -3(x -2Kx +1) 


i) -2х(х-10а) 
(a+xYa-2x) 
j) x— y 


E25) (E) 


E(25) Sugestáo: Fazer k = 1(4 + k) (por qué?) e resolver a equação do 2° grau, lembrando que 
tem que ser positivo, 


E26) (B) E27) 2(a*b*c) 
E31) (C) E32) (B) 
im. 


E28) (C) 


E33) (B) 


E29) (D) 


E34) (A) 


E30) (A) 


E35) (A) 
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E36) (A) 





E41) (C) 
E46) (E) 


E51) (B) 


E56) (E) 





рь. 


E37) (B) E38) (D) E39) (B) E40) EM 
E42) (C) E43) (B) E44) (D) E43) (c 
E47) (D) E48) (E) E49) (E) ESO) (В) 
E52) (C) E53) (C) E54) (B) E55) (С) 


E57) — E58) (D) 
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Capítulo O 


Equações do primeiro grau 








Facilidade ou dificuldade? 


Problemas que envolvem equações são fáceis, de execução quase mecânica. A dificuldade que 
alguns alunos enfrentam não é por causa das equações, mas pela falta de base em expressões 
numéricas, expressões algébricas, fatoração, produtos notáveis e outros tópicos anteriormente 
estudados. Treinado esses tópicos com uma quantidade generosa de exercícios, a resolução de 
equações torna-se uma tarefa de rotina. 


Igualdades 


O sinal “=” é usado com diferentes significados dentro da matemática. Por exemplo, considere 
as duas sentenças matemáticas: 


1) (x +y)? = x? + 2xy + y? 
2х+3=5 


No caso 1 temos шпа expressáo chamada identidade. Nesta identidade temos duas variáveis, x 
e y. As variáveis em uma expressão matemática podem a princípio, assumir qualquer valor 
numérico. A segunda igualdade possui uma variável x, que a princípio também pode assumir 
qualquer valor. A diferença é que a primeira é verdadeira para qualquer valor de suas 
variáveis. Trata-se de uma forma conhecida (produto notável, quadrado da soma), que é 
sempre verdadeira, quaisquer que sejam os valores das suas variáveis. 


A segunda expressão tem também uma variável que pode assumir qualquer valor, entretanto 
50 é verdadeira para x = 2. Igualdades que somente são corretas para determinados valores são 
chamadas de equações. Resolver uma equação significa determinar os valores das variáveis 


que tornam a expressão verdadeira. 


À expressão (1) é uma identidade, que é verdadeira para quaisquer valores de suas variáveis. 
expressão (2) é uma equação, que só é verdadeira para x = 2. Chamamos o conjunto S=(2) 
€ Conjunto solução da equação. Resolver uma equação nada mais é que encontrar o seu 
conjunto solução. As letras a serem encontradas em uma equação (nesse exemplo, x) são 


Chamadas de incógnitas. 


Existem vários tipos de equação, por exemplo: 


1)2=8 


É 
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А incógnita пеѕѕе caso aparece па forma de ит expoente. Encontrar a Soluces Ї 

“ u r + ^ A) 1 
encontrar o valor de х que faz com que 2 elevado a este valor de x, dë como resul | 
“+ At 


fácil verificar que a solução é x=3, Dizemos que esta € uma equação exponencial 





3) (x + 5)(х - 3) =0 
Esta é chamada de equagáo do segundo grau, assunto importantíssimo da Matemátic 

ensino fundamental, e exigido em praticamente todos os concursos deste nível. Par, e % 
uma equação do segundo grau, manipulamos a expressão de tal forma que resulte em x Ver 
segundo membro (o lado direito da igualdade). A seguir fatoramos em duas expressões 
primeiro grau. O valor somente será zero se um ou outro fator for zero. Neste caso, as soly 2 
sáo —5 e 3, ou seja, S=[-5, 3). Equações do segundo grau serão estudadas no capítulo 13, | 


4) Зх + 5 = 17 

Esta é uma equação do primeiro grau, o objetivo deste capítulo. Pode ser expressa a partir d 
uma expressão algébrica do primeiro grau, com uma só variável, no caso, x. Em geral é fig 
de resolver, até mesmo “de cabeça”. Se Зх + 5 vale 17, então Зх vale 12, ou seja, x = 4, Um 
vez conhecendo as equações do primeiro grau, estudamos os sistemas do primeiro grau (dux 
equações com duas incógnitas), as equações e sistemas de equações do segundo grau, depois 
as equações biquadradas (quarto grau), e equações irracionais. Finalmente serão estudadas as 
inequações de primeiro e segundo grau, e seus sistemas. O restante do livro se ocupará desses 
temas. 


Equações de primeiro grau 


” 


Uma equação é uma sentença matemática composta de duas expressões separadas por UM 
sinal “=”. Por exemplo: 


2x + 5 = 13 

Хас са T ação 
As duas expressões são chamadas de primeiro membro e segundo membro. Na equis 
acima, o primeiro membro é 2x+5, e o segundo membro é 13. 


“o SÃO 

ay . . 40 s 

Os valores que são somados, multiplicados, subtraídos e divididos em uma 6485 termo: 

chamados de termos. No exemplo acima, 2x é um termo, 5 é um termo e 13€ ) 3: 

Explicando de forma bem simples, os termos podem ser puramente numéricos al С 

. nn? nei А 

па Lar m acima) ou podem ter uma parte litera O termo 2x tem uma PT igni? " 

variável, que ё x. 2x signi 5 i и 

гаи. quee x 2х significa “duas vezes х”, оц seja, 2.х. Da mesma forma, y 
vezes y”, e assim por diante, 

) 

| icad 

No termo 2x, « lahori , , О mulb? sil 

“үн ; О х é chamado de parte literal, ou variável, e o 2, que está sendo m pres 

pela parte literal, ë chamado de c 


4 uer * 
algél Oeliciente. Esses nomes se aplicam a quq 
algébrica, mas no caso de 


uma equação, a variável é chamada de incógnita. 
Uma expressão algébrica é um 
literais. Por exemplo, 2х+Зу+4у, 
resolver equações, precisamos te 


а expressão que envolve letras, ou seja, is, X, Y M. 
ë uma expressão algébrica com trés vé au es 


r à habilidade algébrica ensinada no capítulo 
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algébricas. É claro, precisamos também dos demais conhecimentos de álgebra, apresentados 
nos capítulos de 4 em diante. 


Quando igualamos duas expressões algébricas, temos uma equação. 


Variáveis algébricas podem assumir qualquer valor, mas uma expressão somente será 


verdadeira (ou seja, satisfará a condição de que os dois membros são iguais) para os valores- 
solução da equação. 


Por exemplo, na expressão algébrica 2x+5, x pode ter qualquer valor, mas quando fazemos 
9x+5=13, a expressão só é verdadeira se x tiver o valor 4. 


Expressão algébrica: 2x+5; x pode ter qualquer valor 
Equação: 2x+5=13; é uma sentença matemática que só é verdadeira se x for igual a 4. 


Na equação 2x+5=13, a letra x é chamada incógnita da equação. O objetivo da equação é 
descobrir o valor da incógnita, ou seja, descobrir o valor de x que torna a expressão 


verdadeira. 
Exercícios 
El) Determine o valor de x para que as expressões abaixo sejam verdadeiras: 
a) х+3=5 f) 4x*7 = 27 
b) 2х-8 g) 5x+2=52 
c) 3x+1 = 10 h) 2x-3 = 7 
d) 5-x-3 i) 7x-9 = 54 
e) 3х+5=65 j) 8x-3=45 


Método de resolucáo 


r 


Resolver uma equação é encontrar o valor de x que torna a expressão verdadeira. Por 
exemplo, resolver a equação x+3=5 é encontrar qual valor de x torna a expressão x+3 igual à 
expressão 5. Esta é uma equação muito simples, que pode ser resolvida de cabeça: 


x+3=5 


Até mesmo nos primeiros anos do ensino fundamental surgem problemas do tipo “qual ë o 
número que somado com 3 dá como resultado 5?”. No caso, este número é 2. Dizemos que 
resolver a equação é encontrar x=2. Note que se x for igual a 2, as expressões do primeiro 
membro e do segundo membro sáo realmente iguais. 


Por outro lado, a maioria das equações são mais complicadas e não podem ser resolvidas “de 
cabeça”. Por exemplo: 


27 -3x=4x+ 13 
Devemos então usar algumas técnicas para sua solução: 


a) Uma igualdade não se altera quando somamos o mesmo valor aos seus dois membros. 
9r exemplo, na nossa equação, vamos somar 3x a ambos os membros, ficando com: 


27 — Зх + Зх = Ax + 13 + 3x 


ih Es | 1 
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а | | PA 
Nosso objetivo em somar 3x nos dois membros fot eliminar o tormo dX que ТҮ 
` , * ` sp. 4 , чиү 
primeiro membro, ficando com a incógnita х somente no si gundo membro, Já Gue ч "onn 
| | LET 


vale 0, ficamos entào com. 
27 = dx +13 + 3x 


23x = 4x + 13) com a segunda (27 = dx (11 à TM 

“Эх” para o outro membro, com o sinal М ma 
trocar um termo de "lado" com o sey | T 
e os dois lados da equação, sepas ШЇ 


Comparando a primeira forma (27 
que esta operação é equivalente a passar O 
Podemos fazer isso em qualquer equação, ou seja, 
trocado, de + para - ou de - para +. Lembre-se qu 


nedos pela 
sinal “=”, são chamados de 1° membro e 9% membro. 


b) Uma igualdade não se altera quando invertemos as posições do primelro e do segundo 
membro. É óbvio que se A=B, então B=A. Podemos então escrever nossa equação como: 


4x +13 + 3x = 27 


c) Uma igualdade não se altera quando subtraimos o mesmo valor dos dols membros, No 
nosso exemplo, vamos subtrair 13 dos dois membros, ficando com: 


4x +13 + 3x — 13 = 27 - 13 
Como 13 - 13 vale 0, e 27 - 13 vale 14, a equação fica: 


4x + 3x = 14 


d) Esta não é uma propriedade das equações, e sim, de qualquer termo algébrico. Quando 
temos dois termos com a mesma parte literal, podemos somar seus coeficientes e manter a sua 
parte literal. No nosso caso, 4x + 3x vale Zx. Isso € na verdade a propriedade distributiva da 


multiplicação em relação à adição. Nossa equação ficará então: 


7x= 14 


z { ü 
e) Uma igualdade nào se altera quando dividimos os dois membros pelo mesmo valor, N 


i i : a are о 
nosso exemplo, vamos dividir os dois membros por 7. Se dividirmos 7x pot 7, ficaremos € 
x, e se dividirmos 14 por 7, ficaremos com 2. 


Resposta: x = 2 


Podemos entáo resumir essas propriedades no seguinte procedimento: 


ro 
. - . + r f | () yime 

1) Devemos realizar as operações necessárias para que a incógnita x fique sozinha n am 1 

ey 


° : i d a a € 
membro. Quando conseguirmos isso, o valor do segundo membro será a solução di 


putro 


ra 0 1 
traindo. ?” 


passar pa 


2) Um termo que está somado ou subtraído em um membro pode | 
termo sub 


membro, trocando o seu sinal, ou seja, se estava somando, troca de 
estava subtraindo, passa para o outro lado somando. 


Exemplo: 
x — 5 = 12 
x = 12 + 5 (o 5 estava subtraído, passou para o outro lado somando) 
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ak 217 75 (o 5 estava somando no primeiro membro, passou para o outro lado subtraindo) 


3 Quando um nümero está multiplicando um termo inteiro, podemos passar para o outro 
lado, porém dividindo o segundo termo inteiro. 


4) Quando um número está dividindo o primeiro membro inteiro, podemos passá-lo para o 
outro lado multiplicando o segundo membro 


Exemplo: 
х/5 = 14 
x=14x5=70 


Vejamos a resolução de algumas equações simples usando essas propriedades: 


Exemplo: 

7x -9 = 54 

7х = 54 + 9 (о 9 estava subtraindo, passou para o outro lado somando) 

7x 7 63 

x=63/7 (o 7 estava multiplicando, passou para o outro lado dividindo) 
хэд 


Exemplo: 

Ox - 3 = 45 

х = 45 + 3 (o 3 estava subtraindo, passou para o outro lado somando) 

8x = 48 

x=48/8 (o 8 estava multiplicando, passou para o outro lado dividindo) 
х=6 


Exemplo: 

3x + 5 = 47 – 4х | | 

3х + 4х = 47 – 5 (4x e 5 trocam de lado, o 4х vai somando е о 5 vai subtraindo) 
7x = 42 (3x + 4x vale 7x) Р 
x=49/7 = 6 [o 7 estava multiplicando, passa para o outro lado dividindo) 


Exemplo: diga o que está errado na resolução abaixo 
(4) K= ja 3 = 9 


O coeficiente 3 náo pode passar para o segundo membro 
| tá sozinha no primeiro membro, ainda existe o 3 que está 


3 para o segundo membro, ficando com: 


О «ITO está na passagem (2) 
vidindo, pois a expressão 3x não es 

Somado com ele. O correto é passar O 

Зх Е 15 — 3 = 19 

Agora sim o 3 que está multiplicado pelo x pode passar para o segundo membro dividindo. 
icamos com: 
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Exemplo: l | | 
A incógnita de uma equação não precisa ser necessariamente x. Qualquer outra letra | 

t Oc 
usada, le St 
2b - 5 " 4 má Ah 
5b = 9 


b = 9/5 


Como vemos, a solução de uma equação não precisa ser um número inteiro, M, 
resultado é uma fração, ou um número real qualquer. 


Exemplo: 
x-3 4-x 
2 3 


— 
_— 


+2 


Esta é uma equação que envolve frações. A primeira coisa a fazer é reduzir todas elas ag 
mesmo denominador. Os denominadores são 2, 3 e 1 (2 é o mesmo que 2/1). O MMC entre 
os denominadores é 6. Devemos então multiplicar a primeira fraçã 


| O, numerador e 
denominador, por 3, a segunda por 2 e a terceira por 6. Ficamos com: 


3x-3) 2(4-х) 12 
6 6 6 


Agora vem uma novidade: podemos simplesmente eliminar todos os denominadores. Isso ë o 
mesmo que multiplicar todos os temos da equaçao por 6. Isso ë uma propriedade das 
igualdades: uma igualdade não se altera quando multiplicamos os dois membros pelo mesmo 
valor. É claro então que se A/6 = B/6, então A=B. Ficamos então com: 


3(x — 3) = 2(4 - x) + 12 


M a eliminação de denominadores só pode ser feita nas equações. Se estivermos 
simplesmente calculando o valor de uma expressão, os denominadores têm que ser mantidos 


3x -078-—2x + 19 
ox "B*1249 
5x = 29 

x = 29/5 


Exemplo: 
1000x — 25000 = 4000x — 60000 


Vemos que todos os termos 


<p 56 
da equaçã A ao nio ` 
altera quando multiplicamos, ou E Бан podem ser divididos por 1000. A ы Ficam? 
'amos, | 
então com: Os todos os seus termos pelo mesmo valo 


x ~ 25 = 4x — (y 


60 — 25 = 4x — x 
35 = 3x 
x = 35/3 


4 
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em lo: 
pri 1,3 = 0,02x — 0,9 


para não ficar com decimais, podemos multiplicar a equação inteira por 100. Ficamos com: 


x + 130 = 2x - 90 
130 + 90 = 2x — X 
x = 220 


Exercícios 


E2) Resolva as seguintes equações: 


























a) 2x + 5 = 47 — 4х 3-4 с-4 
)2-2414 
5 2 
b) 3.(4 — 2x) = 45 — 17x 0) 5(х + x/2)= 15 
c) 4y + 18 = 72 - 2y h) 12 - x = (7/5).x 
d) 30 - 4a = 2(a — 3) i) x = 4(5 - x) 
e) 2(x + 3) + 4(x - 2) = 5(x - 7) +2(x + 3) j) x + 2х + 4x = 70 
E3) Resolver as equações 
а) 2х+6= 14 5х + 18 = 13 k) 2-2x = 12 + 3х 
b) 3x + 8 = 23 9) 2х + 13=3 I) 5x + 9 = 3x + 17 
с) 3+7=1 h) 45 + 2x = 21 m) 4x - 18 = 12 - 6x 
d)4x * 27 10 i)7 + 2x = 7 n) 4(x + 3) = 2(12 - x) 
e)4x+7=11 j) 3x + 18 = 3 о) 2х +5 + 3х +7 = 4х ~ 15 
F4) Resolver as equações 
a) 3x + 15=45 f) 4(3x - 2) + 5(7 - 2x) = 15 k) 2(1 - 4x) + 3(2x - 7) + 4(x - 5) = 10 
b) 6x - 13 = -25 0) 2(x + 1) *3(x -2) = 8x + 7 I) (x + 3) + (2x + 6) + (3x + 9) = 36 
c)5-2x = 7 - 6x h) За + 2 - 4(а + 3) = 35 ~ Ja) m) 2(4 - 2х) *3( 5 - 7x) = 6(8 - 6x) 
d) 5x - 18 = 4(x - 3) i) 4(1- m) 2 3- 4(2 - 2m) n) (4m - 3) + 2(m + 5) + 34m- 7) = -70 
e) 4x + 3(5 – 2x) = 5(x + 2) j) у/2 + y/3 = у/5 = 1/30 0) (2 + 5).3 + (2 + 8).4 = 6z + 13 
ES) Resolver as equações 
aX =x хя! p Xtl, ХІ 20 goxzl,x-2,x-3,.4 
2 4 4 2 2 3 4 3 
3x+5 2х-8 64 
EPA ree 119 NE PR 
егез ы x 3 : t 
e 17-х 
03-26 h) 3 2 0 т) +x=5 
4008 319 4 
di x 1 y 415(x -3) 4 )Х5,.3-ү-4 
2 777 2 
e) 2-1 19-х NEL = pata +6 
2 4 419? + 420” 5 
h. Á 


scanned by CamScanner 








314 нь. 
E6) Resolver as өрөм SiS 















































Еб) Resolver аз equacóes — "I À 
3x+5 2x- - Х-4 хүс 
a) х--2--10 f) Bo = 8 V e ME, 
3 - 2 4 
3x 1 6 үхэ1 34-3) 7-1 
b) x-—-—-2-— EN A ) 3 8 
2 5 5 3 ET 
9х-- 2 
4 
x—2 _ h Eo m -4 
)2x-4, 5-1 )1-2-1-2 п) 376 ) à 
La 3 
2 
= 2: = 
xl | ) х 2x-1 x+l n) 13.2 > 3 5 141 
0) 3.1 4 3 6 2 4 
3 Э 
iiu: SET ч аж 2 4 4 о)25-4 37 20-х 755 
5 6 4 3 
E7) Resolver аз equacóes 
a) 3х-16 5 13 
х 3 07 15 _1 
24 2x 4 4 
3 5 
DX, 5x 6 g) 3x7 3х-14 
2 4 6 4x+2 4х-13 
]) Ah 45 17 pl. | 2 ns 
2 3 4 5 2x—3 2xº-3x х 
10x+3 3x-1 y 7х+16 x48 23 x 
d) ——— — =x-2 | 8 = — +— 
3 5 2] 4x+10 70 3 
gor. 2097. м )2>[@ 1,7 ze 
3 3 61 3) 6\5 7) 9 


Discussão de uma equação do primeiro grau 
Algumas equações do primeiro 


xd 
` e e Е Or de z 
grau podem ser impossíveis, ou seja, nenhum val 
satisfaz. Dizemos que seu conjun 


to solução é vazio, ou seja, S = (). 


Por exemplo: 
0x=5 


mbr 
Qualquer valor de x a ser subs 


cen mé 
. ” » eiro 
_ 10140 na expressão, resultará em zero no prim 
ficando entáo com 


0-5 


Mas zero nào pode ser igual a 5, portanto este ë um resultado impossivel. 


A 
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A S a I Y "ЭЛЭГ aa ——s —— MMC MMC NINE 
Uma equação impossível pode parecer inicialmente com uma equação normal, mas realizando 
os cálculos, O X desaparece”, ficando com apenas um número não nulo, que obviamente não 
pode ser igual a zero, o que torna a equação impossível. 


Exemplo: bx-3=8+5x 


Isolando o x no primeiro membro, ficamos com: 


px- 3 = 8 + 9х 
sx-5x=8+3 
0x = 11 Э impossível 


Existe também o extremo oposto, que é a equação indeterminada. Enquanto na equação 
impossível nenhum valor de x satisfaz, na equação indeterminada qualquer valor satisfaz. Por 
exemplo: 


(х +3) = 2x * 6 


Obviamente 2x + 6 é o dobro de x + 3, para qualquer x. De fato, ao resolvermos a equação, 
ficamos com: 


2(x + 3) = 2x + 6 
2x+6=2x+6 
2x-2x=6-6 

0x = 0, ou seja, 0=0 


De fato 0=0 é uma afirmacáo sempre verdadeira, náo importa qual seja o valor de x. Sendo 
assim, o conjunto-solução é o próprio conjunto dos números reais: 


S-R 


Dizemos que esta é uma equagáo indeterminada, ou seja, o valor de x náo pode ser 
determinado. 


De um modo geral, ao resolvermos uma equação do primeiro grau, chegamos a uma 
expressáo do tipo: 


ax = b, onde a e b sáo números. 


À equação poderá recair em três situações: 


aZ0 : determinada, a solução é x=b/a 
4-0 e bZ0 : equação impossível, ou seja, S=() (conjunto vazio) 
а=0 e b=() : equação indeterminada, ou seja, S=R 


Basta lembrar dos exemplos: 


2x=6 : determinada, x = 6/2 = 3 
X76 : impossível 
Üx-0 : indeterminada 


As equações do primeiro grau são muito fáceis, a sua resolução não é mais pedida em 
Concursos mais difíceis, porém questões que envolvem sua discussão são quase sempre 


Á 
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didas. I істі Ь | uação é obrigatório. S 1 А!.СЕв 
pedidas. Isto significa que saber resolver a equaç gatório. Sem saber te TA 
r, 


também não saberá discuti-la. О alun 
0 


Exemplo: 


Calcule o valor do parámetro k para que a equação em x 
kx-x+1=0 
seja impossível. 


Observe que a expressão possui duas variáveis algébricas, k e x. Quando se diz que um 

é um parâmetro, significa que deve funcionar como um valor fixo, apesar de desconhea Am 
outra variável, no caso x, é a incógnita da equacáo. Obviamente o valor de x dependerá > 
Eventualmente para um determinado valor de k a equação em x poderá ser impossível 
Portanto deveremos considerar x como incógnita e k como um número. Para encontrar o valor 
exato de x, será preciso inicialmente ser informado o valor de k. Uma vez informado k x 


poderá ser calculado. 


Calculemos portanto o valor de x, considerando k como um número dado. 


kx-x+1=0 

x(k - 1) = -1 

Lembrando que uma equação do primeiro grau, na forma ax = b, para que s 
deve satisfazer: 


eja impossível 


а = 0 
Ь #0 


No nosso caso temos 


a-k-1 
= –] 
; 0, €” 
e ғ pos seia diferente de zero; 
A segunda condição é satisfeita sempre, basta que o valor de b sej > coeficiente de x 881 


diferente de zero. Resta então satisfazer a primeira condição, ou seja, 


ser zero: 
k-1=0 
к= 1 ЁГ 


Então, k deve ser igual a 1 para que a equação seja impossível. De fato, 


equação ficará: 


1х-х+1= 0 
x-x=-1 
Ох = -1 


Com k = 1, a equação reduz-se a 0 = 1, o que obviamente é impossível. 


Resposta: Кк =] 
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xz 6 solução determinada 


—- t «qui mA ` : 
Na equação ax = b apresentamos as situações quer nos lev 


| am a uma solução indeterminada e 
lucio Impossível: 


даша S0 
axo b 


indeterminada: n = O eb = 0 
ivela=0ebX%0 


[mposs 


Note que a solução possível exige apenas а20, Uma vez que a seja diferente de zero, b pode 
ler qualquer valor, seja ele zero ou não; 


Exemplo: 


5x = () 


Nesse caso, o valor de x é perfeitamente determinado: x = 0 /5=0 


A solução x=0/5 € tão determinada quanto x = 3/5. O que importa é que a, o coeficiente de x, 
seja diferente de zero. 


Exemplo: 
Determine os valores de m de tal forma que a equação abaixo tenha solução: 
9mx + 7 = 4x 


A solução de uma equação do primeiro grau ax = b pode recair em três situações: 


a) Possível e determinada (uma solução), ocorre quando a70 
b) Possível e indeterminada (infinitas soluções), ocorre quando a=0 e b=0 
c) Impossível (nenhuma solução), ocorre quando a=0 e b#0. 


Sendo assim, a condição dada pelo problema, de que a equação tenha solução, é atendida 
pelos casos (a) e (b), ou seja, a equação pode ser determinada ou indeterminada. O único caso 
que não atende ao que o problema pede é o da solução impossível. 


À equação do exemplo reduz-se a: 
2mx +7 = 4х 
2mx - 4х = 7 
x(2m - 4) =7 


Note que a opção da equação indeterminada (infinitas solucóes) náo ocorre, já que b vale 7. 
Resta-nos como única solução para o que o problema pede, é ter uma equação determinada, 
ou seja, aZ0. Portanto 2m — 4 não pode ser zero, ou seja, m não pode ser igual a 2. 


Resposta: mz2. 


Exemplo: 


etermine os valores de a e b de tal forma que x=1,072 e x=1,024 sejam raízes da equação 
ax + 4 = b + 3x 


A. equação em x é do primeiro grau. Uma equação do primeiro grau pode ter 3 tipos de 
Solução 


` 
` 


à) nenhuma solução = quando a equação é impossível 


h. 4 


Scanned by CamScanner 





Нь... 


Е? O ALGEBRIS 

ão = ão é determinada TA 
b) uma solução = quando a equação € | 
c) infinitas soluções = quando a equação é indeterminada 





Se o problema cita duas soluções, então a equação só pode ter infinitas soluções (opes 
acima). Basta entáo calcular a e b de tal forma que a equação seja indeterminada, vào (q 


ax + 4 = b + Зх 
ах-3х-5-4 
х(а-3)-5-4 


Para que a equação seja indeterminada basta que o coeficiente de x e o termo independente 
de x sejam iguais a zero: 


а-3=0 а= 3 
Ь-4=0 ЭЪ = 4 


Resposta: a=3 е b=4. 


Ехегсісіоѕ 
E8) Indique se cada uma das equações abaixo é determinada, indeterminada ou impossível. 


No caso de determinada, apresente a solução. 


а) 3x + 18 = 2х+2+х+9 f) 0.(x + 3) = 0.(х + 5) к) (x + 3) + (2x + 6) + (3x + 9) = 72 
р) 3х + 12-7 x 4 = 2x +8 g) 1.(x + 3) = 1.(х + 5) |) 4(x + 3) = 4x * 12 * 1 

c) 4x + 18 = 2.(2x + 12) h) x/2 + x/3 + x/5 - x/30 = x m) ) 4(1 - m) = 12 — 4(2 - 2m) 

d) 4x - 18 = 12 — 2x i) 2(x + 1) + 3x - 2) = 6x- 4 n) 2k + 3 + 2(k - 1) 2 4k * 1 

е) 5x + 32 5(x- 1) + 8 j) 3(x + 5) = 3x + 15 0)6(y+2)-4=6y+8 


E9) Qual deve ser a relação entre a e b de tal forma que a equação em x 


230 admita a raiz x = 2 ? 





2x + 
Зх +2а – ы 


E10) Quantas raízes tem a equação em x (a? — х =a+1, quando a = -1? 


E11) Quantas raízes tem a equação em x (m— Dx = т? +1 quando m = 1? 


E12) Determine a de tal forma que a equação (a — 1)x = b seja determinada. 


E13) Calcule o valor de k que torne impossível a equação em y: 
k?y — k? = 2k + ky 


E14) Determine o valor de a de tal forma que x=5 seja solugáo da equacáo 
ax + 3 = 12 


E15) Determine m de tal forma que x = 2 seja solução da equação em x: 
mx + 5 = 7 — 2x 

o q tom? 
E16) Dada a equação em x Кх = k + 1 + x, qual é o valor do parâmetro ка 
impossível? 


E17) Qual condição para que a equação em x abaixo seja determinada? 


(x - b) - (x — a)2 = a2 — b2 


рр” 
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£18) Resolver a equação | 

x-l 12-3 m ri 

a 84 5 2 8 


Equações equivalentes 


Certos problemas podem solicitar para que seja calculada uma condição de modo que duas 
equações sejam equivalentes. O problema não apresenta dificuldade, apenas é uma questão de 
nomenclatura, mas de fato quem não conhece a nomenclatura não consegue resolver O 
problema. 


pizemos que duas equações são equivalentes quando suas soluções são idênticas. 
Exemplo: São equivalentes as duas equações: 


x*5-8,e 
9x — 4 = 2 


Já que ambas têm como única solução, x = 3. 


É claro que não basta encontrar uma solução comum, é preciso que tais soluções sejam em 
mesmo número. Por exemplo, as equações 2x = 6 e (x — 1)(x — 3) = 0 não são equivalentes, 
pois apesar de terem uma solução comum (x = 3), a segunda equação tem também a solução x 
= 1, que não é solução da primeira. 


Inequação 
Uma inequação é uma sentença matemática, na qual os dois membros não estão relacionados 
por uma igualdade, mas sim, por uma desigualdade. Exemplos: 


x+5%3 

4x + 3 > 18 

2x + 9 < 15 - Зх 
x? > 4х + 7 
x-a S 4(x + b) 


Este livro traz capítulos dedicados ás inequações (capítulos 12 e 17), mas por hora, precisamos 
utilizar o tipo mais simples de inequação, que é aquele que tem o sinal de diferente (7). 


Exemplo: . 
Determine os valores de m de tal forma que 4 equação em 
4mx = 6 — 8x 


x tenha uma única solução: 


Inicialmente devemos reduzir a equação à forma ax = b: 
4mx = 6 – Вх 

mx + 8x = 6 

(tm + 8)x = 6 

Para que a equação tenha uma única solução (possível e determinada) basta que tenhamos 
аж0, ou seja, 


4m * 8 £ () 
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Para resolver este tipo de Inequação, com 


— — ma е 


na resolução de uma equação, porém m ШЇЇ б № 
(#), operamos exatamente como | unen ШО 
] 


Trata-se de uma inequação em m. 


ao invés de “=”, dT 
4m +8%0 

4m 2-8 

m *-8/1 

m 2-2 


> 77 W s 
Para que a equaçào seja determinada 6 necessárlo que m É 2 


Resposta: m 7-2 


Exercícios 
E19) Resolva as seguintes inequações 
a) 4x +2 10 f) Determine po q para quo a equação abalxo soja posslvo| 
(5p-1)x+q-3=0 
b) 5x + 18 # 13 g) Determine m o p para quo a equação soja posslvol 
4y(3m = 1) ~ 10m = бр 
c) 5x + 9% 3x + 17 h) Determino c para quo a equação om x tonha uma única solução 
(20 + 5)ºy = (2c + 5)(26 = 5) 
d) 4(x + 3) É 2(12 - x) |) Resolver a Inequação 
(3x + 1)/2 % (2x = 1)/(3 = 1) 
e)4(1 - m) É 3 - 4(2 - 2m) |) Resolver a Inoquação 


V х 
14 1 


e 


` 


Equação fracionária 


Equações fracionárias são aquelas que possuem incógnita no denominador, Ao resolver n 
equações ë preciso aplicar uma restrição: os denomlnadores precisam ser diferentes de vero 
Isto recai em inequações, e devem ser eliminadas da solução, aquelas raizes que nnulariam д 
denominadores. Isto se chama "exclulr as restrições”, 


МШШ 


Outra providência ё usar a “eliminação de denominadores”, que consiste em reduz 


. "^ n e Іт А 0 4 
frações ao mesmo denominador, e a segulr trocar todos os denominadores por! 
eliminar os denominadores, 


Exemplo: 

Resolva a equação 
m2, | 3 
Х-1 x-2 2 


iile 
Note que existem Inc pación 
хи ) | "0 
| рийн no denominador, portanto tratase de ama equação и 
AM! 
( 


Inicialmente verilicamo ион" 


N ан restições noy (| lenomin 
. ono nm ч ceno 
ser diferentes de zero: minadores, ou неја, o 
х-1#0 хў | 
x-2*092 x 22 


4 
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um Р p ( : : л E их rn 
Portanto, X ий e x É 2. Isto significa que depois de encontrada a solução, teremos que 
eliminar soluções que eventualmente recaiam nesta restrição 














Equações lracionárias nem sempre recaem em equações do primeiro grau, podem recair em 
equações mais complicadas, 
O próximo passo e reduzir todas as frações ao mesmo denominador. Isto equivale a operar 


com frações algébricas. Temos que determinar o MMC entre os denominadores para reduzir 
todas as frações a este denominador comum: 


Denominadores: (x — 1), (x — 2) e 2 


MMC = 2(x — 1)(x — 2) 


Sendo assim, os denominadores deverão ser multiplicados, respectivamente, por 2(x — 2), 2(x — 
1) e (x - 1)(x — 2): 


x-2 l 3 
— —+—--T 
х-1/ x2 2 
i /X(x -2) ` (х1) Z(x- x -2) 


Agora todas as frações estarão com o mesmo denominador, e os numeradores estão 
recalculados, j& que foram multiplicados pelos valores que completavam os denominadores 


iguals: 


2(x - 2Yx - 2) 2(x-1) | 3(x-1Yx-2) 


—— 5 + 


2(х-1Хх-2) 2x-1Xx-2) 2(x—1Xx-2) 





Agora será feita uma operação que só pode ser realizada em equações ou inequações que 
usam o sinal “Z”: a eliminação de denominadores. O conceito básico envolvido é que: 


se 1-2 entáo x = y, Ou seja, o denominador pode ser eliminado. 
a a 


No caso ficaremos com: 
2(x —2 Xx -2)-2(x —1)= 3(x - 1x -2) 


Uma vez que os denominadores foram eliminados, fica mais fácil prosseguir com a resolucáo 
da equação. Desenvolvendo os produtos, teremos: 


0° —4x+4)+2(x—1)=3(1? —3x +2) 
2x! -8x -8--2x -2 2 3x? -9x 6 


— х? +3x=0 


Observe que esta não ë uma equação do primeiro grau, entretanto podemos resolvê-la através 
de fatoração. Fatorando a equação (que na verdade é do segundo grau), temos: 


x(—=x+3)=0 


E s 4 
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АЖ ааьан 

Para que um produto de dois fatores seja igual a zero, basta que um dos fatores eja 7er 
° y И, ( 

seja: АС 


x=00u 
-x+3=0 


Então a solução é x=0 ou x=-3. 

Temos que a seguir aplicar a restrição, ou seja, eliminar os valores que anular б 
denominadores. Verificamos previamente que esta restrição resulta em х#1 e 142, Portanto 
permanecem válidas as soluções x=0 e x--3. 


Resposta: S = (0, -3) 


Observe que uma equação fracionária pode recair em alguns casos, em uma equação que não 
seja do primeiro grau, como ocorreu nesse caso. 











Exemplo: 
a+b a-b 2a 4a 
- E = — 
x x a-b x 


O fato de existirem denominadores não é suficiente para caracterizar uma equação fracionária, 
Equações fracionárias são aquelas que possuem incógnita no denominador. Convencionase 
usar x, y OU z, caso não seja indicada qual letra é a incógnita. Neste exemplo temos a letra x 
no denominador, portanto trata-se de uma equação fracionária. A restrição no caso é х#). 
Observe ainda que temos um temo (a — b) no denominador. Devemos então prestar atenção 
em qualquer passagem que resulte em a=b. Tal passagem ou resultado não será válido, pois 
anularia este denominador. 


Antes de reduzir as frações ao mesmo denominador, observamos que é possível antes fazer 
uma simplificação. As duas primeiras frações somadas (podem ser diretamente somadas pois 
possuem o mesmo denominador, x) resultam em 2a/x, já que b será cancelado. À expressão 
fica reduzida a: 





Considerando que o parâmetro a seja diferente de zero, podemos dividir a expressão toda por 
2a, ficando com: 





- nador. 0 
Agora com a expressão mais simples, vamos reduzir as fracóes ao mesmo denominad 


MMC € x(a - b): 


l 


| 2 
A A a Ë, PESE, MN 
Ha-b) Y a 


Pp 
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a-b ja = ы Aa b) 
(0-0) a-h) Ma=b) 


Elimio 


a aht V = 2(a - h) 


y=a=b 


ando OS denominadores; 


Deve ser usada a restrição x%0, ou seja, devemos ter аЬ, 





Exercícios 
E20) Resolva as equações 
5 2 1 
а) 2-4--:- 
x x 3 
b) х-1 x-4 
х-4 x-6 
l 2 | 





— e e im eme 
-= 


Equação modular 


Sabemos que o módulo de um número re 
exemplo, |-5| = 5, e 13] = 3, 
complicado, pois podemos ter que 
seu interior ë positivo ou negativo. 


Exemplo: Resolver 
|»Х-5| «3 


Se o módulo de uma expressão vale 3, então 
então que abrir em dois casos: 


Caso A) 
Х-5-3 
X "345 
х=, 


A outra solução ë quando a express 


AAA 
4-2x х - 2л 
Х-3 x4 


ño no Interlor do módulo vale _3: 


322 


al nada mais ë que este nümero sem o seu sinal. Por 
10] = 0. Do ponto de vista algébrico, pode ser um pouco mais 
decidir como tratar um módulo, sem saber se o nümero no 


essa expressão pode ser 3 ou pode ser -3. Temos 


Scanned by CamScanner 





A 





Caso B) A 


x-5=-3 
x=5-3 
x=2 


À rigor, uma equação com módulo não é uma equação do primeiro grau, já que Precisa q 
tratamento especial, de abrir em dois casos. Entretanto, uma vez tratado o módulo esta 





























- о Аз А › À equaca 
modular pode recair em uma ou mais equações do 1º grau. À rigor também, as equações à 
módulo sáo matéria do ensino médio, mas aparecerao algumas ao longo deste livro. in 
Exercícios de revisão 
E21) Resolver as equações 
a)4x+6=x+9 f)8x+7=4x+27 k) 2x + 3 = 16 - (2x - 3) 
b) 3x *42 x + 10 g) 3(x - 2) = 2(x - 3) |) 3(x — 2) = 50 — (2x - 9) 
с) 3x 2x * 5 h)7x- 192 5x + 7 m) 2x — 22 = 108 – 2x 
d)3x=x+8 i) 5(x — 2) = 3x + 4 n) 7x — 70 = 5x - 20 
e) 3x + 10 = x + 20 j) 3(x - 2) = 2(x - 1) о) 19x — 3 = 2(x + 7) 
E22) Resolver as equações 
a) 8x - (x + 2) = 47 f) (2-9) – (х2– 16) +х=10 — k)3x-(x*10)-(x-3)7 14-x 
b) 4(1 + x) + 3(2 + x) = 17 9)x2-2x-3=x2- 3x + 1 ) 3x -2) + 2(x-3) +x-4=3x+5 
c) 33x — 70 = 3x + 20 h) 4- 5x- (1 - 8х) = 63 — х mx+1+x+2+x+4=3x+9 
d) 2(3x — 25) = 10 i) 5(2-x)+ 7x - 122 x * 3 n) (2x — 5) - (x - 4) + (x-3)=x-4 
e) 2(x + 5) + 5(x — 4) = 32 j2x-(3+4x-3x+5)=4 о) х2 + x — (2 - x -2) = 5(x + 3) +3 
E23) Resolver as equações 
a) x2+x-2+x2+2x-3=2x?-7x-1 f)20- x + 4(x - 1) - (x - 2) = 30 
b) 10x — (x — 5) = 2x + 47 g) 5x + 3 - (2x - 2) + (1 - x) = 6.(9- x) 
c) 7x - 5 - (6 – 8x) + 2 = 3x - 7 + 106 h) (2x — a) + (x — 2а) = За 
d) 6x + 3 – (3x + 2) = (2x- 1) +9 i) (x + a + b) + (x + a - b) = 2b 
e) 3(x + 10) + 4(x + 20) + 5x - 170 = 15 — 3x j) (x + 1) + (x + 2) + (x + 3) + (x + 4) = 50 
E24) Resolver as equações 
4,1 _ 2 1 ) 60-х 3х-5 3x k) 2x+1 4x1 3.9 
x+7 х41 x+3 14 7 4 4 lÚ 4 
4x x х-1 x«l 3х-4 3x-1 _ 6x— 
x+] x-2 8 18 2 16 
= - E -11 
)3х-1 2-х 6 h) 3116 180-5x m 6x—19 25-11 
11 10 5 4 6 2 3 
1+3 
, 2-2 — ei um 
d) : n pl 2 3 =0 y 2x2), x - 2 
x -l х-1 x«l Xt4 x6 x45 2 
_ 3x -1 20 
92(х-1)-4(45)-1 j) “aus 21-32 0) х-1 43—9X. 8 
3 7 Х-1 2x-1 6 


E25) Resolver as equações 
a) 27 + 3x = 9x - 27 0 3x + 45 — 17x + B2 7x - 13 - 5% 


b) 9x + 15 - 3x = 100 – 12x - 31 g) 28x — 21 + 42 — 28x = 22 - 4X 
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с) 13x- 94 + 12x - 36 + 7x = 18x + 50 
d) 15x + 18-8x-9+7x-23=0 
в) 21x - 42 + 5x- 15 = 11—68 + 4x 


E26) Resolver as equacóes 
а) 13x - 82x — 1) +7 = 17x + 5(2- x) - 14x - 4 
b) 12x + 5(3x - 2) + 13 = 8x - 6(3 – 2x) + 11x + 1 
с) 3m = 5(m + 1)= 2(7 – m) + 5m = 4(m + 6) - 17 
d)2p + 5- 4(1- p) = 8(p + 10) - 64 


PN W ӨРҮ Y 


П) 30k = 7) = 20 1 1) - 10 
) B(x ~ 13) - 19 = (X * 3) = 03 
) 18(x- 7) - 14 = (9x + B) + 12x 4 5 


f) 3x ~ 2x/3 = 6x - 22 
g) X2 — x/7 + x/5 = 78 
h) 13x = 8x/9 + 7x/2 = 15x + 22 
) (x + 5)(х + 3) = (x = 1)(x + 12) 





325 


e) 137 - 8(18 — 7x/9) = 5(x + 3) |) x - 20/3 - 8 + 45/5 = 3 + 17x/15 


OBS.: (e): Muitas vezes a reducáo para o mesmo denominador resulta em multos cálculos, Nada Impede 
que mudemos a ordem de execução das operações, visando reduzir os cálculos, desde que sejam 
obedecidas as propriedades matemáticas. Na questão (e), o caminho com menos cálculos consiste em 
manter a fração 7x/9, que se transforma em 56x/9, sem alterar os denominadores, e fazer todos os 
cálculos com os termos inteiros, para só no final tratar a questão do denominador, 


E27) Resolver as equações 




















a) (a—x)b+x)= a? — x° xb 
|) x-b | 3x - 5b 
(25-29 b 
x-b 
2 2 2 
9 (x-a) -(x-b) =2ab-2b g) (x-akx—b)-b(a—b)=x' + ш 
a+b 
qu 5x 1 1 Al а) 51-2) 
b a ba b x) a x 
d) x+a x-b 2b x h-x 
b а a b h 
е) 0+0 bx-a a b pa 920 __abla+b) 
b a b a a-b % 
E28) Resolver a equação 
3.4 1 1 
X x+2 5 5x 
E29) Resolver a equação em b 
l 
- 1 1 
a be 
E30) Calcule b 
1 
Az bh — 
) 1 
24+2 QA 
h+1 А+1 2h (D — 7 (E) 24 
o 89— (O h 
2A 2h + 
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2x-3 х-5 








(A) x=16 (B) x=33/2 (C) x=61⁄3 (D) x=34 (E) Impossível 


a+3b ` 27bc - 45-30 
3c-a 9c-q 3c+a 


3bc bc bc 
A | C) 0 D E) bc 
(А) 2b 4 2c 6) b+c Ө | i "me 


E33) Seja -Зх+а = |. Encontre o valor de a que torna a equação indefinida. 
+1 


E32) Calcule a em 











, sendo a, b e c positivos. 











(A) 44 (B)-5/4 (O-1 (0)38 (BA 
d 

E34) Dado que А = b — + e, resolva para 4 

C 


cÁ — ce 





(A) d=cA—be  (B)d-cA-ce-b (С) а= 
(D) а= (Е) d = bcA – Бсе 


E35) Calcule x ет 92-* = 27х*2, 


I8 12 
x-2 x42 
(А)2  (B-2  (C)-10  (D)IO 


E36) Calcule x: 








x!-4 x+x-2 x42 





xl =] 
ЕЗ7) Calcule x: L ла NN š 


(A) 1 (B) Impossível (С) 50u1 (D) 5 


E38) Calculer na equação A= 1 mnB 
Яг. 
| 


(А) —— (25998 c 1 ® mb 


I ыу 0 —— 

Á — mnB y у(4 ~- mnB) A+mnB 
E39) Calcule x em 3[ -3x + 4 —7(x + 1] =2x + 5 

(A)x-9/06 (B)x=-7/16  (C)x=-1444  (D)x=-916 (E) x--388 


p 
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«tulo 8 - Equações do 1º grau 
27 Resolva a equação -2х + 3(-2x — 6) = "m 9х 


ass ®л ©! 0-5 (вэ 


EA!) Resolver a equação 4x — 2(1 + x) 
(Bjo (C)! (D)2 


= 3(2x + 1) -5 
(A) 9 (E) 4 


Iva a equação em x: Х-3 2-5, 21, 
£42) Resolva a eq P > 

















(A) x = 60/29 (B) x = -60/19 (C) x = —12/7 (D) x = -6/29 
251 
Е43) Calcule xem: a = 2743 
| - 3a 1+ 3a 
= + 2ах B = C) x 
(A) x 1+3a ( ) X 27 ( ) TE 
1+3a -1-3а 
= E x= 
p) x 2ax š 1—2a 
E44) Suponha que x e y sáo nümeros reais positivos e que: 
xy = 1⁄9 
x(y+1) = 7/9 


у(х + 1) 5/18 
Qual é o valor de (х+1)(у+1)? 


Е45) Resolver 
x _ 2x— ] _x+l 


4 3 6 





E46) Resolver x+3 x+4 X*? 16 








2 3 4 
1 
2— 
5 2 
EA7 +4. 2_2. 
) Resolver x+3 x+! 2х+6 2x+2 
ei 
F48) Resolver 3.8 
9x-2 9 
4 


x 
F49) Resolver 2 > (х E ) 


Qual о уа “vel a equação: 
200 Іог деа que torna impossi | a equas 
a 


- a? = 2a + 2ay ? 





(E) Sem solucáo 


AM 
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е 
нь devemos 
er 





E51) Para que as equações (m - 2)x - (m - 1) = 0 e 2x — 4 = 0 sejam equival 
(A)m=2 (B)m-3 (C)m=4 (D)m=5 (Em-32 


E52) Escrevendo-se o algarismo 5 à direita de um certo nümero, ele fica aumenta 
unidades. Qual é este nümero? do de 24 


E53) Qual equação abaixo é equivalente a 4(2 — 5x) = 6x + 3(1 + x) ? 
(А) 29х =5 (B)8x=17 (С) 7х=5 (0)14х-17 (E) 23x=5 


E54) Quantas soluções tem а equação |5 + 3x| +2 = 1 ? 


E55) Resolver |8x + 4| +3 = 11 
(A)(-3, 1) (В) (-12, 3/2) (C) (-39, 1/2) (D) (1/2) (E) Sem solução 





E56) Resolver * .—34 1. 
x-1 х-1 


(4)2 (B)-1 (C)! (D)-2 (E) МКА 





1 -2 
+ 


E57) Resolver a equação — =-—— 
х-1 x«l x'-1 


FL X-A. Xt 





E58) Resolver a equação 


5 10 
(A) x=17 (В)х-63 (C)x=28 (D)x-52 (E) x=47 


E59) Resolver para x a equação a^x--4— b^ — 4х 


E60) Resolver 2 3 _ 12 


x-3 x+3 x*-9 











E61) Calcule a sabendo que гс E 


E62) Resolver 





x-2 х-2 x*-4 








E63) Resolver 22-12 
х-7 x+7 x'-—49 

















E64) Resolver Š 1 - | 203 


2 








E65) Resolver — 3 2-3 CA 
x+3 x'-9 3-х 


E66) Resolver 2x = 4x - | 


x+3 2x-3 
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сар! 

| Э 

E07) Resolver — Y 
— 





ау Resolver 
G8) ч х-3 


- 





l 
:59) Resolver 
E69) x+2 


LA 


E70) Resolver 


E71) Encontre x em 

















- Equações 2 
Liao Ao Ra NN BS 

x+2 
2x +3 

_ | 18 

х+3 x!-9 
D 

peo 3 

x-3 x^-x-6 
4x? +1 





2x43 4x! 4 4x-3 


3* 3*7! = 36 


E72) Se a=2 e b=3, entáo o número c, tal que 1/c = 1/а + 1/b é: 
(А) 203 (B)43 (C)3⁄4 (D)56 (E) 05 


E73) Se (2 + 3? - x 


= 12, entáo x vale: 


(А) -2 (B)-1 (С)1 (D9 (813 


E74) Ache sete números inteiros cons 


ecutivos tais que a soma dos primeiros quatro seja igual á 


soma dos últimos trés. 


E75) O valor de x que é solução da equação 


(x/3) - 1/4 = 2(x — 1) pertence ao intervalo: 


(А)0<х<1 (В)1<х<2 (С)3<х<3 (D)3<x<4 


E76) O valor de x 
(А) 2/15 (В) 1/7 


E77) Sendo S = (x e R | 1 


que torna verdadeira a igualdade 2x — [(х + 2/7] = (2/3) — x é: 


(С) 1/5 (0) 1⁄ 


foc + 1) + Vx = 1) = 0), 


(A) S náo possui elementos 
(B) S possui um único elemento 
(C) S possui dois elementos 


(D) S possui mais de dois elementos 


E78) O valor de x que é solução, 


igual a: 


nos números reais, da equação (1/2) + (1/3) + (1 А) = x/48 ë 


(A) 36 (B)44 (C)52 (D)60 (E) 68 


E79) A raiz da equação -— =- 


(A) -3/5 (В) 3/5 





х-1, 


(С) -53 (0) 53 


Е80) Se Х+З s y+], então 
4 


(A)x=6 (B)x=8 (С) х=-7 ( 


D) x = -9 


E 
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15x-1 1 


— — , então o valor de 3x + 1 é: 





5 20 


(4)1 (B2 (C)3 (D)4 
E82) 3/5 de um número, somados a 1/2 é igual a 2/3 desse mesmo número 
que apresenta esse número: | 


(4) 0 (B)1 (С) 20/33 (D) 33/20 


Indique à ops 
0 


(E) 15/2 


E83) Qual é o valor de x na expressáo 14 l 


TUM 





1? 
2 


(A) -3⁄4 (B)-28 (C)-12 (D)-3/2 (E) 473 
E84) Qual é o valor de x que torna a expressáo 0,25 - -0,4 +0,75x 
0,2 


= 0,5 verdadeira? 


(A) 0,25  (B)-0,15 


(С)0 (D)-0,5 (Е) -0,25 


E85) Numa fração, o denominador é 4 unidades maior que o numerador. Se 24 é adicionado 
ao numerador, a fração resultante será igual ao inverso da fração original. A fração ë: 


(A) 5Л (B)-72 (С)-15 (D)72 (E) 1/5 
CONTINUA NO VOLUME 2: 39 QUESTÕES DE CONCURSOS 
Exemplo: 


E86) CN 2005 - Em quantos meses, no mínimo, um capital aplicado segundo a taxa simples de 
0,7% ao mês produz um montante que supera o dobro do seu valor? 





(A) 140 (В) 141 


(С) 142 (D)143 (E) 144 


Respostas dos exercícios 


El) 


E2) 


ES) 


EA) 


E5) 


a)x=2 
b)x=4 


а)х= 7 
b)x = 3 


a) x= 4 
b) x= 5 
c) x = —2 


a) x = 10 
b) x = —2 
c) x = 1/2 


a) Indeterminado 
b)a=6 
c) x = 10 


c)x=3 
d)x=2 


c)y=9 
d)a=6 


d)x=4 
e)x=1 
f x=-1 


d)x=6 
e) x = 5/7 
f) x= -6 


d) x = 159/10 
e)x=7 
f) x = 23 


e)x = 20 
D x=5 


е) х= 27 
f) x = 36/7 


g)x=-5 
h) x = -12 
)x=0 


g) x = -11/3 
h) a = 25/8 
i) m = 3/4 


g) x=-1 
h)x=2 
i)X=3 


g)x = 10 
һ)х=5 


g) x= 2 
h)x=5 


px=-5 
k) x = -2 
)x=4 


j) y = 1/19 
k) x = 49/2 
) x23 


ђх=1 
k)x=3 
|) x= 3 
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capit" 
b) x = 1/2 Еи h)x=0 k) x= -37/13 п) Indeterminado 
c) x = -5/2 )х-3 i) x = 2/7 ) x = 13/111 0) x = 12 
gy a)x=12 с)х=-60 e) x = 14/3 gx-11947 )х=5 
b) x = 36 d) x = -24/13 f) x= 30 h) x = 4/3 j)x=5 
a) Impossível 0)х=5 9) Impossível j) Indeterminada т) т=0 
b) Indeterminada е) Indeterminada h) Indeterminada k) x=9 n) Indeterminada 
c) Impossível f) Indeterminada i)x=0 |) Impossível o) Indeterminada 
E9) 3a - b=46 E10) Infinitas Ell) Nenhuma El2) af] El3) k= 1 
ЕМ)а= 95 Е15)т=-1  El6)k=1 E17) a#b E18) x = 17 
El9) а)х#2 d)x£2 9) т # 1/3, р аиаідиег  j)xZ0 
ухХ7- e) m # 3/4 h) c # -5/2 e c # 5/2 
c) x Z 4 p* 1/5, q qualquer  i)x£-2 
(indeterminado também 
é possível) 
E20) a)x=21 d) x =-1 g) Impossível* j) x = -9/7 
р) x = 10 e)x=-4 h)x=a+b 
c) Impossível f) x = 1/4 i) Impossível* 
OBS.: Nas letras (g) e (i), as soluç6es encontradas devem ser descartadas porque anulam denominadores. 
E21) a)x-1 e)x=5 i)x= 7 m) x = 65/2 
b) x=3 f) x= 5 jx=4 n)x=25 
с)х= 5 9) х= 0 k)x=4 0)x=1 
d)x=4 h)x=6 ) x= 13 
E22 a)x-7 e) x=6 i)x=5 m) Impossível 
b)x=1 ђх=3 j) х= 12 п)х= 0 
с)х= 3 g)x=4 k) x = 21/2 0)x=4 
d) x= 10 h) x= 15 )x=7 
E23) a) x = 2/5 c) X e)x=5 g)x=6 )x=b-a 
b)x=6 d)x=7 fx=6 h) x = 2a ђх= 10 
E24) a) x = 4 e) x=2 i) x= —2 m) x = 5/2 
b x= 1 px=4 ]) х= 3/7 п) x = 3/2 
с)х=4 0) х= 17 к)х= -11 0) x = 11 
d) Impossível h) x= 12 |) x= 7/8 
E25) a)x=9 с)х= 10 e)x=0 g) х = 1/4 ий, 
b)x=3 d)x=1 f) x=-2 h)x=7 j) x = -185/9 
E26) a)x=9 c) m = 22 e) x = 18 g)x = 140 TRU 
b)x=5 d) p = -15/2 f x=6 h) x = 36 j) Impossível 


E27 a)x=aoua=b 


c) x= 1/(a + b) 


e) x = (a - b)(a + b) g) x = b3/(a+b)2 


i) x = bh/(h + b) 
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bx=(a-b/2 х= (а +b) f) x = 3b h)x=a+b 
OBS.: As equações fracionárias têm como restrição a de que os denominadores não pode а 

está implícito nas equações. Se uma equação original tem denominador а- b, então a _ bn: Aero, 1, 
zero. Isto não está claro, alguns professores exigem que o aluno explicite isto, outros consideran, Ode у, 
implicito. Por via das dúvidas, em provas objetivas, é bom checar essas condições, sendo que D esti 
vezes, a banca esquece de considerá-las. бта, 


E28) x = 8 ou x =-6 (Esta ё uma equação do 2° grau, cap. 13) 


E29) b = ac/(a - c) E30) (D) E31) (D) E32) (B) 
E33) (D) E34) (C) F35)x=-25 — E36) (C) E37) (D) 
E38) (D) E39) (B) E40) (C) EA1) (B) E42) (A) 
E43) (B) ЕА4) 35/18 E45)x-1/4  F46)x=11 | Eg)x=1 
Е48) x= 13/111 E49)x--4 Е50)а=2 E51) (B) E52) 27 
E53) (A) 


E54) Nenhuma, pois o módulo é sempre positivo ou zero, que somado com 2, nunca poderá 
ser —1. 


E55) (C) E56) Impossível - (E) 

E57) Impossível pois a solução x = -1 anula um denominador 
E58) (E) E59) x = (b? - 4)/(a2 + 4) 

E60) Impossível (a solução x=3 anula denominadores) 

E61) a = 1⁄2 E62) x = 5 E63) Indeterminado 


E64) x = 3 E65)x=-172  E66)x-3/7 E67) x =-6 
E68) Impossível. A solução provisória encontrada, x=3, anula denominadores 


E69) x=2/3 E70) x = -1/2 ou x = -3/2 


E71) х= 3 E72) (E) E73) (E) E74) 9, 10, 11, 12, 13, 1% ° 
E75) (B) E76) (D) E77) (B) E78) (C) 
F79) (C) E80) (C) E81) (B) E82) (E) 
ЕВЗ) (E) EB4) x *1/3 E85) (E) E86 (D) 


> 
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Capítulo 9 


sistemas de equacóes do 
primeiro grau 











Uma incógnita, duas incógnitas, trés incógnitas... 


As equações são ferramentas para resolver problemas. Muitas vezes devemos apenas resolver 
equações, outras vezes é dado um problema, para o qual devemos escrever as equações para 
resolvé-lo. 


Exemplo 1: 


Resolver a equação: 


A x 
2 3 2 


Solução: 


X xXx 
— q — = 
2 < +20 x 


Av-- x 41202 6x 
120 = Эх 
x=60 


Resposta: 60 


Exemplo 7 
m automóvel percorreu metade de um trajeto e parou para abastecer. À seguir percorreu 1/3 


est; рн ais 20 k stino final. Qu 
do restante e fez uma outra parada. Percorreu mais 20 km e chegou ao de al. Qual é a 


distância total percorrida? 


Solução; 

Muitos problemas na matemática são apresentados dessa forma. É dada uma situação, muitas 

vezes real, e pede-se que seja calculado um determinado valor. O aluno precisa ter a 

abilidade em escrever a formulação matemática (uma equação, por exemplo) a partir da 
Ustória contada”. 


= 4 
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O AL 
O número desconhecido, que em geral é a solução do problema, é norm BR, 


_ 1 almente 
x ou outra incógnita. As informações do problema permitem chegar 
Neste exemplo, chamemos de x o tamanho total do trajeto. Devemos expri, ir 
dadas pelo problema, em função de x, para chegar à equação que resolve o Pro 


O automóvel fez o percurso total em três etapas, realizando duas paradas 


percurso total de x e vamos calcular a medida dessas três etapas, em função de x Ch 


Percurso total: x 


1º etapa: x/2 (restam x/2) 
2º etapa: 1/3 do restante = (1/3) . (x/2) 
35 etapa: 20 


A soma desses três percursos é igual ao percurso total, ou seja, x. Daí montamos a equaçã 
0; 


A +Z +20= x 
2 6 


Resolvendo a equação encontramos x = 60 km. 


Um problema cuja solugáo é obtida a partir de uma equagáo do 1* grau é chamado problema 
do I° grau. Esse tipo de problema será estudado no capítulo 10. 


Existem problemas que apresentam mais de um valor desconhecido, por isso recaem em 
cálculos que envolvem mais de uma incógnita. 


Método da substituição 


No presente capítulo estudaremos os sistemas de equações do primeiro grau, que 54 

. - ° ° Р, š 1 nos 
conjuntos com duas ou mais equações, e com duas ou mais incógnitas. Os sistemas 
permitiráo resolver problemas mais avangados. 


Exemplo: | t 
Joáo tem o dobro da idade de seu irmao Pedro. Daqui a 10 anos, a soma das suas idades $ 


50 anos. Quais sáo as idades atuais dos dois irmáos? 


Solução: 2 dos doi 
O problema exige a determinação de dois valores desconhecidos, que são as мын оеп 


r : ° 2 O 
irmãos. É natural portanto que usemos essas duas idades como е 
Precisamos portanto conseguir duas equações a partir das informações do pro 


Idades: x (idade de João) e y (idade de Pedro) 


0 
as par 
zo é válida ape” 
1º informação: x é o dobro de y, ou seja, x = 2y. Note que esta equação € — elas. 
dia atual, já que as idades mudam com passar do tempo e muda a proporção 
22 informação: dentro de 10 anos, os dois juntos somaráo 50 anos. ‚ей 
oia É P 
: ão óbv!a: 

A 2º informação nos levará à segunda equação, porém não de forma ta 
analisar a informação para chegar à equação. As idades dos irmãos sao: 


Hoje: x e y 
Dentro de 10 anos: x + 10 e y + 10. 
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obviamente, ambos estaráo 10 anos mais velhos. | | 332 
Soma das idades em 10 anos: x + 10=y + 10 
О problema diz que a soma das idades será 50 anos, dentro de 10 anos. Então temos: 
x + 10 +у + 10 = 50 

x + y " 30 

Os valores x e y encontrados sáo as idades atuais. 


Aí está nossa segunda equação. Podemos assim armar o sistema: 
x = 2y 
( x + y = 30 


Este ë o sistema de duas equacóes do primeiro grau que resolve o problema. Neste capítulo 
faremos apenas a resolugáo de sistemas dados. No capítulo 10 faremos o servico completo, ou 
seja, dado um problema, montaremos as equações necessárias para chegar à sua solução. 


Usaremos aqui o método da substituição para resolver este sistema. Consiste em calcular o 
valor de uma incógnita em função da outra, em uma equação, e substituiremos esta expressão 
na segunda. Desta forma a segunda equação terá apenas uma incógnita, que poderá ser 
facilmente determinada. No caso: 


x = 2у Ə substituir x por 2y na segunda equação 

2y + y = 30 > 3y = 30 Ə y = 10 

Uma vez conhecendo o valor de y, fazemos x = 2y na primeira equação. 
x = 2y = 2.10 = 20 

Solução da equação: x = 20, y = 10 

Dada a solução da equação, chegamos à solução do problema: 


João hoje tem 20 anos e Pedro tem 10 anos. 


É importante observar que x e y nao são as idades de João e Pedro, mas sim, as idades de 
João e Pedro hoje. 


É conveniente usar o resultado encontrado e substituir no enunciado para verificar se está 
Correto 


Joã 9 tem (20) o dobro da idade de seu irmão Pedro (10). Daqui a 10 anos (20+10 = 30 e 10+10 
0), a soma das suas idades (30 +20) será 50 anos (OK?) 


bem como obter a solução do problema a partir da 


Ë < 
Onveniente fazer essa checagem, : | 
a do problema pode ser uma "armadilha para 


SOlucã | 
йо do sistema. Algumas vezes а pergunt » 
. » 1 | | 
traídos”, como “Quantos anos tinha Joáo quando Pedro nasceu: 


Ei 4 
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E f х+5у = 9 k) 6x- o, _ 
a) Зх + y = 40 | эхээуг-4 Ї Мун fa 


2x - y = 10 ЭГ 
b) 5x — 3y = 20 g) Зх – Sy = -0 ) lx 
9x + 5y = 39 Ax — 7у =-9 8х -5y=1] 
c) 6x + 35y = 76 h) 8x — y = 43 m) asar. 
8x - 21у = -34 7x * 2y - 26 7x + 4y = 99 
d) 5х + 4у = 14 i) 5x — 4y = 10 n) lix — I2y =. 
| 17, -зу-з1 7х + Зу = 14 Ax + by - 0 
e) 2x - Зу = -6 j) kek ly = 20 0) x+8y=0 
5x + 2y = 23 2x + 27y = 25 7x-3y=0 


Método da adiçao 


Este método de resolução de sistemas do primeiro grau consiste em somar, ou subtrair a 
equações, de tal forma que resulte uma equação com apenas uma variável. 


Exemplo: 


x+y=14 
pie 


Se adicionarmos as duas equações, membro a membro, ficaremos com uma equa 
apenas a variável x: 


ção com 


х+у+х-у=14+4 


2x = 18 

x9 

e oido 
Uma vez determinado o valor de x, podemos usá-lo em qualquer uma das equações 0 5 
para determinar y. Usando a primeira equação ficamos com: 


9+y=14 
y=14-9-5 


Resposta: х= деу = 5 


Exemplo: 
5x+y=]l (D 
3x+y=9 (II) 


J 
1 
: cof 
0 
| | иас” 
Nesse caso ë mais fácil subtrair as equacóes, o que resultará em umá nova ё 
, 


variável y eliminada, Fazendo então (1) — (II) ficamos com: 
9х +у- 3х-у= 11-0 


2x = 2 
x=] 
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capitulo 2— ——7 

pstituindo o valor de x na primeira equação: o 2337 
Su | 

5,1 + y = l l 

v Ü 

Resposta: x=ley=6 


e & & 0 S env iring л 

ezes as ын ções envolvidas não possuem um termo que possa ser cancelad 

ão multiplicar uma das equações para permitir o cancelamento ancelado. 
t C š 


podemos eliminar a incógnita y, multiplicando a equação (II) por 2 e fazendo (1) - (1). 
sx + 2y - (4x + 2y) == 23-20 (E) p Ф - qn 
x= 3 

Substituindo o valor de x na equação (II) — este caminho resultará em números menores — 


ficamos com: 


23* y = 10 
б= 4 


Resposta: x = 3 e y = 4. 


Exercícios 
E2) Resolva usando adigáo 
a) 4x + 2y = 0 f) 9x + 4y = 24 k) [soya 
| ix oy = 28 | ax 19y=8 -10x - 9y = 28 
Е = —¿ l) -7x + 5y = —8 
b r 9x- 5y = 22 g) пету { 
| 2 10x - 8y = -8 -3x — Зу = 12 


9x + 5y = 122 [ 
- x- 5y = 28 h) [4-3 


m) -8x - 8y = 8 
{ 10x + 9у = 1 


c) 
| Lx ay - -17 -6x - 5y 73 


0) 2х-у= 5 ) 
{ 5х + 2y = -28 


y = 7 – х 
-7Х — Зу = 12 п) { _ 
_6x - 5y = —9() -18y + 4x = -26 


9x - 2y =-18 


0) { —7x + yy = -10 
Bx — 7y = 10 ee 


e) f 10х + 6y = 24 j) 
| Gx + y = 4 


m ambas as equaçóes, em 


Método da comparação 
amos o valor d 
gualamos esses 


ta € 
Nenta mad e uma incógni 
de m "n ala 
étodo de resolução, calcul dois valores. 


Unção da outra incógnita. À seguir і 
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Exemplo: 5 
5x + y=11 (I) 


3x +y=9 (II) 


Neste exemplo, para evitar fracóes, fica mais fácil calcular o valor de Y nas duas em 
Cie, 


> у-11-5х 
(I > y=9-3x 


Igualando esses dois valores de y, ficamos com uma equaçao em x: 


11 - 5x = 9 – Зх 
2 = 9х 
х=] 
y=11-5x=6 


Resposta: х= 1 еу = 6 


Ехегсісіоѕ 
ЕЗ) Resolva os sistemas por comparação 
a) 5x – 5y = -15 f) -6x + 4y = 12 k) Ox + 7y = -94 
уа | 9x - y - 25 6x + 3y = -18 
b) -3x + Зу = -12 g) -9x — 5y = -19 |) -7x + 10y =2 
| зуи Зх — 7y 7-11 4x + 9y = 43 
c) -10x — 5y = 0 h) -5x + dy = 4 m) 2x — 4y = -18 
{ —10x — 10у = -30 { -7x — 10у = -10 { 1 + 4y/3 + 7х3 = D) 
d) —5x + 6y = -17 i) 3x + 7y = -8 n) -6 — 42y = -12x 
{525 Ax + бу = —4 {р тре 
е) х + Зу = ~] j) -4x —5y = 12 0) 6x + 3y = 12 
| 10% + 6y =-10 | ох +6y=30 бх - Зу - 0 
E4) Resolva os sistemas por qualquer um dos métodos ensinados 
a) 3x + 2y = 22 f) x + 3y =-12 k) 5х +3y=2 
{ х+зу-2 3x+y=4 3x+5y=3 
b) 11x-27y = -103 g) —x + 9y = 46 ) 5x + 3у = 2 
9х — 2y = -24 7х + 9y = -34 | х+у-5 
c) 2х + бу = -20 h) 7x + 9y = 52 m) -9x — 5y m 
эх t dy =-14 Lieb» Loser | 
= = 10 
d) -x t Bye М i) х-у-6 n) eo e 
7х + Ву = 30 3x + y = 33 4х + 15у 
е) 2 + 8x = 9 i т m + 3y 23 
| аста | гоог o Fe 
X — dy = 29 


REN Pp" 
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Jo 9 — 
Gp por qualquer dos métodos ensinados 
au ges0 "PE. с « 
Re qox e 2y = 79 f 2x + 3y = 13 k) р 
2) 0x e y > x-y-7-l y 7-12 + 3x 
2x — 4y = —2 
7x -2y7 11 g) 7х + бу = 18 ) 
b) 9x + Зу = 21 Эх — 7y = 34 [3-2 ^ 
à 5х + Зу = 29 h) | 4.6 -- m f 3x*4y--25 
w Ax + бу = — х+4у= —25 
х-у? ә x + бу = –18 | а + 15y =-72 
Ax - Зу = -20 ) ту I3 - 
4 Їл { y n í 5x+3y= 
f ок+у= 32 x-y=8 pao 
dr = 5 I < 
e) x + 2y 7? j) 3x — 5y = -36 0 7x -9v = 
gx + 5y = 11 2x — 3y = -22 ai Кы 
Е) Resolver por qualquer dos métodos ensinados 
: a f) {9-45 k) 10x + 2y = 3 
x+2y=3 8x — 7y = -43 | зх+зу=0 
b) 35X — 34y =-33 g) 9x — 5y = 9 ]) x + ду = 1 
34x - 35y = -36 { -y = 2х/5 – 6 5х — 2у = -11 
c) 3x + 4y = 2 h) 3x + 4y = 18 m) 5x+y=5 
Зх + 4y = -6 Ох — 7y = -17 6x+y=0 
d p 5x+3y=4 i) 3x+y=-1l n) x-2y=7 
Зх + 5y = -4 [x+4y=0 f х+у=-5 
e) 5х-у=4 j) + 4x = 16 o) 3x + 4y = 10 
9x + 3y = 22 9x + 5y = -10 9 = 6x — 3y 


i or. Devemos resolver as 
pode ser Zero. 
esar de 


m incógnitas no 
estrição de que né 
de sistema que é 
tas nos denomina 


O sistema fracionário é aquele que te 
equações como fracionárias, usando a r 
Antes dessas, é preciso conhecer шп outro tipo 
шин frações, estas não apresentam incógni 
considerados como sistemas fracionários. 


E7) Resolver os sistemas abaixo 
) (4-77? 


a) 3 — = "dt = 9 
nt o (arya Зх + 5y = 13 
š; . y r ux (y = V6 
2x+5y=1 f) gx + 4y = 2 j) { 
/ E = 1/4 
3x -6y = 2 [ 5:+9у=5 (1/8) - (2/5)y = Y 
C 
| f5x-8y=3 Әх + Gy = 5 
9) | 
2х+7у= 4 4х + 10у = 3 
jJ Lr. 
pw ) px? 
х- dy md Ох Зу”! 
o eliminar 05 


onveniente primeir 


éc _ 
o estilo ax * by = C. 


tre as equações, 
ples, n 


Cas 
0 exi 
stam | , 
denominadores numéricos en a 
forma mais sim 


епо ` 
minad 
ores e escrever cada equação nà 


AAA a. 
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8) Resolver por qualquer dos métodos ensinados | 
2v 5р l |) 
Ax 4 3 
7х 5y 13 


6v 5 v 


ü) ' 2 
7 3 
l 


T 
бг 
o | 
— 
— 


b) 7х бу 152 0) ез 
| 33 
15у-3х Ty-3x 88 


7 5 35 

















C) | ху Ney h) 


J.A I 
— Р” — 
GEN na 
| 
5 
~J 
1. 
< - t | CA 
| IX Ë 
„|| 6 
[o^ 
| 
| x 
- 
— | | 
i 
[| 
” „2 
e 4- 
Cn 











d) axv-5 , ) — Ll Y i -Эү 5 ) 
v-3y 11) 4х үд х-2у x*3y 17 
7 3 6 4 12 
l5x+l2y 2x-y 229 2х-у Зх+у _3y_10 
3 6 4 4 3 
e) 2x+y 7х-5у 5 j) X y l 
— e. JU U. D — + ы = 
4 22 2 a+b a-b a-b 
x Зу,104, Y шаг A l 
5 T 35 E 








a+b a-b a+b 


Método dos determinantes 


Dos métodos ensinados (adição, comparação e substituição), podemos considerar este método 


como o que resulta em menos cálculos para resolver um sistema. Este método ë usado apenas 
para sistemas lineares, ou seja, na forma abaixo: 


Ax + By=C 
A'x + Зу = С? 


Os números А '‚ Ве C' sà . ; 
‚ D, C, A’, B’ e C são os coeficientes da equação. Por exemplo, no sistema 


2x + 3y = 5 

7х-у=4 
Temos А-2,8-3,С-5, A' = 7, B’ =] eC'=4 
Esse método requer o cálculo de trés determi los de Ê h 
e Д,, dados por: erminantes de ordem 2x2, vamos chama-os 


dd 
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capítulo 9 - Sistemas de equacóes do primeiro grau 341 
4 P|- AB'-BA' 
A? A B 


() determinante do sistema (A) é lormado por qu 
, na primeira e па segunda equações. А primeira 
equação (Ae В) еа segunda linha usa os coefici 
para calcular O valor numérico deste determin 
primeira da segunda. No sistema do nosso exe 


atro números, que sáo os coeficientes de x e 
linha usa os coeficientes de x e y da primeira 
entes de x e y da segunda equação (A' e B). 


ante, multiplicamos as diagonais e subtraimos a 
mplo, temos: 


Ou seja, para calcular o determinante do sistem 
equações, na forma de um dispositivos com 2 linh 
coeficientes da 1º equação, e a linh 
coluna da esquerda deve conte 
coeficientes de y. Cada coisa em 


a, dispomos os coeficientes de x e y nas 
as e 2 colunas, sendo a linha superior com os 
a inferior com os coeficientes da 2! equação, sendo que a 


r os coeficientes de x e a coluna da direita deve conter os 
seu lugar. 


Agora calculamos os determinantes A, e A, dados por: 


A = а = CB'— BC' 
' IC B 
1 C 
A, -2 P = AC'-CA' 
| é 


Ou seja, para formar e calcular o valor do determinante A, substituimos em , 4 coluna original 
que tem os coeficientes de x, pela coluna formada por C e C", então fazemos a “multiplicação 
cruzada” para calcular seu valor. No determinante A, fazemos a mesma coisa, 
colocando C e С' na coluna relativa ao y. Ve 
nosso exemplo: 


porém 
jamos como é fácil fazer isso, usando o sistema do 


2х +3y=5 
7х-у= 4 


O método dos determinantes usa esses trës valores para calcular x e y, usando as fórmulas: 


im. 4 
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Isto permite resolver um sistema linear do tipo 2x2 com uma quantidade minima 








multiplicações, 3 subtrações e 2 divisões. de Cálculos ç 
Exemplo: Resolver o sistema abaixo usando o método dos determinantes. 
2x + 6y = 5 

{ 4х + 10у = 3 

2 
А = -20-24--4 

4 1 

5 6 _ _ 

A, = =50-18=32 > х = 32/4) = 8 

2 5 
A= 4 3 =6-20=-14 > y = -14/32= -7/16 





Resposta: x = -8 e y = -7/16 


Demonstracao 


Falta mostrar que o método apresentado ë algebricamente correto. Para isto, vamos resolver o 
sistema original com coeficientes A, B, C, A”, B’ e С” usando o método da adição, já 
apresentado. Teremos que multiplicar a primeira equação por B’ e a segunda equação por B, 
para entáo subtraí-las: 


Ах + Ву = C 
A'xt*By-C 
Multiplicando as equações respectivamente por B e B”, e subtraindo-as, ficamos com: 
AB'x + BB'y = СВ 
BA'x + BB'y = BC 
Com a subtração, o termo em “y” cancelará, ficando com: 
AB'x - BA'x = CB’ - BC 
х = (СВ - BC'(AB' - BA) 


note que CB’ - BC’ é A,, e AB’ — BA’ é A. Ficamos então com 
x = AJA. 


O mesmo cálculo feito a 
levaria a uma equação que 


y = AA. 


+ 
. 
' 
4 
5 
h 
4 
+ 
| 
| | d 
; 
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| | _ incógn 
partir do sistema original, com a eliminaçao и 
resultaria по valor de y: 





—  —c < o NN 








cuidado com a “pegadinha” das posições trocadas 


algumas vezes uma 27 de P. sistema pode ter trocadas as posições de x e y. Por 
Ї : ntar x = 1 2 « ‹ — ^ ~ 

exemplo, aprese do à y dad a de “2x + 3y = 5”. É claro que ambas são 
equivalentes devido bu aa оса comutativa da adição, mas um aluno distraído pode prestar 
mais atenção nos números que nas letras, e acabar confundindo com “3x + 2y = 5”, o que 
estaria errado. Isto € — perigoso quando usamos o método dos determinantes, 
ue visa somente os coe icientes. Ё bom que você se acostume a prestar atenção nessa ordem 


(ipicamente escreve-se o termo em x antes do termo em y), para nào “cair nessa”. 


colocando em evidência 


Uma grande simplificação no cálculo de um determinante é colocar valores em evidência. 
Podemos colocar em evidência valores dentro de uma linha em dentro de uma coluna. 


Exemplo: 

Colocando em evidência valores nas colunas e nas linhas: 
17 18 1 18 1 3 1 3 

а -17х -6х17х|, |=2x6x17 =2x6x17x(1-3 
34 12 ba pesar jenem dE 

















Inicialmente colocamos 17 em evidéncia pois este valor é divisor dos elementos da coluna 1 
(17 e 34) 


A seguir colocamos em evidéncia 6 na segunda coluna. Finalmente na segunda linha pode ser 
colocado 2 em evidéncia. Ficamos entáo com um determinante muito mais simples e que pode 
ser calculado mentalmente (1x1 – 3x1 = -2). Temos ainda a vantagem de obter o determinante 
na forma de um produto, o que facilita simplificações posteriores. 


A demonstração desta propriedade é simples, baseada na propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à adição. Lembre-se que isto pode ser feito apenas com linhas ou 


colunas, mas não com diagonais. 


Exercícios 


E9) Repetir o exercício E7, porém us 
comodidade os sistemas foram repetidos abaixo 


ando na resolução, o método dos determinantes. Por 


a) Зх - 4у = 3 е) 7x - 5у = 2 ) dx - 7у=9 
| эх-5у-2 Зх + 4y = 3 Зх ®ду 1 
b) үдхжБу-1 f 3x + 4y = 2 j) (1/2)x + (4/8)y = 1/0 
x 6,22 | 59-5 (1/8)x - (2/5)y = 1/4 
9 үлх-8у-3 0) 2x+6y= 5 
2x + 7y = 4 4x + 10y = 3 
0) гет h f 7x+3y=5 
х- Зу = 4 0x — 5у = 7 


Á 
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344 O ALGEBRIST, 


Lembre-se que o método dos determinantes ensinado aqui é apenas para sistemas 9x9 
forma simplificada, com coeficientes A, B e C. O método dos determinantes pod E 
o ° 1 д 2 i e 
generalizado para sistemas com 3 ou mais equações, mas е preciso aprender a ca] йг 
. . r г а . r . C 
determinantes 3x3 ou superiores, o que é matéria do ensino médio. ar 


Sistemas literais 


Sistemas podem apresentar múltiplas letras. Normalmente sáo usadas letras x e у, m 

qualquer outra letra pode ser usada. Eventualmente letras podem representar ss 
numéricos, ou valores conhecidos. Por exemplo, se urn sistema tem duas equacóes e letras | 
у, а e b, tipicamente x е у sào аз incógnitas, е as demais letras sáo valores conhecidos, O 
cálculos devem ser feitos usando as técnicas de operações algébricas ensinadas nos capítulo; 


anteriores. 


Exemplo: 
x +y=3a+2b 
| х-узса-3Ь 


São duas equações, e quatro “letras”: х, y, a e b. É de praxe usar as letras x, y, z como 
incógnitas. Nesse caso, devemos calcular x e y, em fungáo de a e b. 


Somando as duas equacóes ficamos com: 


9х = Ба – b 
х = (5а – b)/2 


Subtraindo as duas equacóes originais, ficamos сот: 


2y = a + 5b 
y = (a + 5b)/2 


Resposta: x = (5a — b)/2, y = (a + 5b)/2 


Exercícios 
E10) Resolver os sistemas 
a a’ +ab+b? 0 f xa+yb-=(a+b)ab 
(a+ b)x—ay = ширээ a 
o xja — y/o = (b? - а) 
ax Ha +b)y = (a+b) 
a—b 
b) bla+b)—ab? y = a° 9) f 4x-my=m-4 


2 


(ab): aby == (2m + бух + y = 2m +1 


c) (m+n) —(т-п)у = 4mn h) (a + c)x — by = bc 








= 2 х+у=а+Ь 
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à AN APP ) f (a+2b)x- (a - 2b)y = бас 
ls m п m+n 
" Y y 1 (a + 3c)y — (a — 3c)x = 4ab 
o Y 2 











men m-n m-n 


2! ах = bv = сі j) a(x + y) + b(x - y) = c 
NINE 
x v z d a(x - y) + b(x + y) = d 


Sistemas com 3 equações e 3 incógnitas 


Certos problemas podem recair em sistemas com 3 equacóes e 3 incógnitas. Em aplicacóes 
mais avançadas da matemática, fisica, quimica e engenharia, podem surgir sistemas com um 
grande número de equações e de incógnitas, a ponto de precisarem ser resolvidos por 
computador. Cabe ao aluno saber resolver manualmente, pelo menos os sistemas de 3 
incógnitas. Veremos agora como operar com sistemas do primeiro grau de ordem 3, ou seja, 3 
equações e 3 incógnitas. Esses sistemas podem ser resolvidos de diversas formas, inclusive as 
we apresentamos para os sistemas de segunda ordem. 


Exemplo: 


x-4y ASI (Т) 
x+y-z=- (LI) 
ie Sy 22 = + (ш) 


Somando as duas primeiras equações, membro a membro, ficamos com: 


"ur (ГУ) 


Agora vamos também eliminar z, somando a terceira equacáo сот о dobro da primeira, 
Ecando com: 


X-ty+22=10 
K+3y-2=—4 


y (V) 


чару duas operações não resolvem o sistema, mas permitem reduzir o sistema de 3 para 2 


“Ognitas. Ficamos assim com um novo sistema com duas equações em x e y: 


3Х-у-4 
3x-y=6 


() : 

" “stema pode ser resolvido por qualquer um dos métodos. Usemos o método da 
Mparação: 

бар : 

Da 91 equação: у= 3x— 4 (VI) 


““Quação: y = 5x — 6 (VII) 


bh. 


di 
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Igualando (VI) e (VIT), temos: STA x 


Зх — 4 = 5x – 6 
-2x = —9 
x=] 


Substituindo nas demais equações do sistema: 


y=3x-4 
у= 1 

x — 2y + z = 5 
1 - 2(-1)+z=5 
22 


Resposta: x = 1, y =-1,z=2 


O método geral é transformar o sistema de ordem 3, em 


equações e duas incógnitas). Resolve-se o sistema de ordem 2, encontrando duas das 
incógnitas. Finalmente substitui-se os valores das duas incógnitas encontradas em uma das 
equações originais para encontrar a terceira incó 
uma das técnicas apresentadas 
substituição. 


um sistema de ordem 9 (duas 


gnita. Neste processo pode ser usada qualquer 


E conveniente substituir os valores encontrados no sistema original, para conferéncia: 
| 

| 

! 

| 

| 1 . ~ - 

| para sistemas de segunda ordem: adição, comparação 01 


Uma técnica que sempre pode ser usada é calcular o valor da 1º incógnita (por exemplo, xn 
15 equação e substituir este valor na 92º e na 3º equações. Essas duas últimas equações 
formaram um sistema com 2 equacóes e 2 incógnitas (por exemplo, y e z), e цар 
resolvemos este novo sistema. Conhecendo esas duas incógnitas (y е z), voltamos 1 
equacáo para encontrar x. 


Exercícios 
E11) Resolva os seguintes sistemas 


à f x+y+z=6 0 f 2x-7y-52--25 
2х — y + 3z = 9 5x — 3y + 4z = 14 
3x+2y+z=10 9x + 5y — 6z = 30 
b) X-y+tz=0 g) 5x — Зу + 2z = -19 
2X +y+3z=] Зх + 7y - 4z = 27 
x х-у+ 22 = ] 8x - 4y – 52 = 4 
с) | х- 3у + 9 = 3 = 3 
h) 4x — Зу + 52 
2x+y- 3: = -8 3x  9y - 62 = 5 
OX + 2y + 7z = 5] 7х + бу -z = 8 


1 4 
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1х = 4y -82= 45 
5х + 3y — 3z = 24 
gx + 2y + 3272 


| _8х + Зу — 102 = -39 


mas de equações do primeiro grau 


) f 5x+4y-7z=4 
3х-у+22= 5 


347 


11x + 2y - 32 = 12 


o) j) 3x — 4y + 5z — t = 6 
5x - 4y + 9z = 41 х + 7y -z + t= 21 
x- 2y — 327-5 7x + Sy + 5z - Gt = 4 

2x + бу – 3z + 3t = 17 
E12) Resolver os sistemas 

8) x+y=l f x + 5y - 7z = 83 
y +z 2 9x — 2y + 3z = 50 

b) х-у+2= 9 g) x-2y + 22 = 11 
Зу = 4x - 18 3x + y — z = 12 
4⁄-15=x+y x + 2y + 3z = 29 

C) x + 2y + 3z = —12 h) 3x- y - 5z = -3 
x — y — 5z = 24 4у-х+2= 7 
Зх + 2y -z = 10 5х -у + 32 = 5 

0) l/x + 1fy =a i) x + 2y – 32 = -33 
lhe + 12=b -x+4y+z=-13 
ly + 1⁄2 = c 3x — 3y + 7z = 74 
OBS.: Substituir m=1/x, n=1/y, p=1/Z 

e) f 3x+2y=2 ) ( 5х+2у-2=3 
4x — 3z = 5 4х + Зу — 6z = -4 
5y + 6z = -4 x — y — 5z = —3 


Sistemas fracionários 


Sistemas fracionários são aqueles que possue 
normalmente e no final deve ser feita a restrição 








Exemplo: 

3 7 
3у-х 3х-у 
29... 5 
4х-3 4у-3 


dx y) = 7(3y - x) 
X ~ Зу = 2ly - 7x 
1бх = 24y 

х = ду/2 


Restricóes: 

3y — x # 0 > x # Зу 
3x-y # 0 Э yf 
Ax -320 9 x # 3⁄4 
Ay - 3 # 0 > y # 3⁄4 


m incógnitas em denominadores. Resolve-se 
dos denominadores serem diferentes de zero. 
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Desenvolvendo па 2? equação e trocando x por 3y/2: TA 
9 Эк 


(4y – 3) = 5(4x – 3) 
Збу — 27 = 90x — 15 
Збу – 20х = 19 
36y – 20.(3y/2) = 19 
36y – 30y = 12 


Observamos que esses valores nào afetam as restricóes. Caso fossem afetados por qua 
uma das restrições, a solução teria que ser eliminada. quer 


Resposta: x = 3, y = 2 


Note que um sistema fracionário é aquele que possui incógnitas em denominadores, Um 
sistema que possui frações porém com denominadores numéricos, ou mesmo literais mas sem 
incógnitas, não é considerado fracionário. A única diferença entre um sistema fracionário e um 
não fracionário é que no caso do fracionário é preciso levar em conta as restrições para que o 


denominador não se anule, ou seja, eliminar as soluções que anulam o denominador. De resto, 
o método se solução é idêntico. 


Exercícios 


E13) Resolva os sistemas 





a) l 1 20 b) | 1 
— + — = — — + — = 
X Y xy 4x 3y 
das: ND LONE DM 
8 2 y 2x 
c) 5х+7у 6 d) l 2 l С; 
x+ у x+2y-3 3x-2y+1 12 
3(z — x) =] 1 Е 1 ЗАЙ 
х-у+2 х+2у-3 3х-2у-1 12 
2x+3y=2 | 
25 
2 
е) а b c 
—+———=m 
X Y 2 
a b c 
—+—+—=n 
X у 2 
a b c 
X y z 


Pp 
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cistemas possíveis e determinados 
_ sistemas lineares possíveis е determinados (S.P.D) 
` n ou seja, um único valor de x e um único 
sempre chegaremos a uma resposta do tipo 
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única, 
cistema, 


são aqueles que apresentam uma solução 
valor de y. Ao resolvermos este tipo de 
x = valor e y = valor. 


para que um sistema 2x2 seja possivel e determinado basta que seja atendida a seguinte 
condição: 


Note que os sistemas indeterminados também são possíveis, porém apresentam infinitas 
soluções. Os sistemas determinados são possíveis e admitem uma única solução. 


Retas concorrentes 


As equações envolvendo duas incógnitas podem ser representadas por retas no plano xy. Duas 
equações são representadas por duas retas. Quando o sistema é determinado (e 
automaticamente, possível), essas duas retas são concorrentes, ou seja, encontram-se em um 
único ponto, que representa os valores de x e y que formam a solução do sistema. Nesse tipo 


de gráfico, as soluções são pontos (x, y) que estão simultaneamente nas duas retas, ou seja, 
satisfazem a ambas as equações. 


Resolver um sistema de equações nada mais é que encontrar os pontos de interseção dos 
gráficos das suas equações. 


Considere por exemplo o sistema formado 
pelas duas equações, cujos gráficos são 
indicados ao lado: 


y=2x+2 
y = —x + 10 


Nào ë necessário traçar os gráficos para 
solucionar o sistema, mas é interessante 
visualizar a soluçao como a interseçao dos 


gráficos. 





Os dois gráficos envolvidos são retas, pois são funções do 1º grau de x em y. 


y =2x +9 
Y=-x +10 


2x+2=-x +10 
Зх = 8 
x = 8/3 e y = 99/3. 


Note que as as estáo diretamente relacionadas com as solucóes do 


; posicóes relativas das rel 
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Retas paralelas: Sistema impossível | | 
Retas coincidentes: Sistema indeterminado, infinitas solucóes, 


Exemplo: 
Dé o ponto de interseção das retas у +5x+24=0e y+x+4=0, 


Solução: 

Basta resolver o sistema 
-5x — 24 = —x - 4 
5x+24 = х + 4 

4х = —20 

х= —5 

y7-x-4--l. 


A solugáo do sistema ë o ponto de intersecáo das retas. 


Resposta (-5, -1) 


Sistemas impossíveis 


E também usado o termo “equacóes incompatíveis”, caso em que é impossível encontrar 
valores que atendam às equações simultaneamente. Considere um sistema muito parecido com 
aquele usado como exemplo no tópico anterior: 


[rant 
2x + 4y = 11 


Este é um sistema impossível (5.1). Note que o primeiro membro da segunda equação “a 
dobro do primeiro membro da primeira (2x + 4y é o dobro de x + 2y). Entretanto, O segundo 
membro da segunda equação não é o dobro do segundo membro da primeira equação 1 
não é o dobro de 5). Isto é uma contradição que resulta em um sistema impossivel Ness 


exemplo, se subtrairmos da segunda equacáo, o dobro da primeira, ficaremos com 07^ 
que é impossível. 


{ -2x — 4у =-10 
2х + 4у = 11 
0=1 


Chamando de A, B, C, A, B’ e С? Os coeficientes das equacóes, na forma: 


Ax + By = С 
Ax + By = С? 


O sistema será impossível se. ^ B С 
i = 4 E Bp т C » Sendo C e С? diferentes de 2610: 


Para C e C', valores como 1 
e 0, 
impossíveis. ou 0 e 1 (ou qualquer outro valor diferente 


Scanned by CamScanner 


a 


capítulo 9 - Sistemas de equações do primeiro grau 351 
Retas paralelas 


equações que formam um шеша impossível são representadas por retas paralelas, ou seja, 
não existe um ponto (x, y) que esteja simultaneamente nas duas retas. 


y O fato de termos A/A’ = B/B’ implica que as 


retas tenham a mesma inclinação, mas o fato 
deste valor ser diferente de C/C” implica que 
as retas sejam diferentes, a retas paralelas 


diferentes não possuem um ponto de 
encontro. 


Sistemas indeterminados 


Um sistema linear com n incógnitas precisa de n equações independentes para determinar a 
sua solução. Considere por exemplo o seguinte sistema de 2º ordem: 


koca 
2x + 4y = 10 


Para encontramos duas incógnitas, precisamos de duas equacóes independentes, ou seja, duas 
informacóes. Ocorre que neste caso, a segunda equacáo nào traz uma nova informaçao, pois 
esta nada mais é que a primeira equação escrita de uma outra forma. É óbvio que se x + 2y 
vale 5, entáo o seu dobro, que é 2x + 4y, valerá 10. Portanto a segunda equacáo náo fornece 
uma informagáo nova. À pesar de existirem duas equacóes, a segunda nào conta, pois é na 
verdade uma espécie de “repetição” da segunda. 


Sendo assim, o sistema fica indeterminado, ou seja, não há equações suficientes para 
determinar os valores de x e y. 


Nesse exemplo, o sistema admite infinitas soluções, ou seja, é um sistema possível 
indeterminado (S.P.I). Podemos citar algumas soluções, como x 1 e y = 2, ou x = -15 e y = 
10, ou x = 0 e y = 2,5, e ainda infinitas outras. 


Para que um sistema linear 2x2 seja indeterminado, é preciso que uma equação seja múltipla 
da outra, ou seja, tem que existir um fator k, tal que os termos da segunda sejam iguais a k 
vezes 08 termos da primeira. No nosso exemplo, vemos que os termos da 2* equação são 
iguais ao dobro dos termos correspondentes na primeira, ou seja, k = 2. Também é correto 
"rd que os termos da primeira sáo a metade dos termos da segunda, nesse caso, teríamos k = 


»J, 


Uma outra forma de definir a condição para que um sistema 2x2 seja indeterminado é a 
Seguinte: chamando de A, B, C, A’, B’ e C' os coeficientes das equações, na forma: 


Lax наг 
Ах» By = Ç 


i. — 


Scanned by CamScanner 





Á 





9А, 


20 | ST 
352 4 B _ C sendo C e С” diferentes de Zero. A 


O sistema será indeterminado Зе: 2 р (C 


U 
dicáo para que O sistema seja indeterminado е. 
zero, a condiç | 


Se C e С' forem iguais a | 
nsidere o sistema. | 


4. В рог exemplo co 


A P | 
x+2y=0 | 
2x + 4y = 0 | 


~ 


- o sistema seja indeterminado é 4 3 
> condiçao para que + a 
Como C e C valem zero, à 
“nfinitas soluções, como X ‚ etc. 
encontrar infini | 


. ` Y 3 
ser iguais, e os números C e C’ devem yr 


e C/C seja igual а A/A'-B/B'-C/c^ 


Podemos portanto 


Resumindo, os valores de A/A” € B/B’ têm мж 8 
ambos iguais a zero, ou então assumirem valores tais q 


Dois exemplos de sistemas indeterminados: 


x+2y=0 
Әх + 4y = 0 


x+2y=4 
| охэау-8 


Essas duas condições são as mesmas que dizer que existe um K real diferente de zero, tai que. 


A'-KA, B=KBe C= К.С 
Nesse caso, se C for zero, obviamente C' também terá que ser zero, e A, А, B e B’ terão qu 
ser diferentes de zero, caso contrario não teremos equações com duas incógnitas. 

u 
Com sistemas 3x3 e superiores, a condição para que seja, determinados, indeterminada O x 
impossiveis sáo muito mais complexas. Este tópico é objeto de estudo da pon тээ 
disciplina que ë estudada по curso superior. Мо ensino médio 6 apresentada je ordem 
álgebra linear básica, mas não suficiente para discussão dos sistemas lineares estin 
superior. Por isso a discussáo de sistemas lineares, nos ensinos fundamental e médio, ™® -ico 
se a sistemas 2x2. No ensino médio é possível um estudo parcial do assunto, usan йн ел 
chamado “determinantes”. O assunto ë complexo, e é possível, por exemplo, qué tras duas 
3x3 forneça uma solução determinada para uma variável e indeterminada para aem 
variáveis. Por isso o nosso estudo será restrito aos sistemas 2x2. 


Retas coincidentes 


| ida 
Quando é obedecida a relacáo 4 = B = significa que а mesma reta foi fornet 


A В 
vezes, a menos por um fator multiplicativo. 
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t a segunda reta nào traz 
açao nova, é a mesma coisa que 
lornecer uma única equacáo (uma única reta, 
ou duas retas coincidentes). O gráfico das 
equações de um sistema como este é 
formado por duas retas coincidentes, ou seja, 


y Sendo assim, 
j inform 


: todos os pontos sáo solucoes. 
Exercícios 
El4) Classifique os sistemas abaixo como determinado, indeterminado ou impossível 
a) 5x — 5y = 10 f) -6x + 4y = 12 k) 8x + 7y = -24 
par Pe. бх + Зу = -18 
b) -3x + 3y = 12 g) -9x — 5y = -19 i) -7x + 10y = 13 
3x + 9y = 30 { зх-ту--п 4х + 9y = 22 
C) —2x — 5y = 10 h) -5x + dy = 4 m) x —y = 10 
| -10х-10у--30 { —7x — 10y = -10 2x — 2y = 21 
d) -3x + бу = -15 i) 3x + 7y = -8 n) x — 4y = 12 
x — 2y = 5 4х + бу = —4 [xt ey = 
e) х + Зу =-1 j) Ax —5y = 12 0) 6x + 3y = 12 
10x + 6y = -10 —8x -10 = 30 бх – Зу = 0 


Е15) Determine о valor де £ para que o sistema abaixo não tenha solução 


{ жх-зу=7 
2х-5у=3 


A2 (5 (Оз (р)-ов (B-12 


E16) Determine os valores de m e p para que o sistema abaixo seja indeterminado 


X+6y=p-3 


E | ; ; 
7) Calcular pek para que o sistema abaixo seja indeterminado 


X - ру = | 
lx+y=k 


Elg ' ë 
) Calcule m e P para que o sistema abaixo seja impossível 
| б татна 
AP 


| - у = 1 


E19 . 
) Determine k de modo que as equações abaixo sejam incompativeis 
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(Bk — 13)x + 5y = 10k + 8 


7x – 2y = 12k + 14 


E20) Determine os valores de a e b para que o sistema abaixo seja impossível 
Зх — ay = 6 
2x + 4y = a + 2b 


E21) Determine Ё para que o sistema abaixo seja indeterminado 


| ty и 
kx + 9y = 21 


E22) Calcular os valores de a e b para que o sistema abaixo seja indeterminado 


ax + 12y = 15 
12x - 16y = b 


E23) Determine z de modo que o sistema abaixo tenha uma infinidade de soluções 


mx — бу = 5m - 3 
2x + (m - 7)y = 29 - 7m 


E24) Determine m de modo que o sistema abaixo nào tenha solucáo 
m(x + y)=5- y 
m(y + x + 1) = 12 — 2(3x + 2y) 


Exercícios de revisão 


ALGEBRI Sy, 


OBS.: Em geral vale a pena simplificar uma equação, dividindo todos os seus valores por um mesmo 


número inteiro. O resultado é que ficarão números menores, de cálculo mais fácil. 


OBS.: Em geral vale a pena multiplicar toda uma equação por um mesmo número inteiro, para evitar as 


frações, tornando o cálculo mais fácil. 


E25) Resolver os sistemas 


a) 2x+y=] 0 x/9 + y/7 = 1/21 k) -8x + Зу = 17 
7x + 8y = 19 x/12 — y/8 = -5/24 7x + 8y = 34 
b) 7x/6 + 5y/3 = -64 9) 12x + бу = 48 ) [ x/y = 3⁄4 
7x/8 + у/8 = 33 -2x + 7y = 16 5x - 4y = -9 
c) 10x + 4y = 2 h) | x-3y=4 т) [ t 
20y - 5x = 5 5х *2y = 8 x/2 + y/3 = XY 
9 f 2x-6y=-2 ) | х-зу- п) 
-3x + 18у = 78 3x/4 — y = 2 
e) 3x-y=1 j) [ay +x-a 0) { 
2y-x=8 x — y/2 = —2 
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— Resolver 05 sistemas 
000)! 
ХЭГ X— у _ f) 
š з: =— pz = Za 
a+b a-b 
x XV 214 х-у. X+y 
3 2465 a+b 
) ( 45x12 3, « 9 f 104х 3x-y 
2 A — 2X —3 
5 3 1 
-6 2x-5 _ E 
S mi NEC ai) LN, Sy 5-3 3x-4 o 
2 3 2 
3 f x.) D | xty,x-y_, 
4 5 5 3 
2x+1 y-3 Их-9у _„ 
3 2 17 
0) x-2 y ll ) x+y 3х-4у o 
3 2 2 2 5 
х-3у-1 4x-7y+4 
Гаа 4 шижин 





j) а2х – Ьу = a? + ab + b? 
9 ( x. > був 
3 2 
2x+1 у-3__1 
3 2 6 

E27) O sistema 
2x - My = 6 
Px+4y=14 


Tem solução x=6 e y=2. Encontre M e P 


E28) Resolva O sistema de incógnitas x € y: 


В, Infinitas soluções 
xa]; = 
С] | 9/7 еу = 15/13 


mpossíve] 
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(D х=1еу=-1 
(E) Nenhuma das respostas acima 


E29) Se x e y satisfazem ao sistema de equações 
1 

—x+y=0 

2 

х-у-3 

Determine х + y 


(А)-2 Bai (00 (D! (E? 


E30) Sejam x, y e z nümeros reais que satisfazem às equações. 





1 1 1 1 d 
x+— =— y+—=—— ZN E 
y 5 x o xy 3 
| Encontre = 
| Х-2 


“AB (82 OQ DL (97/15 


3x + 2y = 8 
5x — 3y = 45 


(А) (6,5) (B)(-65)  (O(6-) 0) (65) 


E32) O sistema 


2x -3y-4 
-4x + бу = -8 


| 

f . ^ ~ 
| ë indeterminado. Dë uma de suas solucóes 
I 


| ЕЗ1) Resolva о sistema 
| 
| 
| 


E33) Determine o valor de a para que o sistema tenha uma única solução 


J2ax +10y =30 
J8x + 5у =23 


ЕЗ4) Determinar оз parámetros а е b de modo que о sistema abaixo seja indeterminado. 


ax — by=4 
Зх + ҳу = 1 


ЕЗ5) Qual ё o valor negativo de a que torna indeterminado о sistema: 


асов 
ах + у +2 = 0) 





E36) Determine Ё para que o sistema abaixo seja indeterminado 
mx + (k - 2)у = k 
(К + 2)х + Зу = 1 


| i 
И 
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m e p de modo que o sistema abaixo seja indeterminado E 














poem as equações sejam incompatíveis 

b) 

"T etermine k para que no sistema abaixo, os valores x e y sejam iguais 
pu = 6y =k-=1 

[ ox + Зул 11 


ри) Determine k para que o sistema abaixo seja indeterminado 


Гао 
(k-4)x + 2y = 4k +3 


E41) Determine a рага que о sistema abaixo seja impossível 


de dy = -1 
ax+6y=a 


F42) Determine m de modo que as equações abaixo sejam compatíveis 
mx + y = ] 

x + y = VA 

X — y=m 


E43) Para quais valores de a e bo sistema abaixo ë indeterminado? 
2x _ 3y =a 
4x + by = ]0 


EM | 

) Calcule o valor de m para que o sistema abaixo seja impossível 
Mx + у =7 
13x + 26y = 9 


3x ч ky 
12у E kx _ | 
FAG 
Qi 
Jual ë o valor d emus 
Mx.) O parámetro m de modo que os sis 
“my = | 


Mx + 
“my = 9 


E 


P". 


e modo que o sistema abaixo seja indeterminado 


‚ ЖЕ к 
abaixo sejam equis alentes: 





A 
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E47) Determine os valores de a e b que tomam equivalentes os sistemas 


[ 3v = 1х - y) 
y — (x + v) = 7/0 
e 
[ dx + by = 19 
ax + bv = 10 
E48) Calcule m e p de forma que o sistema seja impossível 
{ Зх + 2y = dm + I 


бх ~ (р + Ју = 1 


E49) А soma de três números inteiros e consecutivos é igual a S. Sendo x o menor desses três 
números, então tem-se: 


(А) S=3(x +1) (B)S=3x-1) (C)S=3x+1 (0) 5 =бх (ES-3x 


y=] 


- 
3 


E50) A sentenca pd =1 também pode ser escrita da forma: 
Э 





(А) 3xt2y—4=0 (В) 3x-2y+4=0 (С) 3х-2у-4-0 (О) 3x+2y+4=0 (Е) 3x-2y-8-0 


E51) Dividindo-se 70 em três partes, de modo que a primeira esteja para a segunda assim 
como 2 está para 3, e que a segunda esteja para a terceira assim como 4 está para 5, o valor da 


terceira parte é: 

(A) 16 (B)20 (C)24 (D)30 (E) МКА 

E52) O produto de dois números é 1125. Adicionando 3 unidades ao multiplicando, o produto 
passa a ser 1260. O maior dos dois números é: 

(А) 65 (В) 55 (С) 45 (D)35 (E) 35 

Е53) O dobro do número que aumenta 144 unidades quando se acrescenta um zero à sua 
direita é: 

(А) 72 (B)54 (C)48 (D)36 (E) 32 

E54) A diferença entre dois números é 24. Somando-se 5 unidades a cada um deles, o maior 


torna-se o quádruplo do menor. O maior número é: 


(А) 27 (В) 30 (C)40 (D)50 (Е) МКА 


E55) Sejam а e b dois números naturais consecutivos. Se 1/a + 1/b = 13/42, então о maior deles 
é: 


(A)4 (B5 (C)6 (0)7 (E)8 


3y 


E56) A interseção das retas A 4 +4=3 e | б 3 ёораг ordenado: 
+ 3 





2x-3y 3 
(А) (1,2) (B)(6,5) (С) (1, -0) (0) (6, -5) (Е) МКА 


“ 5 4 ic r 4 
£57) Existem alguns números de 4 algarismos com as seguintes características: 


a . " * 3 a ~ 
1") Os dois algarismos do meio são iguais 





A 
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capítulo 9 — Sistemas de equações do primei 
ro formado pelos dois res Pipa 
< М « ас ireita 


da esquerda. Exemplo: 122.1 


359 


é o do \ 
bro do número formado pelos 





sa O núme 
^5 Joarismos 
dor " aior deles 
хтсуч o mui à 


[5 
E58) gabendo-se que 4х — у = 5 e que 2x — 3v = 19 
` « K kasa ` "тэ / ` 
pid Um número inteiro N é composto de trés al 
^ : : ` es alexaris . 
“40 do algansmo das unidades con STHSIDOS cuja 5 ‹ ` 
розі T com o das dezenas, o nov abd 21. Trocando-se a 
e N. Calcule N. ‚ O novo número formado é 45 unidad 
5 ` ades 


Sabendo que x/y = 0,5; y = УБ Бч: а= 
` ¿0ex+y+z=7,14, determine o valor numérico de 2 


£00) 
gôl) Resolva o sistema 
3 y-1 
2 —=Ü0 
2 + 
| 
1 220 
т J 


E62) Qual dos sistemas abaixo tem (4, 3) como solução? 


(A) 4x +37 725 B) х+у=3  (С!-2х-у=5 
4x + Зу = 12 х + 5у = 19 x — у 2-2 
(E) B e C 


(D) Ae B 
de menor que o dobro do 


E63) Uma fração € tal que seu denominador é uma unida 
ultante será 


numerador. Se adicionamos 7 a ambos os termos da fração original, a fração гез 
equivalente a 7/10. Encontre à fração original. 
(А)7 (B) 713 (C) 03 (D) Não há informação suficiente 


3o soluções do sistema 


E64) Calcule a3 + ЪЗ, sabendo que à € bs 


x-2y=3 
Оту 1 
a4 3 (02 (D)! (E) 0 
E65) Resolver 
wtxty = 4 
xX+y+z=-5 


y+tz+w=0 
2twtx-2-8 


E66) Quantas soluções tem O sistema? 
2x - 35y =7 


E67) Se (1/2)a — 2(a + 1) 
A-1 jo (ous 0) 3? 


= 1, encontre à +b 


saeb+ (1/3)(b - l) 
(E) NRA 
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x-y=3 
Зх+у= 5 


(A1 (B2 (O9 4 (B? 


OA 
> A 
| y soluções do sistema SIA 


dades a menos que O denominador. Se o n 


ão é 7 uni 
C dor aumentado de 3, o valor da fracáo ' 


F69) O numerador de uma fra | 
for reduzido de 2 unidades e O denomina 
1/3. Qual é a fração? 
(А) 3/5 (В) 85 (С) 8/15 (0) 

у-х 9 


x+3y — 256, então quanto vale 2: 


UMerador 
assa a ser 


310 (E) 1/8 


E70) Se 2777-0326 2" 
(1 2 (O4 (D* (E) 16 
tivos pares é 14 vezes a soma do primeiro 


E71) O triplo do segundo de trés inteiros consecu 


com o terceiro. Encontre o nümero do meio. 


(А) 10 (B)16 (O2 (0)0 (E) 18 


E72) Se x e y são números reais tais que 2x + Зу = 13 e Зх - 4y = 45, então 4x + 5y vale: 


(A) 16 (B)51 (С)0 (D)-! (E) 29 


menos que O denominador. Se 4 é subtraído do 


E73) O numerador de uma fração é 7 
dor, a fração resultante é igual a 1/3. Encontre à 


numerador e 1 é adicionado ao denomina 


fração. 


E74) Resolver o sistema 


E75) O sistema 


Зх – 2у = 5 
kx + Зу = 7 


tem uma solução única, exceto quando k vale: 


(A)-3 (B)-2 (O0 D9 (E) -9 


E76) Resolver o sistema 
Зх + 4y = 23 
x- Зу = -l 


E77) Dado que 192" V2 =128 e N2" 27-31, encontre х + y. 





E78) Sendo 3295 = 1/9 e 3% = 9, calcule b 
(А) 2 (B-2 (С)0 (Db)! (E)-l 


CONTINUA NO VOLUME 2: 70 QUESTÕES DE CONCURSOS 
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сард 
gremplos 

CN 9005 - Seja S o sistema: 
E?) ox + Зу ^ 7 

x + 2у ^9 

ax + by * C 


to afirmar, em relação aos parámetros reais, a, b e c, que: 
É corre | | | | 
А) Quaisquer que sejam, Š será possivel e determinado. 


Existem valores desses parâmetros que tornam S possível e determinado. 
Quaisquer que sejam, S será possível e indeterminado. 
(C) Existem valores desses parámetros que tornam S indeterminado. 


) Quaisquer que sejam, S será impossível. 
E80) CMBH 2005 - O par ordenado (a, b) é solução do sistema 


-7х 8у 18 
"87 5 
– ү Y —22 
— + — = ——— 
7 Š 5 


Então, a soma atb vale: 
А)-40 (B)-9 (C)-8 (D)! (E) 120 
E81) EsPCEx 2010 - Para que o sistema linear 
2x+y=5 
ax+2y=b 
seja possível e indeterminado, o valor de a + b é: 
(A)-1 (B)4 (C)9 (D)14 (E)19 


E82) CN 2013 - Dado que ae bsáo números reais náo nulos, com bz4a, e que: 


42-5 


ab 
e _, 
4q —b =4a+b 
Val ё o valor de 164152 gg?5? + а?Б* ? 
A). 
^)* Bs (C) 1/12 (D)18 (E) 1/4 


) EPCAR 2011 
EXcede O se 


- Considere três números naturais a, b e c, nessa ordem. À soma desses 
, a diferença entre o primeiro e o segundo é igual ao terceiro. O — мэн 
gundo em 198. O valor da diferenca entre O primeiro e o terceiro ë tal que excede 


А) 23 (B) 33 (C) 43 (D) 53 
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Respostas dos exercícios 











El) a)x=10ey=10 е)х= Зеу=4 )х=2еу=0 m)x=3ey=2 x 
b)x=7ey=5 fx=-2ey=1 jx=-1ey=1 n)xs-3ey-2 
co)x=ley=2 g)x=3ey=3 k)x=0e y=1 0)x=0ey=0 
d)x=2ey=1 hx=5ey=53 )x=2ey=1 

E2) ajx=-2ey=4 е)х= 0еу=4 i) x--120/17 e у=212/17 mx=-8ey=9 | 
b)x=8e y=10 fx=8ey=2 )x=-2ey=18 n)x=-2ey=1 | 
с)х=-Зеу=-5 g)x=4ey=6 k)x=1ey=-1 0)x=2ey=4 | 
d)x=-2ey=-9 h)x=-2e y=3 )x2-1ey-2-3 

ЕЗ) а) Indeterminado e)x=-1ey=0 )x=2ey=-2 m)x=5ey=7 | 
b)x=2e y=-2 f) x=-58/9 e у=—20/3 ј) х= -Зеу=0 п) Indeterminado | 
с)х=-Зеу=6 д) х= 1еу= 2 k)x=-3ey=0 0)x=1ey=2 
d)x=1ey=-2 h)x=0ey=1 lx=4ey=3 | 

Et) a)x=4ey=5 e) x = 1/2 e y = 5/2 )x=9ey=6 m)x=0ey=-4 
b)x=-2ey=3 fx=-125ey=-16/5 j)x=2ey=-5 n)x=-35e y =9 
c)x=-1ey=-3 g)x=-10ey=4 k) x = 1/16 e y = 9/16 0) x - 9/7 e y z 1/7 
d)x=2ey=2 h)x=1ey=5 ) x = -17/2e y = 27/2 

E5) а)х=1еу=2 e)x=3e y=4 x=7ey=-1 mM) x=-—3 e y = 4 
b)x=3ey=5 fx=2ey=3 x=-2ey=6 n)x=3ey=1 
c)x=4ey=3 g)x=4ey=-2 k)x=5ey=3 o)x=2ey=-1 
d)x=5ey=2 h)x=3ey=-5 )x=2ey=4 

Еб) ajx=3ey=0 e)x=2ey=6 x=4ey=1 m)x=-5e y=30 
b)x=1ey=2 fx=-1ey=5 jx=5ey=4 п)х=-1еу= 
с) Impossivel д) х= 8еу 14/5 К) х= Зеу=5 0)x=2ey=1 
d)x=2ey=-2 h)x=2ey=3 lx=-2e y = 1/2 

E7) а)х=1еу=0 d)x=1ey=-1 gx--8ey-72  j)x= 18/29 e y = 25232 


b) х=16/27 e y=-1/27 е)х= 23/43 e y = 15/43 h)x= 26/31 e y = -1/31 
c) x = 53/51 e y = 14/51 f)x=-2/7 ey = 5/7 i) x = 136/41 e y = 25/41 


E8) a)x=2ey=4 d)x=4ey=5 g)x=1ey=1 j) x=a/(e-b) e y=b/(a+b) 
b)x=4ey=3 e)x--2ey-6 h)x=3ey=4 
c)x=18ey=6 f) х= 1/2e у= 1/3 )x=4ey=1 


E9) Mesmas respostas do E7. 











E10) a) 2t E y= b aa yasa pp 
a—b a—b 
b х= е ves "y | m-l, | m-7 
b b mal ` m+1 


sugestão: Multiplique a 2º equação por b e some 

as duas equações, eliminando y e encontrando x. 

Substitua o valor de x encontrado em uma das 

equações e encontre y. 

с) x=m+n e y-m-n h) x=b e y=a 
Sugestão deixar m+n e m-n indicados até o final de 
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¡tul 363 
ар!! 
-— n i) X= a-2b 
SA e = +3c e = a + 2 = 
)x=a-n 2 md y =a+2b-3c 
ij tr, j) х= cd е y= с-а 
a 2(a+b) | 2(a-b) 
a+b+c 
z=— 7 — 
cd 
gil) )х=1,у522=3 d)x=3,y=1,z=-2 g)x=-+,y=2,z=—4 j)x=1,y=2,z=3,t=4 
b) x= 9,y = -2, Z = -5 е)х=2,у=-1,2=3 Һ) Indeterminado 
)х=2,72 3,22 5 0х=3,у=3,2=2 |) Impossível 
E12) a)x=5,y=4,2=2 lle a g)x=5,y=3,z=6 j) x= 1/2, y = 1, z = 3/2 
z = 2/(-a+b+c) 
х= 3,у=-2,2=4  e)x=2,y=-2,2=1 һ)х=-2,у=0,2=5 
0)x=5,y=-4,2=-3 0х-9,у-5,2--7 1)х=1,у=-5,2=8 
ЕІ) 2)x=12ey=8 b)x=1/4e y=118 c)x=8,y=8,2=12  d)x=3ey=2 
Sugestáo: Substituir Elimine os denomina- Sugestão: igualar os 
a=1/x e b=1/y, ficando dores ficando com denominadores 
com um sistema linear. sistemas lineares de 3 respectivamente a a € 
equações b, chegando a um 
sistema sem frações. 
e) x = 2a/(m - р), 
y=2b/(p+n), 
z = 2c/(n — m) 
E14) а) Impossível e) Determinado i) Determinado m) Impossível 
b) Determinado f) Determinado j) Impossivel n) Indeterminado 
c) Determinado q) Determinado k) Determinado o) Determinado 
d) Indeterminado h) Determinado |) Determinado 
El5) (E) E16) m=p=-1 E17) p = -1⁄2 e k = 2 E18) m 2 -7/8 e p = -2 
E19) k=-9/16 E20)a=-6,b 75 E21) k = 6 E22) a = -9, b = -20 
E23)m-3 . E24m--2 
E25 a)x=3,y=-5 e)x=2,y=5 )х=4,у=1 m) x= 1/3, y = 1/4 
b) x = 48, y = 72 f) x = -12/13, y = 41/39 xz y= п)х=3,у=2 
c) x = 11, y = 3/11 g) x = 5/2,у=3 k) x = 2/5, y = 23/5 о) x = 7/5, у = 11/10 
d)x=4,y=5 h) x = 32/17, y = 12/17 )х=9,у= 12 
E26) a) x= = 6 j) x = al(a — b) 
= 20, y= -8 v=6 g) x = 103/36, J 
p ие y = -613/108 y = bla = b) 
Бус... _ P x=2 y =-7 Sugestão: Somar as 
"D e)x=3,y=0 n) 1 equações e simplificar, 
subtrair as equações e | 
simplificar, ficando com Hi 
C)X=4 v= _ Zim үүхэ-377!135, um sistema equivalente e | 
)х=4,у=5 f) x = (8+0), y = (a-b) | Y _29/135 mais simples. 





. a 
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E27) М-3,Р-1 E28) (D) E29) (D) E30) (D) E31) (C) 


E32) Qualquer solução (x, y) de tal forma que tenhamos y = (2x — 4)/3. Por exemplo, se ха; 
у = 2, | 
E33) a Z 4 E34) a = 12, b = -20 E35) -2 

E36) k = -1 (e também m = -1) E37) m =-1/3, p = 7 
E38) a)k=6ouk=-1 b) Não existe k que torne o sistema indeterminado 
E39) k = 61/6 E40) k = 3, p = 20 E41) a = 2 

F42) m = 0 ou m = -1 E43) a = 5, b = -6 E44) m = 1 


E45) Nenhum valor de k tornará o sistema indeterminado 


E46) Não existe valor de m que torne as equações equivalentes com essas soluções. 


E47) a-2,b-5 Е48) p=-6, m£-1/8 E49) (A) 
E50) (С) E51) (D) E52) (C) E53) (E) E54) (A) 
E55) (D) E56) (B) E57) 4998 E58) 7/4 E59) 849 
E60) z = 6 E61)x=y=5 E62) (E) E63) (B) E64) (E) 
E65) x=-3, y=5, z=-7, w=2 E66) uma E67) (C) E68) (E) 
E69) (C) E70) (B) E71) (D) E72) (E) E73) 5/2 
E74) x=-1, y=3, z=-2 E75) (E) E76) x=5, y=2 E77) 28 
E78) (B) E79) (B) E80) (C) Sugestão: Subtrair as equações 
E81) (D) E82) (E) E83) (B) 


Á 
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problemas do primeiro 


grau 





problema, equação, solução 


Resolver um problema do primeiro grau consiste em resolver uma equação ou sistema do 

primeiro grau. A diferença é que as equações não são fornecidas. Ao invés disso, é 
. r - 3 . м 

apresentada uma “história”, a partir da qual as equações devem ser encontradas. Em alguns 


casos é extremamente fácil encontrar as equações que resolvem o problema, em outros casos 
pode ser mais difícil. Daí, resolvem-se as equações envolvidas. 


Uma etapa final é importantíssima, e muitos alunos erram a questão por distração: 


A solução da equação não necessariamente é a solução do problema. 


Ou seja, eventualmente alguma etapa adicional deve ser realizada para responder o que o 
problema pede. 


Um exemplo: “a soma dos algarismos do número que resolve o problema 6...” 


шеше, usamos a etapa de verificação, que consiste em conferir a resposta encontrada nos 
ados do problema original, visando detectar eventuais erros. 


Exemplo: 
contre dois números, sabendo que sua soma é 18 e sua diferença é 8. 


Solução: 


O pr 
ob ч : | 
ea эм pede que sejam encontrados dois valores, que sáo os números envolvidos. Temos 
“сотан COgnitas, por isso precisamos de duas equações. Essas equações devem ser 
d » Р Р Ы 
Essas as à partir do enunciado do problema. Neste caso é extremamente fácil encontrar 
equações, p 


ois estão explícitas no enunciado. Chamando os números de x e y temos: 


: ‘oma dos nü 


Мегепса 4 meros e 18 => sc + y = 18 


08 números é 8 Э х-у-8 


Res 
Olven . 
doo sistema, por adição, 


ficamos com: 
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2x = 26 à 
х 513 

13 + y = 18 

у = 5 


De fato, 13 + 5 = 18 e 13 - 5 = 8, 
Resposta: Os números pedidos sáo 5 e 13 
Na maioria das vezes, o enunciado do problema não traz as equações explícitas m 


implícitas. O aluno deverá usar seus conhecimentos do mundo real, e muitas vezes 
física, para chegar às equações a partir do enunciado. 


as sim, 
leis da 


Exemplo: 

Um quintal tem galinhas e cabras, num total de 50 animais. Somando o número de pês de 
. . e y . . o 5 

todos os animais, encontramos 120. Qual é o número de animais de cada tipo: 


Solução: 
Para formar as equações, é preciso levar em conta que as galinhas têm dois pés, e que as 
cabras tém quatro. Temos aqui duas incógnitas: 


x = número de galinhas 
y = número de cabras 


Observe que esses valores são exatamente o que pede o problema, ou seja, o número de 
animais de cada tipo. 


Como temos duas incógnitas, precisamos de duas equações. O problema dá as duas 
informações necessárias para obter essas equações: 


Número total de anímais = 50) 
Número total de pés = 120 


É preciso portanto converter essas duas informações para linguagem matemática, o que 
resultará nas duas equações das quais necessitamos, 


Devemos então exprimir o número de animais e o número de pés matematicamente, ou seja. 
usando fórmulas em x e y. Neste exemplo é muito fácil: 


Número total de animais: x + y 
Número total de pés: se cada galinha tem dois pés e cada cabra tem 4 pës, entáo o número 
total de pés é 2x + 4y. 


Ficamos assim com o sistema: 


| £y 
2x + 4y = 12) 


Da primeira equação temos x = 5) — y, que substituido na segunda resulta em: 
2(50 — y) + 4y = 120 
100 - 2y + 4y = 120 


[EEN жылса =" 
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lucáo do problema é: 40 galinhas e 10 cabras. 
А 80 


Resposta: 40 galinhas e 10 cabras 


Conferindo a solução, calculando o número de animais e de patas: 
0 


40 + 10 = 50 > ОК 


Animais: 
o 40 + 4.10 = 120 Э OK 


Patas: 


f sempre bom conferir os resultados, checando-os com os dados do problema o que ajuda a 
detectar eventuais erros de cálculo. 


: i i : ito fácil. Ai im é 
Em concursos, é bom dizer adeus a esse tipo de problema, que é muito fácil. Ainda ass 
preciso saber resolvé-los, pois sáo a base para resolver problemas mais difíceis. 


Exemplo: 


A soma de dois números é 100, e se o maior for dividido pelo menor, o quociente é 4 e o resto 
é 5. Determine os números. 


Solução: | 
Chamemos os números de x е y. Tomemos arbitrariamente x como sendo o maior, e y como 
sendo o menor. Temos entáo a primeira equaçao: 


X ty 100 


a i ao: “ i ividido pelo menor, o quociente é 4 
À segunda equação vem da informação: “se o maior for d p ‚од 


е o resto é 5”, ou seja: 


Se x for dividido por y, o quociente é 4 e o resto é 5. 


X 
5 [4 


: nda equaçao. 
Isto é o mesmo que dizer: x = 4y + 5, que é a nossa segu quac 


еы 
X= dy +5 


Na segunda equação temos o valor de x em funcáo de y. Substituímos esta expressao na 


rimej 5 
Primeira equação e ficamos com: 
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390 III 
Conferindo o resultado nos dados do problema: 


19 + 81 = 100 > OK 
81 = 19 = 4, resto 5 > OK 


Solução do sistema: 81 e 19 
Solucáo do problema: os números, 81 e 19 


Resposta: Os nümeros sáo 81 e 19 
Um problema do primeiro grau recai em um sistema. Em alguns casos, uma única equacáo 
resolve o problema, quando um só valor é pedido. 


Exemplo: 
A pode fazer um trabalho em 6 dias, e B pode fazer o mesmo trabalho em 3 dias. Em quanto 


tempo A e B trabalhando juntos faráo o trabalho? 


Solução: 
Se A faz o trabalho em 6 dias, então em cada dia, A faz 1/6 do trabalho. 
faz 1/3 do trabalho. 


Se B faz o trabalho em 3 dias, então em cada dia, B 


Trabalhando juntos, A e B farão em 1 dia, 1/6 + 1⁄3 = 1/2 do trabalho. 


Logo, o trabalho todo será feito em 2 dias. 


a equação, que é única, está implícita. É o mesmo que dizer que o 


Note que neste exemplo, 
dia é realizado 1/x do trabalho. Mas 


trabalho será feito em x dias, e que em cada 


1/x = 1/6 + 1/3 > 1/x = 1/2 Э x=2 


o de problema é lembrar que a fração do trabalho diário que 


3 soma das fracóes do trabalho total que cada participante 
o número 


O caminho para resolver este tip 


ë realizado pelo grupo, é igual 


realiza diariamente. Conhecendo esta fração total, achamos o seu inverso, e teremos 
de dias que o grupo em conjunto necessita para realizar todo o trabalho. 


Exercícios 

El) (*) A soma de dois números é 124, e se o 
maior for dividido pelo menor, o quociente é 4 
e o resto é 4. Encontre os números. 


E2) A diferenga de dois números é 91, e se o 
maior for dividido pelo menor, o quociente é 8 
e o resto é 7. Encontre os dois números, 





Alunos da EsPCEX 


А )ivi í rr V » š í 11 
ЕЗ) Dividir o número 320 em duas partes de tal forma que a menor ё contida na maior 


vezes, com um resto de 20, 


uociente € 


БЭР” 
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) А diferença entre dois números é 49, e se o maior for dividido pelo menor, 0 q 
4 e o resto é 4, Encontre os números, 
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. - Tes! А O a f m І | | 
zo torna-se igual a 1/2 se adicionamos 2 ao seu numerador, e torna-se igual a 
O denominador. Encontre a fração. 


| á rador de uma certa fração é aumentado de 2 e seu denominador 6 reduzido em 
- до toma-se igual a 2. Se o numerador é aumentado do valor do denominador, 
r é aumentado de 1, seu valor será 5/4. Encontre a fração, 


б „на fração própria, a diferença entre o numerador e о denominador ë 15, Se o 
a C | denominador é : : * нэгийг qud 
” em E : multiplicado por 4 e o de ador é aumentado de 6, seu valor será igual a 1. 
О 


ега á 
ий ntre à fração. 
0 


a dos dois dígitos de um número natural é 9, e se adicionarmos 9 ao número, 05 


A som ero vão ser trocados. Encontre o nümero. 


9) Y do núm 


e os dois dígitos são ае b, a representação decimal ë ab, e o valor numérico € 10a 
estão: = 3.10 + 7. 
= Por exemplo, 37 = 3.10 
de um número natural de dois dígitos, com o número obtido com a troca dos seus 
si é 132, e a diferença desses dois números é 18. Encontre os números. 


Е) А soma 
^ entre 


Uma bolsa tem 34 moedas nos valores de R$ 0,05 e R$ 0,50. Determine o número de 
: das de cada valor, sabendo que o valor total de todas as moedas juntas ë R$ 13,40. 
moe 


Note que nesses exercícios, as equações estão explícitas no enunciado. Na maioria dos 
0 зай ar - r_ a í -— 
roblemas entretanto, as equacoes nao estao explícitas, e o aluno deve usar outros concellos 
ara obté-las a partir do enunciado. Passaremos agora a apresentar os métodos de resolucáo de 
jm problemas clássicos do primeiro grau. Todos esses problemas que seráo abordados sáo 
bastante comuns em provas e concursos. 


Problemas envolvendo idades 


Este ë um dos tipos mais comuns entre os problemas do primeiro grau. 


Exemplo: 
Um filho tem 1/4 da idade do pai. Dentro de 24 anos ele vai ter a metade da idade do pai. 
Qual é a idade do filho? 


Solução: 

Tipicamente esse tipo de problema envolve as idades atuais de duas pessoas, que podem Ser 
as incógnitas do problema. São necessárias portanto duas equações, que devem ser obtidas do 
munciado do problema. É preciso lembrar que quando uma pessoa envelhece um certo 
numero de anos, a outra também envelhecerá o mesmo número de anos. A diferença entre as 
пач de duas pessoas permanece constante. Já a razão entre as idades varia sempre. É 
Preciso levar em conta isso ao formar as equações. 


e 25 n. 
9 filho tem 1/4 da idade do pai, chamando essas idades de x e y, ficamos com a equação: 
15 dx 


Onde x д, 
~ a idade atual do filho e y é a idade atual do pai. 


Daqui а 24 anos 


i. 


aS idades serão: 


Pp". 
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Filho: хво 
Pai: vt 2.4 ou dx + 24 


O 
— —— ALGEBRISTA 


Este principio sempre lem que ser usado nos problemas de idade, ou seja, 
idades é sempre o mesmo para todas as pessoas envolvidas. Não esquec 
idades atuais, e nào as idades no futuro. 


9 aumento das 
a que P a e as 
Y São as 


Agora basta usar a última informação do enunciado, de que em 24 anos, o fi 


lho terá 
1 аа meta 
da idade do pai. Jà trocando y por 4x, ficamos com: de 


x + 24 = 2x + 12 


x = 12, y 48 

Verificando: 

Hoje pai tem 48 e filho tem 12 (1/4) : OK! 
Em 24 anos terão 72 e 36 (1/2) : OK! 


Problemas do primeiro grau envolvendo idades consistem em formar equações para as idades 
atuais e para as idades em outra época, seja passado ou futuro, lembrando que os aumentos ou 
diminuições (no caso do passado), em anos, serão os mesmos, e formar as equações das 
relações entre as idades nas duas épocas do enunciado. 


Exemplo: 
A soma das idades de À e B é 30 anos, e dentro do 5 anos a idade de B será igual a 1/3 da 
idade de A. Encontre as idades. 


Solução: 
O método é o mesmo, mas ao invés de usar duas incógnitas, usaremos uma só, partindo das 
informações do enunciado. Isto equivale a usar o método de substituição para ficar com uma 


só incógnita: 


Idade de À: x 
Idade de B: 30 — x 


» 
Aqui já estamos usando a informagáo de que a soma das idades é 30. Assim já “gastamos 
uma informação, mas ficamos agora com uma só incógnita. 


Idades dentro de 5 anos: 
A: x + 5 
B:30-x+5=35-x 


mo que 
ficamos 


Usando agora a informação de que a idade de B será 1/3 da idade de A, o que é o mes 
dizer que a idade de A será igual a 3 vezes a idade de B (assim evitamos frações), 
com: 


x + 5 = 3.(35 ~ x) 


x + 5 = ]()5 — 3x 
4x = 100 
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E» 

x 

[йо 35 idades de A e D são, respectivamente, 25 e 5 
yu 


"T problema pede: as idades atuais! 
01 


pespostë: A tem 25 anos e B tem 5 anos. 
verificação: em 5 anos, terão 

‚05+ 5 = 30 anos 

5855 10 anos 


De fato, A ficará com o triplo da idade de B, OK! 


Exercícios 
Ell) B tem 1/6 da idade de A. Dentro de 


15 an 
Encontre as idades. OS, 


a idade de B será 1/3 da idade de A. 


112) A soma das idades de A e B é 30 an | 
da idade de A. Encontre as idades. 05, € dentro do 5 anos a idade de B será igual a 1⁄3 


El3) Um pai tem 36 anos, e seu filho tem 1/4 d id : 
do filho vai ser igual à metade da idade do dae idade do pai. Dentro de quantos anos a idade 


El4) A tem 60 i 
2 em 00 anos e B tem 2/3 da idade de A. Dentro de quantos anos B terá 1/5 da idade de 


El5) (*) Um filho tem 1/3 da idade do seu pai. Há : 
| | pai. На quatro anos atrás, ele tinh 
idade do pai. Qual é a idade de cada um hoje? k iai ре 


El6 . 
E In tem 50 anos e B tem a metade dessa idade. Dentro de quantos anos B terá 2/3 da idade 


El7) B tem a metade da idade de A. Há 10 anos atrás B tinha 1/4 da idade de A. Quais sáo 
suas idades atuais? 


E 
Pe A soma das idades de um pai e filho é 80 anos. Dentro de 5 anos o filho terá 1/4 da idade 
Pai. Quais são suas idades hoje? 


E19) Maria é 


: 18 anos mais velha que seu filho. Há um ano atrás, ela era 3 vezes mais velha 
Чче seu filho. 


Qual é a idade dela hoje? 
EX 
Se | 5 Üm Pai tem o triplo da idade do seu filho, e sua filha ë 3 anos mais nova que o irmáo. 


ma de todas as idades há 3 anos atrás era 63 anos, encontre a idade atual do pai. 

Pro 

Este blemas de torneiras 
é 


um im "ЭГ . ¡im er as oncursos, que resulta em uma 
“Quação E à clássico, muito comum em prov Е ido usando a “fórmula geral das 
1 т ° O V1 c 
Meirag”. Primeiro grau, porém muitas vezes pode ser res 


————————— 


h. Р 
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Se existem n torneiras que podem encher um tanque, cada uma delas em un lem 

. p ” , 1 à | 
1 € o número da torneira), o tempo para que todas elas juntas encham o mex < 
pela fórmula: 





li 


(onde 
h ch, 


I/T = 1/T1 + 1/12 +... + 1/Tn 


Observe que para usar a fórmula náo é necessário conhecer a capacidade do tanque 
Po 2 4 u Mit. 
tempo necessário para cada uma delas sozinha encher o tanque. ' "penas y 


A fórmula pode ser demonstrada facilmente somando as vazões das torneiras Vas 
à | | | ‚ . COWON, 
quantidade de água que sai da torneira a cada unidade de tempo. Á vazáo pode ser сіс | 
. “ . . ' | ! : 
dividindo a capacidade do tanque pelo tempo para encher aquela capacidade. Ч 


Por exemplo, se uma torneira enche um tanque de 1000 litros em 2 dias, a vazão será: 


1000 litros + 2 dias = 500 litros por dia. 


Ou seja, conhecendo a capacidade C do tanque, e o tempo T, para uma torneira enchêo, 4 
- EJ . r | ' 
vazão relativa a esta torneira é C/T). 


Se várias torneiras estiverem enchendo o tanque ao mesmo tempo, a vazão total será a soma 
das vazões: 


V = C/T; + C/T> + C/T; +... + C/T, 


Mas esta vazão total também pode ser calculada como sendo a capacidade do tanque (С) 
dividida pelo tempo (T) para as torneiras juntas encherem o tanque, que vale C/T. 


C/T = C/T; + СИТ + C/T; +... + C/T, 


Simplificando por C (ou seja, a capacidade do tanque não precisa ser dada), ficamos com: 


VT =1/T, + 1/T3 + Т +... + VT, 


: « as 09 
Isto demonstra a “fórmula das torneiras”. Note que ele só pode ser usada quando todas 


. амт . : PS 4 , ymo 
torneiras são abertas e fechadas juntas. A fórmula não pode ser usada em problemas €^ 

o . - ° : r 2 , d. ' 
“abrir somente a primeira durante duas horas, e depois abrir também a segun 


Exemplo: WEN, 
Três torneiras são capazes, cada uma delas, de encher um tanque em respectivamente ^ 
horas. Se forem abertas as três juntas, em quanto tempo o tanque será cheio? 


0 

„o mesm 
o abertas 40 cado 
do tanque P^ 


Solução: 

Este problema pode ser resolvido pela fórmula das torneiras, pois todas sá 
tempo e trabalham juntas até encher o tanque. Os tempos de enchimento 
torneira são: 


ТІ = 2h, T2 = 3 h e T3 = 6h. Então: 


l 1 
— = — + 
T 2 





d 
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ta: 1 hora 
Resposta: | 

š ” 7 ` ч .. . 
emas de torneiras” não precisam necessariamente lid 
tas. Certos problemas que lidam com elementos dife 
Mato T e . , 
hantes, podem ser resolvidos por métodos semelhantes 


ar com tanques, reservatórios e 
rentes, porém matematicamente 
ao usado nos problemas relativos 


os “probl 
torn 
semel 
) torneiras. 


Exemplo: | яр" oa | 

A pode fazer um serviço em 3 dias, B em 5 dias e C em 6 dias. Quanto tempo levará para que 
realizem o mesmo serviço, trabalhando juntos? 

Solução: 

Este problema é análogo a um problema de torneiras, no qual as torneiras A, B e C enchem o 
mesmo tanque, respectivamente em 3, 5 e 6 dias, e é pedido em quanto tempo as três torneiras 


juntas enchem o tanque. Nesse caso até mesmo a “fórmula das torneiras” node ser usada, mas 
vamos resolvê-lo usando o conceito de “trabalho diário”. 


A faz o serviço em 3 dias > A trabalha S/3 por dia, onde S é o total do serviço 
Analogamente: 


B faz o serviço em 5 dias > A trabalha S/5 por dia 
C faz o serviço em 6 dias Ə A trabalha S/6 por dia 


à cada dia, A, B e C juntos, farão no total, 5/3 + 5/5 + 5/6 = 215/30 = 78/10 


Рага saber о número de dias (tempo) basta dividir o trabalho total (S) pelo trabalho realizado 
por dia (78/10): 


Š + (75/10) = 10/7 dia 
Resposta: 10/7 dia 
felizmente, nem s 


"i | empre esta fórmula pode ser usada diretamente. Aplica-se somente quando 
tomeiras operam 


juntas, do início ao fim. 
Exemplo (CMRJ 2006) 


ma t . 
ue ы enche um tanque em 12 minutos, enquanto que uma segunda torneira gasta 18 
отера “wan encher o mesmo tanque. Com o tanque inicialmente vazio, abre-se a primeira 
qual t Urante x minutos. Ao fim desse tempo, fecha-se essa torneira e abre-se a segunda, a 


tangu mina de encher o tanque em x + 3 minutos. Então, o tempo gasto para encher o 
“€, em Minutos: 


(A 
) 12 (B) 15 (C) 18 (D) 20 (E) 24 
Solução: 


“Onhecida 





“гг . " ” rl. 
1 fórmula das torneiras” não pode ser usada aqui, pois é válida apenas para 
que operam juntas do instante em que o tanque está vazio, até ficar totalmente cheio. 


h. - 
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abalhar com outras grandezas: capacidade, tempo e vazão, 


Nesse caso precisamos tr 


C = volume do tanque 

T = tempo para uma tomeira encher o tanque 

V = vazão = Capacidade/l'empo 

Chamemos a capacidade do tanque de C. Cada torneira tem uma vazão igual à capacidade do 
tanque, dividida pelo tempo necessário para enché-la. Neste Jioc Da como em Muitos, 
a capacidade não é dada, e nem mesmo é pedida. Em geral quando isso Ocorre, o valor de С 
irá “cortar” na equação. Deixemos então a capacidade como sendo ( litros, apenas POr uma 
questão de convenção de unidades, funcionaria da mesma forma se fossem metros cúbicos ou 
outra medida de volume. Dados os temos para encher o tanque com as tomeiras | с ) 
podemos calcular as respectivas vazões: 


Torneira 1: v1 = C/T1 = C/12 litros/min 
Torneira 2: v2 = C/T2 = C/18 litros/min 
Da mesma forma como v = C/T, temos que C = v.T, ou seja, deixando a torneira 1 aberta por 
um tempo T, o tanque encherá atë sua capacidade total C. Se a torneira for aberta por um 
tempo maior que T, o tanque obviamente transbordará. Se for aberta por um tempo menor 


que T, uma quantidade parcial do tanque será cheia. 


Cada torneira encherá uma parte do tanque, sendo as partes correspondentes a cada torneira, 
somadas, resultaráo na capacidade total do tanque: 


1* parte: C1 = vl.x 
2* parte: C2 = v2.(x + 3) 


Somando essa duas igualdades, ficamos com: 

Ск Се Суту (xt 3) 

Como vl e v2 valem, respectivamente, C/12 e C/18, ficamos com: 

C = x.C/12 + (x + 3).C/18 

Isto ë o mesmo que dizer: 

Capacidade do tanque = Volume cheio pela 1* torneira + Volume cheio pela 2* torneira. 


€). р ~ 
O valor de “C” irá cancelar na equação, e ficamos apenas com: 





12 x3 
12 18 
72 =6х+4х +12 


Solugáo da equação: x=6 
Solução do problema: tempo para encher o tanque = 


= X + x + 3 = 15 min 
Resposta: (B) 15 min 


Scanned by CamScanner 





— —— — 


„о 10 - Problemas do primeir 
capítulo 2 grau 375 


* Uma cisterna possui três torneiras. A pri 
a segunda em 20 horas, e as três juntas e 


та torneira sozinha levará para encher a cisterna? 


59) (*) Um tanque tem 3 torneiras, sendo que duas pod i 
) | | | podem enché-lo 
horas, respectivamen e, € uma terceira que o esvazia 
cerá cheio com as três torneiras operando simultanea 


por completo em З e 4 


em 6 horas. Em quanto tempo o tanque 
mente? 


E93) Um tanque ok três torneiras que o enchem respectivamente em 1h 40 min, 3 h 20 min 
e 5 horas. Em quanto tempo as três torneiras, operando juntas, encherão o tanque? 


E24) Uma cisterna possui três torneiras. A primeira é ca 
segunda em 20 horas, e as três juntas enchem o 
torneira sozinha levará para encher a cisterna? 


paz de encher o tanque em 12 horas, a 
tanque em 6 horas. Quanto tempo a terceira 


E25) A pode fazer um trabalho em 5 dias, B em 4 di 


farão o trabalho juntos? as, e C em 3 dias. Em quanto tempo os 
três Іагао O OS! 


E26) Um tanque pode ser cheio por uma torneira em 90 minutos, ou por outra, que leva 30 
minutos. Quanto tempo as duas torneiras juntas levaráo para encher o tanque: 


E27) Haroldo faz um certo trabalho doméstico em 10 horas, mas sua esposa Cecilia é capaz de 
fazer o mesmo em apenas 8 horas. Se fizerem todo o trabalho juntos, quanto tempo levaráo? 


E28) Uma piscina tem duas bombas d'água para enchêla. Uma delas enche a piscina em 4 
horas e meia, mas trabalhando em conjunto com outra bomba, a piscina enche em apenas 2 
horas. Em quanto tempo a segunda bomba enche a piscina? 


E29) (*) Sebastião demora 3 horas a mais que Jaime para cortar a grama de um grande campo. 
Juntos eles cortam toda a grama em 2 horas. Quanto tempo cada um deles, trabalhando 
sozinho, leva para cortar toda a grama? 


E30) Um tanque d'água tem uma torneira que o enche em 8 horas, e um ralo que о esvazia em 
16 horas. Depois de uma limpeza, esqueceram o ralo aberto, e a torneira para enchélo foi 
ligada. Em quantas horas o tanque ficará cheio? 


Diagramas - “entendeu ou quer que eu desenhe? * 


Ë uma piada bem conhecida, para chamar uma pessoa de, digamos, “intelectualmente 
deficitária”, usar a expressão “entendeu ou quer que eu desenhe?”. De fato, quando 
representamos uma situação através de um desenho, o entendimento fica bem mais fácil. Isso 
não significa que pessoas inteligentes devem entender tudo seu usar desenho, mas o fato é que 
quando acrescentamos um desenho ou uma representação gráfica qualquer, a compreensão é 
facilitada. Não significa que as pessoas devem se sentir “burras” quando usam desenhos ou 


diagramas nos problemas de matemática. Muito pelo contrário, esta prática deve ser 
incentivada. 


Nos problemas de matemática é importante entender não só as fórmulas, mas também, 
visualizar o que está se passando, para que se tenha um bom entendimento do problema. 

ecomendamos que na resolução desses problemas, o aluno faça um desenho que ilustre O 
raciocínio matemático. No caso dos problemas de torneiras, náo é para desenhar caixas d'água 
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representem a capacidade, nos quais a base representa o 


376 


e torneiras, mas retángulos que 
tempo de enchimento e a altura represente a vazão. 


ue pode ser cheio com duas torneiras, Tl e T2, que 
e desejamos saber o tempo necessário para 
“fórmula das torneiras”, é fácil determinar a 


Considere por exemplo um reservatório q 
o enchem respectivamente em 4 horas e 6 horas, 
que as duas tomeiras O encham juntas. Usando a 


resposta: 
It = lf + l/t = 1/4 + 1/6 


t = 2,4 horas 


a é entender o que está se passando. Entendendo o 
tar sua experiéncia a novos problemas 
fórmula, o aluno náo terá a habilidade 


Muito mais importante que aplicar a fórmul 
que está se passando, o aluno será capaz de adap 
semelhantes. Aprendendo a simplesmente aplicar uma 
de visualizar problemas correlatos, e esquecerá O aprendido em alguns meses. 


A figura abaixo representa o reservatório, de capacidade C, sendo enchido em 4 horas pela 
torneira Tl. A área do retângulo tem área C, que é a capacidade do reservatório. À base 
representa o tempo para encher o reservatório, e a altura representa a vazão, no caso, a 


capacidade do reservatório C, divida por +. 


Área = base x altura 


T1 
C.1/4 Capacidade = tempo X vazáo 
por hora C 
A capacidade do 
reservatório é representada 
4 horas pela área do retángulo. 


A altura do retângulo nada mais é que a vazão da torneira Tl. É dada pela capacidade total 
(C) dividida pelo tempo de enchimento total (4 horas). Sendo assim, esta vazáo ë C/4, que ë o 
mesmo que C. 1/4. O produto da base pela altura, ou seja, vazáo multiplicada pelo tempo, será 


igual à capacidade do reservatório: 


4.CA-C 


Ocorre situacáo análoga com a torneira T2. A diferenga é que seu tempo de enchimento é б 
horas, e a vazao ë C/6, ou seja, enche 1/6 do reservatório a cada hora. 





6 horas 


Também nesse caso a área do retángulo é C, a capacidade do reservatório. Multiplicando base 


por altura, ou seja, tempo de enchiment 5 
: O ela vaza i cida e 
do reservatório: P o da torneiras, encontramos a capa 
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6.06 = C 


Na terceira situação, as torneiras Tl e T? 
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são abertas simultaneamente. Como estã 
rabalhando juntas, o tempo para enchimento será — ар 

P d | era menor. À figura abaixo mostra a situação 
que ocorre quando as duas tomeiras são abertas, 


A vazão total é a soma das 
É e Т2 vazões das duas torneiras, 


C.(1/4 + 1/0) 
por hora 


A capacidade é а mesma. 


Calculamos o tempo total, 





x horas 


Cada torneira será responsável por encher uma fração do reservatório. Os dois retângulos 
indicados representam juntos, a parte que será cheia por cada torneira (obviamente a água das 
duas torneiras ficará misturada dentro do reservatório). As duas torneiras serão abertas no 
mesmo instante e fechadas no mesmo instante, então o tempo de enchimento (x horas) será O 
mesmo para as duas. Como a torneira T1 tem maior vazão (enche o tanque sozinha em apenas 
4 horas, contra 6 horas da torneira T2), a altura do retângulo correspondente (vazão) é maior. 
A vazão total é a soma das vazões das duas tomeiras, ou seja, CA + CO. Finalmente, 
multiplicando esta vazão por х, o tempo de enchimento, o resultado será a capacidade do 


reservatório: 


Calculando a área do retângulo total (C) com a soma das áreas dos dois retângulos menores, 


ficamos com: 
C = Сі + C2 


C = x.(C/4) + x.(C/6). Simplificando por C, resulta em: 


l = x/4 + хб 
24 = 6x + 4x 


x=2,4 


Resposta: 2,4 horas 


Algumas variantes deste problema não podem ser resolvidas diretamente com a fórmula das 


tomeiras. Isto ocorre, por exemplo, quando as torneiras рай são prá e — 
simultaneamente. Pode-se deixar uma torneira operando sozinha, E epois de um tempo, abre- 
se a segunda Nasis casos, a fórmula das tomeiras não funciona, mas desenhando um 


diagrama, a solução fica simples. Geralmente nos concursos atuais, para dificultar, usam-se 
, 


i i tes: 
lorneiras que são abertas e fechadas em instantes diferen 
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| А 
ЕЗ1) (*) No exemplo anterior, a primeira torneira fica aberta sozinha na metade 


do te 
depois ë fechada e abre-se a segunda torneira, sozinha, na outra metade do tempo. тро, 


A figura para esta situação está indicada abaixo, e a resolução é deixada como exercício: 





x/2 horas x/2 horas 


Note que nesse caso, cada torneira deve ser aberta na metade do tempo, que é ainda 
desconhecido, x/2. Os dois retângulos têm portanto, bases iguais, mas as alturas são diferentes: 
CA e Cf, que são as vazões de cada torneiras. Somando as áreas desses dois retângulos e 
igualando a C, chegaremos ao valor de x, o que fica para o aluno como exercício. 


E32) Idem, considerando que a primeira torneira deverá ficar aberta até encher a metade do 
reservatório, e depois deverá ser fechada para que a segunda torneira, sozinha, encha a outra 
metade. Partindo do diagrama, o aluno deve inicialmente resolver o problema “de cabeça”, 
justificando a resposta Depois, através de cálculos repita o problema. Observe que cada 
tomeira encherá a metade da capacidade (C/2), o e o tempo total será a soma dos tempos x e 
y que as torneiras levarão, respectivamente, para encher sua metade. 


11 


2/4 
por hora 


C/5 
por hora 





x horas y horas 


E33) Considerando o mesmo reservatório e as mesmas torneiras do problema anterior, 
considere que a torneira T2 foi aberta sozinha durante duas horas. Depois desse tempo, à 
torneira ТІ também foi aberta, as duas passando a operar em conjunto, durante uma hora, € 


então a tomeira T1 foi fechada. De quanto tempo precisará para terminar sozinha de encher 0 
tanque? 


| 
| 

Exercícios 

r РЯ . ) 

E34) (°) Um tanque possui duas torneiras, capazes de enchë-lo em 8 € р дэв 

respectivamente. Inicialmente ë aberta somente a primeira torneira, e depois que o tanque ° 


ry; 2 . erá 
2075 cheio, abre-se a segunda torneira, que opera junto com a primeira. Quanto tempo $ 
necessario para encher o restante do tanque? 
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ЕЗ5) | ) A aco 209 aram um сатро em 10 horas. A e C fazem o mesme 
trabalho em as, € A sozinho faz o mesmo trabalho em 20 hor: E - fazem o mesmo 
C juntos farão o mesmo trabalho? J horas. Em quanto tempo B e 


E36) A pode fazer um trabalho em 10 dias, B em 2) 
12 dias. À € B trabalhando com ajuda de C ` Hercules XVI 
fazem o mesmo trabalho em 4 dias. Em quanto — 
tempo C trabalhando sozinho faz o mesmo === E 





? сана 
trabalho: == ` 44 
E37) A e B trabalhando juntos constroem um “é e n 
muro em 12 dias. Ae C juntos fazem o mesmo е - "i | 
trabalho em 15 dias, e Be С juntos levam 20 2 A : 
dias. Em quanto tempo os trës trabalhando juntos Da 5 


faráo o mesmo trabalho ? Diagrama de motor aeronáutico 


E38) A e B juntos constroem um muro em 12 dias, A e C fazem o mesmo muro, trabalhando 


juntos, em 15 dias, e Be C fazem o mesmo muro juntos em 20 dias. Quanto tempo levaráo 
para fazerem o muro, trabalhando juntos? 


E39) Um tanque tem duas torneiras. Usando apenas uma delas, o tanque pode ser cheio em 6 
horas a menos que se for enchido pela outra. Usando as duas torneiras juntas, o tanque é cheío 
em 4 horas. Determine o tempo que cada torneira leva para encher o tanque. 


E40) Uma secretária À leva 6 minutos a mais que uma secretária B para digitar 10 páginas de 
texto. Se elas trabalharem juntas, levaráo apenas 8 min 45s para digitar as 10 páginas. Quanto 
tempo cada secretária levará, sozinha, para digitar essas 10 páginas? 


Problemas de espaco, tempo e velocidade 


Muitos problemas simples de cinemática (estudo dos movimentos na fisica) sáo na verdade, 
problemas do primeiro grau, que usam a equação: 


Velocidade = 2217 
Тетро 


Se usarmos para essas trés grandezas as letras V, E e T, esta fórmula pode ser escrita de várias 
fórmulas algebricamente equivalentes: 


Note que todas são a mesma fórmula, escrita de formas diferentes. u unir de qualquer qes 
chegamos ás outras por manipulação algébrica. Observe que esta n : нй р : цэн 
velocidades constantes. Quando a velocidade varia com o ec (cálculo diferencial e 
complexos, muitas vezes necessitando de conteúdos do curso supe é 


integral), 
"арн trada 60 km/h. Depois de uma hora, um segundo automóvel 
m automóvel percorre uma estradi | MAC RU 
parte d ! to de onde partiu o primeiro, em sua direção, a 90 km/h. Em quanto 
o mesmo ponto м Баай! 
4 o primeiro: 


tempo o segundo veículo ultrapassar: 


Á 
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Solução: B 
x Ali Qua 
representa o ocorrido: E- 


— 90 km/h — 60 km/h 





60 km 


Aqui é preciso apresentar dois valores fisicos que permitirão a resolução do problema: 


1) Quando o segundo carro começou a andar, a distância entre eles será de 60 km. pois o 
primeiro carro já terá andado 1 hora com a velocidade de 60 knyh, e pela fórmula 


E = УЛ, temos V = 60 km/h e T = 1 h, resultando em E = 60 km. 


2) A velocidade de aproximação dos carros é a diferença entre as velocidades dos carros. ор 
seja, 90 km/h — 60 km/h = 30 km/h. | 


Agora podemos calcular o tempo para que o segundo carro alcance o primeiro. pela fórmula 


T = EN. 
T = 60 km / 30 km/h = 2 h. 
Resposta: O segundo carro alcançará o primeiro em 2 horas. 


Um tipo de problema clássico ë o do barco que navega em um rio. Quando um barco navega 
em um rio, sua velocidade em relação à terra é influenciada pela velocidade da correnteza. Por 
exemplo, se a correnteza corre a 2 km/h, basta o barco ficar parado em relação ao rio e ser 
levado pela correnteza. Desta forma o barco correrá 2 km/h em relação à margem, mesmo 
com o motor parado ou sem remar. 


Se o barco mover-se em relação ao rio, sua velocidade em relação à margem aumentará. Por 
exemplo, remando rio abaixo (a favor da correnteza) a 5 km/h em relação à água, o barco 
andará a 7 km/h em relação à margem (considerando a correnteza a 9 km/h). 


Se 0 barco mover-se a 5 km/h rio acima, ou seja, contra a correnteza, sua velocidade efetiva, 
em relação à margem, será de 3 km/h (5 km/h - 2 km/h). 


Resumindo, a velocidade de um barco é somada com a velocidade da correnteza, quando 
navegando rio abaixo, e é subtraida da velocidade da correnteza, quando remando rio acimê- 


Exemplo: 
Um dia você foi andar de canoa em um rio. Você verificou que o rio corre a 2 km/ 


° MIS ` » Myr , as » ^ . E € B tO 
navega correnteza abaixo uma distáncia de 10 km no mesmo tempo que navegana 2 km" 
acima, determine a velocidade na qual sua 


h. Se você 


canoa andaria em água parada. 


(A) 3 km/h (B) 0,5 km/h (C) 5 km/h (D) 1 km/h (E) 2 km/h 


Solucáo: 


Q е 4 : л 3 по 
Os dados do problema nos permitem concluir que a velocidade efetiva (em relação à terr ) 
abaixo, ë 5 vezes maior que a velocidade rio acima, pois: 


L. O e pd U _ —_ am — ln 
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«dade rio abaixo: VF=10km/T 381 
«Jade rio acima: VC=2km/T 





e 10 km rio abaixo e 2 km rio acima são f 
O [ei 


tos d 
з trajetos = 
О do. Logo, VF = 5.VC (espaço = velocidade x te 


tos no mesmo T, segundo o 


enuncia mpo) 
do rio abaixo, a velocidade do ba 

Navegar oa | гсо (УВ) soma-s . . 

Navegando rio acima 5 velocidade do barco ë subtraida da stro d e 2 km/h 
o rio, que é : 

Então, chamando de xa velocidade do barco: 

x + o = 5.(x = 2) 

X + 9 = 5x = 10 

jx = 12 

x= 3 


De fato, rio abaixo ficamos com 3 km/h + 2 km/h = 5 km/h 
Rio acima ficamos com 3 km/h - 2 km/h = 1 km/h 
Resultando em VF = 5.VC 


Resposta: (A) à km/h 


Exercícios 

F41) (*) Dois trens em partem de um 
mesmo tempo, na mesma direção mas em 
linhas diferentes, horários diferentes e 
velocidades diferentes. O primeiro trem 
arte às 2 horas com velocidade de 80 
km/h. Às 2:30 parte um segundo trem, na 
mesma direção, com velocidade de 120 
kmh. А que horas o segundo trem 
ultrapassará o primeiro? 





exceto que às 2:40 o primeiro 


E42) (*) Repetir o problema anterior, nas mesmas condições, 


trem faz uma parada de 20 minutos. 


40 km/h leva duas horas a 


EA3) Para percorrer uma certa distáncia, um trem capaz de andar a | 
esma distáncia. Calcule a 


menos que um outro trem qué anda a 30 km/h para percorrer a m 
distáncia, 
E44) Um trem fazia diariamente um percurso de 240 km/h a uma certa velocidade. pes 
locomotiva foi trocada por um modelo mais potente, 90 km/h mais — e o tempo u 
viagem foi reduzido em 1 hora. Quais eram 89 velocidades do trem, antes e depois da troca da 
: :ctánci to 

на Um atleta remou contra a correnteza de um ro uma wa sa pi РТ r€ ud 
Ponto de partida em um tempo total de oh 24 min. Se a corrente km/h, a q 

V š 

elocidade, em relacáo à água, que ele remou? 


e" 
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ante, um da cidade A em direção à cidade B, a 8) 


E46) (*) Dois trens нне no midi 11181 | 
) (°) | а 70 km/h. А distáncia entre as cidades ë 300 km 


knyh, e outro da cidade B para a cidade Л, 
P “гу | 
tm quanto tempo os trens se encontrarão: | 


na e volta os 24 km em um total de 5 horas | 


E47) Um barco faz um percurso de 24 km rio acit laddade: но aba 
a velocida 10 abaixo, z 
a c O, Qual ë a 


Sua velocidade rio acima é 4 km/h mais lenta que 
velocidade do barco rio abaixo? 


(A) 8 km/h (B) 9,6 km/h (C) 11.0 km/h (D) 12 km/h (E) 13.6 km/h 


água parada, Num rio cuja corrente flui а 10 
torna. Encontre a razáo entre o tempo 
parada. 


E48) Um barco tem velocidade de 20 km/h em 
km/h, o barco viaja uma certa distância rio abaixo e re 
da viagem de ida e volta e o tempo que levaria em água 


(А) зә BLZ  (C)34  (D)43 (Es (F) Nenhuma dessas 
em de 260 km em um dia chuvoso. Na primeira parte do 
ara 10 km/h por que a chuva ficou 
qual foi a distância viajada a 10 


E49) Uma familia lez uma viag 
percurso, andaram a 50 km/h, então tiveram que reduzir p 
muito intensa. Se o tempo total da viagem foi de 6 horas, 


km/h? 
(A) 5 km (B) 10 km (C) 15 km (D) 20 km (E) 25 km 


E50) (*) Carla dirige da cidade A para a cidade B a 45 km/h. Chegando em B, lá permaneceu 
por 10 horas, e então retornou para A a 75 km/h. Se o tempo total da viagem, da saída de A 
até a chegada a A foi de 50 horas, qual é a distância entre as duas cidades? 


(A) 1190 km (B)1173km (С) 1175 т (D) 1160 km (E) 1125 km 


Problemas de misturas 


Este ë mais um tipo de problema bastante comum em provas de concursos. Misturas 
envolvendo álcool e gasolina, misturas envolvendo água e ácido, com diferentes 
concentrações, misturas de substâncias em geral. Existem até problemas envolvendo misturas 


de jujubas com cereais. 


Toda mistura de substâncias tem um parâmetro 
chamado concentração, que é uma relação entre 
os dois ingredientes (eventualmente podem ser 
mais de dois). Por exemplo, uma mistura com 
20% de álcool e 80% de gasolina, ou uma mistura 
de 10% de ácido com 90% de água. Tipicamente, 
os problemas abordam uma mistura inicial, com 
uma determinada concentração, que é 
adicionada a outra mistura, ou somente um 
ingrediente puro da mistura original, e pedem a 
concentração da nova mistura. 


| 
| 





Exemplo: 
Quantos litros de água pura devem ser adicionados a 5 litros de uma mistura de água € ácido a 
20%, pare resultar em uma nova mistura de água com ácido a 10%? 


Solução: 
Primeiro temos que calcular as quantidades de água e ácido na mistura original 
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5 L ácido e água a 20%, significa que о componente ati 
total. À água é o componente neutro, que serve apen 


vo, que é o ácido, corresponde a 20% do 
as para diluir o ácido. 


5 L da mistura = 0,2.5=1L de ácido 
0,8 .5 = 4 L de água 


A seguir adicionamos x litros de água pura, ficando com uma nova mistura, contendo: 


1 L de ácido 
(4 + x) L de água 
Volume total da mistura: (5 + x) litros 


O problema exige que a nova mistura tenha 10% de ácido. Já contatamos que temos ao todo | 
L de ácido e (x + 5) litros de água. Então: 


l 








=10% = 0.1 
x+5 
10 2] 
x+5 
x+5=10 
x=5 


Portanto devemos adicionar 5 L de água pura á mistura para que resulte em uma nova mistura 
com concentração de 10%. 


Resposta: 5 L 


Neste problema, se partimos da solução a 20% e queremos uma nova mistura com 
concentração menor, adicionamos água. Se quisermos obter uma nova mistura com 
concentração maior, devemos adicionar mais ácido. 


Esta solução tem apenas um problema: estamos supondo que os 20% de ácido citados referem- 
se a 20% de volume (1 L de ácido em 5 L de solução), mas isto nem sempre está correto. 


Exemplo: CN 2009 


O combustível A é composto de uma mistura de 20% de álcool e 80% de gasolina. O 
combustível B é constituído exclusivamente de álcool. Um motorista quer encher 
completamente o tanque do seu carro com 50% de álcool e 50% de gasolina. Para alcançar o 
seu objetivo colocou x litros de A e y litros de B. A razão x/y é dada por 


(А) 58 (B)3/5 (С) 2/5 (D)52 (E32 


Solução: 

Este é um problema do primeiro grau totalmente diferente. São sugeridas duas incógnitas, x e 
y, que são respectivamente, o número de litros do combustível À e do combustível B. Uma 
equação é obtida a partir do fato de que a mistura final deverá ter 50% de álcool e 50% de 
gasolina. A segunda equação... não é dada! Teria que ser dada por exemplo, a capacidade 
total do tanque, teríamos então x + y = capacidade, mas essa informação não é fornecida. Em 
compensação, o problema não pede explicitamente x e y, mas sim, a razão entre x e y. 


¿ 


Scanned by CamScanner 


384 O ALGEBRISTA 


Calculemos a composição de x litros de A e y litros de В: 


x litros de A = x.0,2 litros de álcool + x.0,8 litros de gasolina 
y litros de B = y litros de álcool 


Então um mistura de x litros de A e y litros de B terá: 


Álcool: 0,2x + y 
Gasolina: 0,8x 
Para que composicáo final tenha 50% de álcool e 50% de gasolina, é preciso que essas duas 
quantidades sejam iguais. 


0,2x + y = 0,8x 
y = 0,6x 
xy = 10,6 = 5/8 


Note que com as informações do problema não é preciso determinar Os valores de x e y, mas 
sim, a razão entre x e y. Passemos então a conferir O resultado. Tomemos uma mistura de 5 


litros de A e 3 litros de B (que satisfaz a x/y = 5/3). Teremos então: 


Álcool: 0,2.5+3=4 
Gasolina: 0,8.5 = 4 


De fato, esta combinação resulta em quantidades iguais de álcool e gasolina. 


Resposta: (A) 5/3 


Este é um tipo de problema do primeiro grau que pode ser esperado em provas atuais. O 
problema induz o aluno a procurar dois valores, x e y, entretanto é impossível descobrir os 
valores exatos, pois não é dada a capacidade do tanque. Mas devemos lembrar que uma coisa 
é a solução do sistema, outra coisa é a solução do problema. Para chegar à solução do 
problema, apenas calculamos a razão entre x e y. Mesmo que x e y nào possam ser 
determinados a partir dos dados fornecidos, a sua razáo x/y pode perfeitamente ser calculada. 


A capacidade de resolver problemas do primeiro grau dependerá da habilidade do aluno em 
converter as informações dadas em equações. 


Recomendamos que seja usado um método um pouco diferente, e mais fácil de ser usado. Ао 
invés de lidar com a quantidade das duas substáncias, lidamos com dois outros valores: o total, 
e a quantidade de uma das substáncias. Por exemplo, se temos misturas de ácido e água, sal e 
água, glicose e água, escolhemos respectivamente as substáncias ácido, sal e glicose, já que ? 
água nada mais é que o solvente. No exemplo citado de álcool e gasolina, temos duas 
misturas”; 


A: Gasolina + álcool 
B: Alcool 


Apesar de nesse exemplo, tanto o álcool quanto a gasolina serem importantes, vamos escolher, 
matematicamente, o álcool como “solvente”, e a gasolina como “substância rincipal”, apenas 
do ponto de vista matemático. O motivo de propormos este método é ca nie teremos qué 
nos preocupar com as unidades (ex: as porcentagens se referem a peso ou a volume:): 
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Escolhendo este caminho evitaremos problemas relativos às unidades usadas, como será 
explicado mais adiante. 


No referido problema do Colégio Naval, temos, de acordo com o enunciado: 


Mistura A: 80% de gasolina, entáo do volume x, temos 0,8x de gasolina. 
Mistura B: 0% de gasolina, pois é álcool puro, 


Formamos entáo uma tabela onde indicamos as misturas A e B, e a mistura total. Preenchemos 


para cada uma delas a quantidade da substáncia dissolvida (no exemplo, convencionamos ser 
a gasolina) e a quantidade total. 


Mistura À Mistura B MA + MB 


Vejamos como foram preenchidos os valores da tabela. A linha inferior mostra as quantidades 
de misturas À e B, que são respectivamente x e y (o problema pede a relação entre x e y). À 
quantidade total será a soma das duas quantidades, x + y. A linha relativa a “gasolina” mostra 
as quantidades de gasolina nas duas misturas. A mistura A tem 80% de gasolina, então a 
quantidade de gasolina será 0,8 x. A mistura B não tem gasolina. O valor MA + MB é igual à 
soma das quantidades de gasolina nas duas misturas, ou seja, 0,8x + 0, porém é também igual 
a 50% da mistura total, ou seja, 0,5 (x + y). Temos então: 


0,8 x = 0,5 (x + y) 
0,8x=0,5 x + 0,5 y 
0,3 x = 0,5 y 
xy = 5/3 


A vantagem em resolver o problema desta forma é que náo precisamos saber qual é o critério 
escolhido para definir a concentração, se é volume (L ou mL) ou se é massa (kg ou g). A rigor 
o problema deveria fornecer esta informagáo, mas caso náo fornega, o critério da resposta será 
o mesmo critério do enunciado. 


Resposta: (A) x/y = 5/3 
Exemplo: CN 82 


Os minérios de ferro de duas minas X e Y possuem, respectivamente, 72% e 58% de ferro. Uma 
mistura desses dois minérios deu um terceiro minério possuindo 62% de ferro. A razáo entre as 
quantidades do minério da mina X para o da mina Y, nessa mistura, é: 


(A) 1,4 (B)1,2 (C)05 (D)02  (E)0,4 


Solução: 

Note que no problema de álcool/gasolina, usamos uma resolução baseada em proporções de 
volumes, ou seja, que 20% de álcool significa 20% de volume de álcool (1 litro de álcool na 
Solução total de 5 L). Este problema de minério não se refere ao volume de ferro, mas som, à 
Massa (que é proporcional ao peso) de ferro em relação ao peso total da mistura. Isto está 
implícito, pois sendo um material sólido, as concentrações são topicamente indicadas em 
relação ao peso (proporcional à massa). Vamos portanto montar uma tabela similar à usada no 
Problema da gasolina, considerando que o ferro está misturado à impurezas (terra, etc.). 
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a de acordo com os dados do problema. Tomemos quantidades x e y 
c c ° rof AN — eM : 

antidade total de minério extraído das duas minas será 
será igual ás somas das quantidades de ferro 


A tabela foi preenchid 
das minas X e Y, respectivamente. A qu ын 

+ v). А quantidade de ferro da mistura lina al às : 1 | k 
din das duas minas (0,72x + 0,58y), mas também é igual a 0,02 (x + y), já que o 


mæ ° .. r T 190 ҮГ a 2 ` ° 
problema pede que a concentraçao da mistura final seja 62%. Ficamos entao com 


0,72x + 0,58y = 0,62 (x + y) 
0,72x + 0,58y = 0,62x + 0,02y 
0,10x = 0,04y 

x/y = 0,04/0,10 = 0,4 


Resposta: (E) 0,4 


Exemplo: 
Quantos gramas de uma solução de 75% de ácido devem ser adicionados a 36 gramas de uma 
solução de ácido a 50% para produzir uma solução com ácido a 60%? 


(A)36g (В) 245  (C)l8g (D)30g 


Solução: 

Observe que este exemplo trata de uma solução de água com ácido. Tipicamente usamos 
volume para quantificar líquidos, mas também pode ser usada massa, como neste exemplo. 

O problema pede a quantidade em gramas, da primeira solução, a ser utilizada (chamaremos 
de x). Usemos portanto a tabela: 


Solução 1 Solução 2 S1 + S2 
Ácido: 0,5 . 36 = 18 0,75x + 18 = 0,6 . (x + 36 
Total: | x | 3 | хэз6 o 





As quantidades indicadas na segunda linha sáo, respectivamente, x, 36 e (x + 36), pois x é O 


valor pedido pelo problema (a quantidade da primeira solução), os 36 gramas da solugáo 2, € 
a soma dessas duas quantidades, (x + 36). 


As quantidades de ácido em cada solucáo sáo obtidas multiplicando a quantidade de cada 
solução, pela respectiva concentração (75% para a primeira e 50% para a segunda). 


A mistura final nos dará a equacáo que permitirá encontrar x. A quantidade de ácido é igual à 
soma das quantidades de ácido nas duas soluções (0,75x + 0,5.36), mas também é igual a 60% 
da quantidade da mistura final (0,6.(x + 36) ), o que nos dá a equação: 


0,75x + 18 = 0,6 (x + 36) 
0,75x + 18 = () бх + 21,6 
0,15x = 3,6 

x = 24 


Resposta: (B) 24 g 
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Exemplo: M E 7А 
quantos litros de uma solução de sal a 4% 


devem 

am И > S 
к a 12% para se obter uma solucáo de sal Е 
Se m 


11 adicionados a 94 L de uma solucáo de 


Este problema mostra como pode ser complicada 
porcentagem em peso ou em volume, Nesse caso nã 
entretanto à quantidade de solução é dada em litros É 

uma solução de sal а 10% correspondem a 9 |; EN гартан тон 
química, no mistura-se uma substância sél; bn шаг —— йг " 

“Ти аш a, é en 

g/L ou g/m este proble aro. Muitas vezes, ын provas Кена d 
es da química, náo especificam o critério para 
wolvidas nas misturas. Na maioria das vezes, 
45, € em massa, para substâncias sólidas, mas há 


usce ia, de "wan de sólido e líquido. O método de resolucáo pela 
ето W: à. ха verdade vale para qualquer tipo de mistura, sólidos e liquidos, 


mesmo que fique indeterminado, não importa. A resposta encontrada estará usando o mesmo 
critério de concentração dado no enunciado. Vamos à solução do problema: 
c . 


à questão da c 


Solução: 
Usemos a tabela de quantidades das misturas envolvidas: 


Solução 4% Solução 12% Solução final (10% 
0,04x 0,12.24=288 | 0,04x 9,88 = 0,1 . (x + 94 


A segunda linha mostra as quantidades das solugóes, que sáo, respectivamente, x (valor 
pedido pelo problema) e 24 L. O último valor é a soma das quantidades, x + 24. A primeira 
linha mostra a quantidade de sal em cada solução. Na primeira solução, temos 4% de x (0,04x), 
na segunda temos 12% de 24 L (2,88g), e o último valor dá a quantidade de sal na solução 
final. É igual à soma das quantidades de sal vindas das duas soluções (0,04x + 2,88), mas 
também é numericamente igual a 10% do volume da solução final (0,1. (х + 24)). Ficamos 
então com: 










Sal: 
Total: 





0,04x + 2,88 = 0,1 (x + 24) 
0,04x + 2,88 = 0,1х + 2,4 


0,06x = 0,48 

x=8 

Resposta: 8 litros 
| ta “4% de sal”, se está se referindo a 
| Observe que o problema náo deixou claro o que representa + b l dará 
| peso ou volume. Não importa, O dispositivo de resolução pela ta 2 af ps на MM 
| coerente com o enunciado, seja lá qual for esta porcentagem que o autor da q 
| mente, 

Exemplo: 


a R$ 80,00 por litro tem que ser misturado com 6 L de 


Quantos litros de um solvente que cust venta cóm eto deli 


i 50 
um outro solvente que custa R$ 25,00 por litro para resultar em um 
36,00 por litro” 


Solução: 


Este ë um tipo de problemas de mistura m CAE 
(incógnita) a R$ 80,00 por litro, então seu custo será OVX. 


enos complicado. À primeira mistura tem x litros 
gunda mistura tem 6 litros a R$ 





MS 
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25,00 por litro, então Isto custará 6 . R$ 2 
custo por litro deve ser R$ 36,00, então o custo loli 
Agora basta igualar a soma dos custos das duas mistura 


500 = R$ 150,00. А mistura final terà х + G litros, ep 
| 1 da mistura será (x * 6).30 = 30x + 916, 
5, conr o custo da mistura resultante: 


80x + 150 = 30x + 216 
44x = 06 
X = 1,5 


Resposta: 1,5 litros 


Exercícios 

E51) (*) Luís é um estudante de química que precisa 
produzir uma solução de ácido acético a 10% para 
um experimento. Ele verifica que só tem 
disponíveis, soluções a 5% e a 20%. Ele decide fazer 
a solução a 10% misturando as duas soluções 
disponíveis. Quantos litros da solução a 5% devem 
ser misturados a 8 litros da solução a 20% para obter 
uma solução a 10% de ácido acético? 


(А) 16,51, — (B)32L  (C)I6L (р) 851 
(E) 24 L. 





E52) Quantos litros de álcool devem ser adicionados a 24 litros de uma solugáo de álcool a 
14% para resultar em uma soluçao de 20% de álcool? 


E53) Quantos gramas de ácido puro devem ser adicionados a 40 g de uma solução de ácido a 
40% devem ser adicionados para produzir uma solugáo de ácido a 5076? 


E54) Um tanque contém 1000 litros de uma solugáo de 40% de ácido. Quanta água deve ser 
adicionada para que resulte em uma solugáo de 30% de ácido? 


E55) Uma solução A tem 50% de ácido, e uma solução B, 80%. Quanto deve ser misturado de 
cada solução para formar uma 100 ml de uma solução de ácido a 68%” 


E56) Uma indústria farmacéutica tem duas misturas de xarope, sendo uma pura e outra a 80%. 
Quanto deve ser usado de cada uma para fabricar 150 L de xarope a 92%? 


E57) (*) Uma tinta contém 21% de corante verde vai ser misturada com outra tinta que contém 
15% do mesmo corante. Quantos litros devem ser usados de cada uma, para formar 60 1 de 
uma tinta com 19% de corante verde? 


E58) Qual o volume de água deve ser eliminado por evaporação, de uma solução de 50 1 de 
água com sal a 12%, para resultar em uma solução de sal a 15%? 


E59) Quantos gramas de água pura deve ser misturada a 50 g de uma solução de ácido a 50% 
para formar uma solução de ácido a 30%? 


E60) Um chá com 30% de camomila deve ser misturado com outro que contém 20% de 


camomila, para formar 10 kg de um chá com 22% de camomila. Quais quantidades de cada 
chá devem ser usadas? 
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Este ë mais um tipo de problema do primeiro 

| & ` ` g , ) 3 y ` "v at e 

alg: bricas, "S esai de ser um assunt Br ril cs ser resolvido usando técnic 

aplicações financeiras : j i 

aplic j € RS pre quanto nos emprêstimos. Por exem | q P^ Juros são usados tanto nas 

capital de com j 0 E. i O, se algué 

pu nda ad П Juros de 1% ao més significa б | биет toma emprestado um 

do valor tomado emprestado. Como 1%, de R$ que a cada mês, sua divida crescerá 1% 

aumentará este valor, ou seja, 

"4 ( 

segundo serão R$ 1020,00, no terceiro seráo R$ 1 

'ontinua o mesmo, no ante. O valor princi 

continu , по caso, R$ 1000,00, mas o valor a ser devolvido é яасын principal 

são RS 10,00 por més. O mesmo ocorre quando al zu RM 
А 2 O n « А А 

seja, faz uma aplicação. aguem empresta dinheiro ao banco”, ou 


030.00, e assim por di 
lor 


Este tipo de juros é chamado de “juros simples” 


cada més. Na vida real são usados “i » | , 

di P AE хилс ана eb мн Кан , € a diferenga é que o aumento 
* : picado e os juros adicionados nos meses anteriores 
(“juros sobre juros”). Para trabalhar com Juros compostos é preciso usar uma calculadora, pois 
as fórmulas sáo mais dificeis de usar que a dos juros simples. Por isso, apesar de nào ser 1 tipo 
mais comum na vida real, os juros simples sáo os mais usados em provas e exercícios. 


; € Sua característica é um aumento constante a 


Existe uma famosa fórmula que calcula o valor dos juros simples acumulados, levando em 
conta um capital Co, uma taxa i e um tempo t. 


J = Со.1./100 


_ Coit 
100 


Nesta fórmula, Co ë o capital emprestado, ou aplicado, i representa a taxa de juros, 
considerada de 0 a 100. Dai existe o denominador 100, para fazer a correcáo. Por exemplo, 
20% se transforma em 0,2 devido a este denominador 100. Finalmente, t representa O шин 
па mesma escala que o usado na taxa de juros. Por exemplo, se a taxa é um certo valor 


mensal, o tempo deve ser medido em meses. 


Exemplo: = 
Calcular o valor dos juros de um empréstimo de R$ 1 


taxa de 1% ao mês. 


000,00, por um período de 6 meses, a 


Fe 1000.1.6 _ R$ 60,00 
100 


“tal inici s juros: 
O valor a ser devolvido ë igual ao capital inicial somado aos J 


R$ 1060,00 
e quisermos calcular o valor total a ser 


I -8 
o valor dos JUE no periodo: 


Esta formula calcula que cial com os juros 


devolvido, basta somar o capi 
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Lt MENU 
Exemplo: CN 93 


i i to. ao ano. deve 
A que taxa de juros simples, em porcento, - à 

- ° ЭР 3 ї 
que no fim de 6 anos e 8 meses, duplique de valor 


se emprestar um certo capital Dai 
` n aà 


(А) 10 (B)12 (C)15 (D)!8 (E) 20 
Solução: 


Como os números envolvem fração de ano, es 
para depois multiplicar por 12. Para que o capita 
período sejam iguais ao capital, ou seja: 


estão em meses, podemos calcular a taxa me 


Ë КТЫ Usal 
| duplique de valor, é preciso que 


US juros No 


J š Co = Co-1.t/100 
i.t = 100 
Fazendo t = б anos e 8 meses = $0 meses, temos: 


i.80 = 100 


i = 1,25 porcento ao més. 
Para converter para juros anuais, basta multiplicar por 12: 


125 x 12215 
Ou seja, 15 porcento ao ano. 


Resposta: (C) 15% ao ano. 
Exemplo: CMM 2012 


Joào, Maria e Antónia tinham juntos RS 100.000,00. Cada um deles investiu sua parte por um 
ano, com juros de 10% ao ano. Depois de creditados seus juros no final desse ano, Antônia 
passou a ter RŠ 11.000,00 mais o dobro do novo capital de Joào. No ano seguinte, os trés 
reinvestiram seus capitais, ainda com juros de 10% ao ano. Depois de creditados os juros de 
cada um no final desse segundo ano, o novo capital de Antónia era igual à soma dos novos 
capitais de Maria e Joào. Qual era o capital inicial de Joào? 


(A) R$ 20.000,00 (В) R$ 22.000,00 (С) R$ 24.000,00 (0) R$ 26.000,00 (Е) R$ 28.000,00 


Solução: 
O problema é fácil, mas tem que ser feito com atenção. A primeira coisa a observar é que um 
capital C, investido por um ano a juros de 10% ao ano, resultará em 1,1 C: 


C = Co(L+ it/100) = Co (1 + 10.1/100) = 1,1.Co 
Fazendo um novo contrato, por mais um ano, o valor se 
ao final deste segundo ano será: 


A U 
rå novamente multiplicado por IMA 


1.1.Су.Л 511 G, 


Chamando ов capitais de José, Maria e Antónia de 1, m e a, teremos: 
Capitais iniciais: j, m, a, sendo que j tm + a = 100.000 
Ao final de 1 ano os capitais seráo 1,1), 1,1m e Lla 


Ao final de 2 anos os capitais serão 1,21j, 1,21m e 1.914 
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Ao final de Í ano, Antónia passou 


3 1,la = 11.000 + 2.1,1j 


ater F. | "m 

r RS] 1.000,00 Mais o dobro do novo capital de зас»: 
Ao final do 2° ano, Antónia 
> 121a = 1,21m + 1,21j 


passou a ter a Soma dos Novos c 


apitais de María e João 


Ficamos então com um sistema de 3 equações com 3 incógnitas: 
a P + m = 100.000 

1,1а = 11.000 + 2.1,1| 

1,21a = 1,21m + 1,21 


Simplificando a segunda equação por llea terceira рог1,21, temos: 


a + j + m = 100.000 
a = 10.000 + 2j 


Somando a primeira com a terceira: 
2a = 100.000 


a = 50.000 

Substituindo na segunda: 

20.000 = 10.000 + 2j 

j = 20.000 

Substituindo a e j na primeira equação; 
20.000 + 20.000 + m = 100.000 

m = 30.000 


Resposta: 

Os valores dos capitais originais são: 
Antonia: R$ 50.000,00 

Maria: R$ 30.000,00 

João: R$ 20.000,00 


Exercícios 


E61) (* Um individuo fez dois empréstimos bancários que 
$100.000,00. O primeiro empréstimo foi feito com uma taxa de 10% ao ano, e o segundo com 
uma taxa de 6% ao ano. Depois de um ano, o individuo quitou o valor total, de R$ 107.600,00, 
Quanto foi a parte do empréstimo original a 10% anuais? 


(A) 20000 (в) 30.000 (С) 40.000 (0) 50.000 (Е) 60.000 


somavam o valor total de 


E62) Um total de R$ 9.000,00 ë investido, parte a 
uma taxa de 10% ao ano e a parte restante a 12% ao 
ano. O rendimento total depois de 1 ano foi R$ 


1.030,00. Quanto foi investido a cada taxa? 
E63) (*) 
Um ano 
investid 
investid 


José recebeu um total de R$ 900,00 em 
com seus investimentos. Se R$ 7.000,00 foi 
О a uma certa taxa, e R$ 9.000,00 foi 


9 com uma taxa 2% maior, encontre as Mercado financeiro 
uas taxas de investimento. 


1 t 
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E64) Qual ë o capital que aplicado a juros de 4% ao mês, durante 3 anos e meio, SS 
um capital total de R$ 2280,00: tars N 


E65) Qual ë o capital que vai render R$ 280,00 em dois anos e 4 meses, aplicado a зу 
ао më 

E66) Qual ë a taxa mensal de uma aplicaçáo por 8 meses, na qual um capital de R$ 10 

renderá R$ 80,00 ? 90g 


E67) Qual é o capital que, aplicado a 6% ao ano, renderá por més juros de R$ 100,00» 


E68) (*) (CN) Certa quantia foi colocada a juros, à taxa de 5% ao ano, durante 3 m 
montante foi entáo aplicado a juros de 6% ao ano, durante mais 5 anos. O novo montante ; 
RS 14.950,00. Qual foi o capital inicial? € de 


E69) (CN) Um capital foi colocado á taxa de juros fixa em 3% ao ano. No final d 


e l апо ғ. 
retirado todo o montante, que se acrescido de 20% do seu valor é igual a R$ 1.854,00, Qui. 
capital inicial? 


E70) (*) (CN) Uma pessoa empregou todo o seu capital da seguinte maneira: metade a 4% ap 
ano; um terco foi a 10% ao ano e a parte restante a uma taxa, tal que o seu rendimento total no 
fim de um ano, foi de 7 1/3 % do capital. Qual é essa taxa? 


Problemas do segundo grau 


O presente capítulo trata sobre problemas do primeiro grau. A resolução desse tipo de 
problema recai em equacóes ou sistemas do primeiro grau, ou entáo em técnicas aritméticas 


que dispensam o uso de equacóes, como é o caso dos problemas sobre frações, razões e 
proporções, juros e outros tópicos da aritmética. 


Existem problemas que não recaem em equações ou sistemas do primeiro grau, mas sim, em 
equações ou sistemas mais complexos. Os capítulos seguintes abordarão tais problemas, mas 


no momento daremos apenas o exemplo de um problema do segundo grau. Traz esse nomé 
porque recai em uma equação ou sistema do segundo grau. 


Exemplo: 


Encontrar dois números conhecendo sua soma, 13, e seu produto, 40. 


Solução: | 

, i | 
Este € um problema de segundo grau dos mais simples. Chamemos os números de * | 
então formamos o sistema: 


EM. 
х.у = 4) 


А ë um era linear, mas os métodos de resolução (comparação, substituição, 
ndo ser aplicados em qualquer tipo de sistema. Em alguns casos a solução Pº = 
obtida, pois nem todo tipo de expressão po 


C 
| 10550 
de ser resolvido algebricamente. No 1 


“аша” 
50 Š [ 


as0: 
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Recaímos em uma equacáo do segundo grau | | 

produto”: as soluções são tais que, a m 2 po resolvida pelo método de “soma e 
- , c Vc e с е О 

expressao ficamos com: produto 40. Se fatorarmos esta 


(y - 5. — 8)-0 


Este produto somente será zero se um dos fatores for zero, ou seja, y pode ser 5 ou 8. Isto 
resultará em respectivamente, x=8 ou x = 5. Os números procurados sáo portanto, 5 e 8. 


Note que — a equacao por este método nos levou ao início do problema. Entretanto, 
podera ser dep O - outro método para resolver a equação, como por exemplo, usar a 
fórmula 8e e resolução da equação do segundo grau (conhecida no Brasil, erradamente, 
como “fórmula de Bhaskara”). 


Exemplo: (CN 58) 
Um grupo de rapazes Е comprar шп rádio де R$ 280,00, сот valor dividido em partes iguais. 
Como trës deles desistiram, a quota de cada um dos outros ficou aumentada em R$ 12,00. 


Quantos eram os rapazes*. 


Solução: 


Apesar de ser antigo, este tipo de problema é muito típico, e tem sido cobrado em inúmeros 


concursos atuais. 
O número de rapazes é uma boa escolha para ser a incógnita do problema. Vamos chamar 
este número de 2. 


alor, ou seja, 280/n. Ocorre que 
ficou aumentado em R$ 12,00. 
alor original somado a R$ 


Pelo que foi combinado, cada um pagaria uma parte de igual v 
três desistiram, então o valor de cada uma das partes restantes 
Portanto os n — 3 que sobraram, teriam que pagar, cada um, O V 


12.00, e o valor total teria que ser igual a R$ 280: 


n 


A (28. 12) — 280 


Fazendo as contas ficamos com: 


(n -3)x (280 125) - 280n 
(n—3)x (70 + 3n) - 70n 


70n + Зи? —210 — 9n = 70n 
Зи? -9n—210=0 
n -3n -70 =0 


-7en- 10. нэ | 
lução da equação/sistema, outra coisa é a solução do 

mo ou pressa, encontram Х € marcam logo a 
a equação não é o objetivo final, mas uma 
ção são -7 е 10, mas devemos eliminar 
ão pode ser negativo. 


A equação tem como soluções n = 
Lembre-se que uma coisa é a so i 
problema, Muitos alunos, devido ao nervosis 
resposta. Em questões que envolvem problema, 


к 5 ua 
ferramenta para chegar à solução. As soluções ез É del айва 
O valor negativo porque 2 representa o numero e rapazes, 


aasan AA À 
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A resposta é portanto, 10 rapazes. É altamente recomendável fazer uma verific | 
solucáo, substituindo o valor encontrado no enunciado do problema, o 
eventualmente detectar erros de cálculo. 


ação desta 


10 rapazes iam comprar um rádio de R$ 280,00 => cada um pagaria R$ 28,00 
Três desistiram, restaram 7. 

Cada um terá que pagar mais R$ 12,00 Ə R$ 28,00 + R$ 12,00 R$ 40,00 

De fato, R$ 280,00 dividido por 7 = R$ 40,00 Ə OK! 

Este antigo problema tem caído em inúmeras provas atuais, com histórias 


e Números 
ligeiramente diferentes. 


Diminuir, subtrair 


Na lingua portuguesa, usam-se de modo impreciso verbos como subtrair e diminuir Na 
resolução de problemas, quando indica-se “A é diminuído de B", ou “A é subtraído de p» 

) 
qual é a conta correta, A — B ou B - A? 


Quase sempre a dúvida pode ser esclarecida pelo contexto, portanto uma expressáo como “A 
salário é diminuído dos descontos” é claramente entendida como Salário — desconto, quando 
pelo português deveria ser dito nesse caso, “o desconto é subtraído do salário”, entretanto isto 


não é respeitado, sobretudo nas questões de matemática, estejam elas em exercícios de livro 
em provas e concursos. 


Note as descrições das palavras citadas no Dicionário Michaelis: 


diminuir 

di.mi.nu.ir 

(lat diminuere) vtd 1 Tornar menor em dimensões, quantidade, grau, Intensidade 
etc.; reduzir a menos; apoucar: Diminuir a despesa, os gastos, a 
velocidade.vint 2 Reduzir-se a menos, tornar-se menor: Meus ganhos 
diminuíram. vtd 3Fazer parecer menos ou menor: O interesse e a boa vontade 
diminuem as dificuldades. vtd 4 Abaixar, abater, deprimir: Isso não lhe diminui o 
mérito. vtie vint 5 Abater-se, decrescer, enfraquecer-se: Através de culturas sucessivas, 
esse  micróbio vai diminuindo em virulência. A sua timidez não 
diminuira. vtd 6 Deduzir, subtrair: Basta diminuir dez. Diminua 9 de 27. vtd 7Tornar 
menos duradouro; abreviar: Os excessos diminuem a mocidade. vint 8Abrandar-se, 
acalmar-se, afrouxar-se: A violência da borrasca diminuiu. vint 9Tender a desaparecer oU 
a extinguir-se: Notava-se que a febre diminuía.vtd 10 Gastar: Os vícios diminuem a 
eficiéncia. vpr 11 Estragar-se, perder-se:Diminuíam-se as oportunidades, sem serem 
aproveitadas. vint 12Emagrecer: Seu físico definhava, diminuía. vtd 13 Amortecer, 


abrandar:Diminuir o ruído. vtd 14 Adocar: Diminuir o amargor do café. Antôn(acepções 
1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 e 10): aumentar. 


subtrair 
Sub.tra.ir 


(lat subtrahere) vtd 1 Tirar astuciosa ou fraudulentamente: À declaração de rendas, para 
pagamento do respectivo imposto, subtraiu várias quantias.vtd 2 Риа) 
surriplar: Subtrair uma carteira. O moleque subtraiu uma maçã ao quitandeiro: 
vtd 3 Arrebatar, esconder, ocultar: "Antes folgam de subtrair incentivos à sensualidade” (Pe 


еса d эдэн vtd 4 Arit Tirar um número chamado diminuidor, subtraendo 1 
rativo, de outro chamadodiminuendo ou minuendo: diminuir: Subtrair ита parc” >, 
Subtrair aos (oudos) lucros as vp o 


as 
despesas. vtd 5 Deduzir, tirar: air algumas hor 
ao descanso. vpr 6 Escapar-se, eduzir, tirar: Subtr gv 


J esquivar-se, fugir, retirar-se: Subtrair-se a incômodos; ^ 
dificuldades. Subtrair | | 


` aA j pe 
-se a obediência. Não se subtraia a do inton 
fic. ' raía a defesa 
público. vtd 7 Fazer desaparecer; 


retirar: Subtraiamos do espírito a recordação rá 
4 — vtd 8 Afastar, fazer escapar, livrar: A misericórdia divina subtrai o рес a 
inevitabilidade da condenação. Antón (acepções 4 e 5): adicionar; (acepção 5): J 4 
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mue os verbos podem ser usados Ari: 2 

Nota-se que 08 + erbe eI х us ados de várias formas, mas no seu uso aritmético, o correto 

a como em diminua У de 2/7 — o cálculo correto ë 27 — 9. É indicada também a operação de 


-htraendo do minuendo (minuei = ч 
tirar O subtr: D тара: ( i ido subtraendo), o que mostra que a parcela que 
pois da preposição “de” é o minuendo. 








T mona 
——_—-—-—-—-—-—-::- t|  —— 





Também no dicionário Aurélio é exemplificado o uso como 
suas horas de descanso”, indicando que a expressáo depois do 
parcela, e а expressão anterior, é o subtraendo ou 9: parcel 
А-В. 


“subtrai o tempo de estudo das 
“de” ë o minuendo ou primeira 
a, portanto subtrai B de A significa 


O problema ë que esta m nem sempre é respeitada, e deve prevalecer o contexto. Por 
exemplo, “para saber o lucro, subtrair o ganho das despesas" significa, pelo contexto, lucro = 


ganho - despesas, apesar do portugués ser errado. Considere o seguinte problema de 
matemática: 


Qual número ë igual ao do seu dobro, diminuido de 15? 


O contexto nào esclarece o que deve ser feito, entào usando a regra do portugués, o correto é: 


x 7 (15 - 2x) 
3x = 15 
x=5 


De fato, 5 é igual a 10 diminuído de 15 (15 — 10) 
O outro caminho, contrário à regra do português, é 


x=2x- 15 
x= 15 


Nessa interpretação, significa que 


15 = 2.15 — 15 


Recomendamos o seguinte: obedeca a ordem sugerida pelo contexto, e quando o contexto 


” 


nao esclarece, use a regra do portugués correto: “A subtraído de B” é B — A, ou seja, o valor 
que é “subtraído” é o que levará o sinal “—” da subtração. 


Exercícios de revisão 


27) Determine dois números, sabendo que a diferença deles é 8, e que um é o dobro do 
O. 


402 Achar um número tal que seu dobro mais sua metade seja igual ao seu triplo subtraído 


E7 
3) Achar o número que, somado com sua metade, é igual a 72, 


E74) Ts a. 
t) Dividir 220 em duas partes, de modo que 1/8 da primeira seja igual a 1/3 da segunda. 


E75) 


5 Uma fração é equivalente a 2/5. Somando 2 ao numerador e subtraindo 7, ela passa a ter 
9 seu valor original. Determine esta fração. 


L | 
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E76) Qual é a fração equivalente a 2/9 cuja soma dos termos é 44 


, » 


E77) Qual é o nümero cujo triplo excede em 30 sua metade? 


E78) Invertendo a ordem dos digitos de um nümero de dois digitos, o novo valor 


i Será igu 
dobro do original, subtraído de 1. Qual é este número? 


al do 


E79) A soma de dois números é 36 e sua diferença é 1/8 do número menor, aumen 
Encontre os números. 


ado de t) 

€, 

E80) Se adicionarmos 1 ao numerador de uma fração, seu novo valor será | As 

1 1 ” 4 Py . ter ч i DU 
adicionarmos 2 ao denominador, seu valor será 3/5. Encontre a fração. 


E81) Um certo número, quando dividido por um segundo número, dá quociente 7 e resto [ 
Še o triplo do primeiro número for dividido pelo dobro do segundo número, o quociente é | 
e o resto é 4. Encontre os números. 


E82) José comprou 6 laranjas e 3 bananas por R$ 2,10, Maria comprou З laranjas e 8 maçãs 
por R$ 4,10, e Carla comprou 6 bananas e 2 maçãs por R$ 1,40. Qual € o preço de cada fruta? 


E83) Achar trés números tais que, a soma do primeiro com o segundo seja igual a 35, a soma 
do primeiro com o terceiro seja 32, e a soma do segundo com o terceiro seja igual a 27, 


E84) Achar trés números tais que, o primeiro aumentado da metade da soma dos outros dois 
seja 54, o segundo aumentado da metade da soma dos outros dois seja 41, e o terceiro 
aumentado da metade da soma dois outros dois seja 83. 


E85) A soma dos dois dígitos de um número é 11. Se forem invertidas as posições desses dois 
dígitos, o número resultante será 45 unidades menor. Qual é este número? 


E86) Um número de dois dígitos é igual a 7 vezes O valor da soma dos seus digitos, O 
quadrado desta soma de dois dígitos é igual a 12/7 do número, Qual é este número? 


E87) Determine uma fração irredutível, sabendo que somando 6 ao denominador, ela se toma 
trés vezes maior, e que subtraindo 2 do denominador, ela dobra de valor. 


E88) Uma loja de roupas vendeu 200 camisas, com pregos de R$ 33,00 e R$ 18,00. O valor 
total das vendas foi de R$ 4.800,00. Quantas camisas de cada prego foram vendidas? 


E89) A soma de dois números é 104, O maior é um a menos que o dobro do número menor, 
Quais sáo esses números! 


. r r , ° + j lo 
E90) A diferença entre dois números é 15. A soma do dobro do número maior com o (0р 
do menor é 182. Encontre os números. 


.. É E E E 0 nor, 0 
E91) A soma de dois números é 900. Quando 4% do maior é adicionado com 7% do menor, 


resultado ë 48. Encontre os números. 


1 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 
1 
| 
1 
| 


É Ч ” ° , | do seu 
E92) A soma de um número com o triplo do seu sucessor é igual ao quíntuplo 
antecessor. Encontre este nümero. 







o são 
E93) Num estacionamento existem 100 veículos, entre carros de 4 rodas, e motos. Ao tod 


360 rodas. Quantos sáo os carros e quantas sáo as motos? 
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х) Determine dois — sabendo que sua soma é 14, e o menor deles, quando undis 
fica reduzido à metade. 


(T i D [3 a ^ o M ! 2 ' p ж : , , 
£25) Um pid oen l € Ic -— ido por dois algarismos cuja soma e 12 Quando invertemos aà 
osição desses gansmos, O numero resultante e / 2^ maior que Q número original. Determine 
o nümero original 


bo, são tais que, O primeiro, ao ser somado com 5, tem seu valor multiplicado 
r 10, eo segundo, ao ser somado com 3, tem seu valor dividido por 10, Determine a soma 
desses dois números. 


E97) Foram construídos para uma decoração, 50 polígonos, entre quadrados e triângulos, 
intalizando 180 lados. Qual é o número de triângulos? 


E98) Um grupo de amigos consumiu em uma lanchonete, 4 sanduíches iguais e 7 refrigerantes, 
intalizando RS 41,00. Um casal de namorados comprou 2 sanduíches e dividiram o mesmo 
refrigerante, pagando RS 13,00. Determine o preço que um outro grupo pagará por 3 
sanduíches e 5 refrigerantes. 


99) Um filho nasceu quando seu pai tinha 30 anos. Determine suas idades atuais, sabendo 


que a soma é 72 anos. 


E100) (*) Um número de 3 digitos é igual а 25 vezes a soma dos seus digitos. Se os três digitos 
de o número original de 198. O dígito das dezenas 


forem revertidos, a número resultante exce 
idades e das centenas. O digito das dezenas do 


é um a menos que a soma dos dígitos das ш 
número dado é: 

(2 (B3 (C)6 (D)7 (E)5 

El01) Trés torneiras iguais são capazes, cada uma delas, de encher um tanque em 60 minutos. 


- A ve . ` . . a 1: T4 
Quanto tempo as trés torneiras juntas levarão para ent her este tanque: 


E102) A pode fazer um trabalho em 3 dias, B em 5 dias, e C em 6 dias. Quantos dias, A, B e 


š | abs 2 
C, trabalhando juntos, realizarão o mesmo trabalho: 


ndentes. À primeira torneira enche o tanque em 10 


El03) Um tanque tem 3 tomeiras indepe | 
m 32 horas, Em quanto tempo o tanque será cheio, 


horas, a segunda em 24 horas, e a terceira € 
com as três tomeiras abertas? 


600,00 por semana e mais R$ 1,00 por 


El04 Ка arros cobra R$ 
| Uma mgência de aluguel се ой gasto de R$ 1500,00 ? 


quilômetro. Quantos quilômetros podem-se viajar com um 
(А) 700 (вувоо  (c)900  (D)!00 (E) TO 


E105) Um automóvel foi vendido por R$ 24.000 após ter sofrido um desconto de 20%. Qual 


“Та о preço original do veículo? 
(A) R$ 28.800,00 (B) R$ 30.000,00 (O) RŠ 19.200,00 (D) R$ 32.000,00 (E) R$ 34.000,00 
s filhos. O mais velo recebeu três vezes o valor 


E106 trê 
) Um homem deu R$ 64.000 para seus те beu R$ 14.000 mais que O mais novo. Quanto 


recebido pelo mais novo. O flho do meio rece 
nheiro recebeu o filho do meio? | 
(А) R$ 10.000 (В) R$ 15.600 — (O) R$19.600 (0)В824000 (Е) R$ 30.000 


4 
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E107) Dois garotos, Carlos e Bernardo, estáo discutindo a respeito de dinheiro; — 


Carlos: - Pode me emprestar R$ 10,00 ? | 

Bernardo: - Náo. Já gastei parte dos R$ 10,00 que eu tinha. 

Carlos: - Quanto vocé gastou? 

Bernardo: - Exatamente 1/4 do que sobrou. 

Carlos: - Bom. Isso deixa você com exatamente de quanto eu preciso 


Quanto Bernardo tem: 


(А) R$7,50 —(B)R$2,0  (C)R$800  (D)R$200 (E R$ 6,00 


E108) Uma companhia telefónica tem dois planos, A e B. O plano A custa R$ 4,98 por m 

mais 7 centavos por minuto. O plano B não cobra taxa mensal, e cobra 13 centavos ч 
minuto. Quantos minutos de chamadas fariam com que 08 planos A e B resultem no iba 
custo mensal? Е 


E109) Um ciclista fez um trajeto de 4 horas, sendo que uma parte foi feita a uma velocidade de 
6 quilômetros por hora. À partir de um certo ponto do trajeto aumentou a velocidade para 10 
km/h. Se a distância total percorrida foi de 36 km, em quanto tempo o ciclista fez cada trecho 
do trajeto” 


E110) Como exercício, as irmãs Carla e Ana correm da sua casa até um parque. Carla corre a 
4 km/h e Ana corre a 6 km/h. Quando Ana chega ao parque, Carla ainda tem 2 km para 
terminar o percurso. Qual é a distância entre a casa das irmãs e o parque? 


(A)8km (B)6km (C)9km (D)5km  (E)4km 


E111) Joana comprou um anel em 2000 por R$ 200,00. Em 2005 o anel perdeu 10% do seu 
valor. Em 2010 o anel valia 30% mais que em 2005. Em 2015, o anel perdeu R$ 20,00 do seu 
valor de 5 anos antes. Qual era o preço do anel em 2015, arredondado para um número 
inteiro de reais? 


(A)R$210 — (B)R$214  (C)R$24  (D)R$209  (E)R$220 


E112) Havia 500 bolas vermelhas e azuis em uma jarra. 1% das bolas eram azuis. Algumas 
bolas vermelhas, mas não azuis, foram retiradas. Agora, 2% das bolas são azuis. Quantas bolas 
ainda estão na jarra? 


(А) 400 (В) 495 (С) 485  (D)250 (Е) 245 


6 km ? 


E113) Um barco que viaja a 13 km/h em água parada pode fazer uma viagem de 21 nte 


favor da corrente no mesmo tempo que pode fazer uma viagem de 96 km contra à сопе 
Encontre а velocidade da corrente. 
(A) 3,5 km/h (B) 4,5 km/h (C) 3 km/h (D) 5 km/h 

i 10 
Е114) Tomás tem moedas de 1, 5 e 10 centavos em uma jarra. O número de moedas i de 
centavos é um a menos que o triplo do número de moedas de 1 centavo. O - y" 
moedas de 5 centavos é o dobro do nümero das moedas de 1 e 10 centavos soma P 
total das moedas na jarra é R$ 6,90. Encontre o número de moedas na jarra. 
(A) 79 (B) 69 (C) 117 (D) 107 (E) 138 

E. 

El15) (*) Bernardo fez uma viagem de 120 km a uma velocidade média de 50 qe 
primeira parte da viagem [oi feita a uma velocidade de 30 km/h. A segunda parte foi fel 
km/h. Quantos quilômetros foram percorridos na primeira parte da viagem! 


(A)40 (B)96 (C45  (D)30 (Eoi x 
y 
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:116) Uma empresa de aluguel de carros cobra um preço básico diário de R$ 29,00 mais R$ 
qe or cada quilómetro percorrido. José alugou um carro por um dia e foram cobrados ao 
. К RS 165,50, Quantos quilómetros José percorreu com o carro alugado? 

n Š 


(B) 210 (C) 424 (D) 350 (E) Mais de 500 km 


£117) А metade da soma de dois números ë 20 e o triplo da sua diferença é 18, Encontre os 


números. 


eis cavalos e 7 vacas podem ser comprados por R$ 100.000,00, e 11 cavalos e 13 vacas 
£118) S P prados | 
podem ser comprados por RS 184.400. Determine o preço de um cavalo e o de uma vaca. 


119) Em um evento, participam 200 pessoas. O ingresso é R$ 10,00 para adultos e RS 5,00 
para crianças. A arrecadação total foi de R$ 1100,00. Qual é o número de crianças? 


E120) Um cofre tem 27 moedas de RŠ 1,00 e de R$ 0,25. O valor total das moedas é R$ 21,00. 
Determine o número de moedas de cada valor. 


E121) Em uma caixa existem selos de 15 e de 18 centavos. O número de selos de 15 centavos 
é quatro unidades menor que o triplo do número de selos de 18 centavos. O valor total dos 
selos é R$ 1,29. Quantos selos de 15 centavos há na caixa? 


E122) (CN) No fim de quanto tempo aos juros produzidos por um certo capital serão iguais a 
38 do mesmo, se empregado à taxa de 15% ao ano? 


E123) (EPCAr) Quanto tempo se deve esperar para que um capital A, empregado à taxa de 
juros de 5% ao ano, duplique seu valor? 


E124) (CEFET) Um capital de R$ 6.300,00 foi dividido em duas partes. À primeira parte foi 
ano, durante quatro anos, e rendeu os mesmos juros que а 


investida a uma taxa de 3% ao 
А taxa de 25 \, ao. ano, por sels anos, Calcule O valor da parte 


segunda parte, que foi investida 
maior. 


(A) R$ 3.000,00 (В) R$ 3.100,00 (C) R$ 200000 (D) R$ 3.400,00 (E) RS 3.500,00 


duas pessoas é KS 20.000,00, Uma delas coloca o 


E125) (CN) A diferença entre os capitais de ). Un 
modo que Ihe renda 45%, Sabendo-se que os 


seu capital a 9% e a outra aplica-o na indústria, de 
rendimentos são iguais, achar os dois capitais. 


artes, sendo a 2* о dobro da 1°, e a 3% o dobro da 2º. 


"Ins ' 
E126) Um número foi dividido em tres p | 
a de І unidade. Calcule esse número. 


* 0 número fosse duplicado, a 2* parte aumentari 

E127) Num depósito hà viaturas de 4 rodas e 6 rodas, ao todo sáo 40 viaturas e 190 rodas. 
‚ tn? 

Mantas viaturas há de cada espécie no depósito: 


uma outra, Em 9 anos, a 


E128) Hš . ra o dobro da idade de 
4.41 На 18 anos, a idade de uma pessoa е Que idades têm as duas 


! ; = : nda. 
ade da primeira pessoa passou a ser 5/4 da idade da segu 
Pessoas atualmente? 


rismos compreendido entre 400 e 500, sabendo que a 


E199 D ; : 
) Determinar um número de 3 alga dígitos invertidos ë igual a 36/47 do 


"s : i m os 
ma dos seus algarismos é 9 e que o número co 
Cro original, 
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E130) Um pai diz a seu filho: hoje a sua idade é 2/7 da minha, e há 5 anos "Mo 16 | T 
c ). 


idade do pai e a do filho? 


Qul, 


E131) Roberto tem 24 anos e Paulo, 10 anos. No fim de quantos anos a idade de Rob 

o triplo da de Paulo? Com "eá 
E132) Dois individuos tëm respectivamente, 45 anos e 15 anos. Depois de quanto 
idade do mais novo será igual a 1⁄4 da idade do mais velho? 5 anos 


E133) Duas torneiras juntas enchem um tanque em 4 horas. Uma delas sozinh 


а O ench 
| . . е 
horas. Em quantos minutos a outra, sozinha, encheria o tanque? em 7 


PMMA Safa aa W. cl s ЧРЧРИН 


E134) Duas cidades A e B distam 200 km. Às 8 horas parte de À para B um trem 
Duas horas mais tarte parte de B para A, um outro trem a 40 km/h. A que distância 
А ocorrerá o encontro dos dois trens? 


a 30 kmh, 
da cidade 


E135) Um mensageiro vai de A até B de bicicleta, com a velocidade de 10 km/h, e volta de B 
para A, a pé, com velocidade de 4 km/h. Calcule a distáncia AB sabendo-se que o tempo tota] 
de ida e volta foi 7 horas. 


El36) A diferença entre um número de dois algarismos e outro escrito com os mesmos 
algarismos invertidos ë 36. Calcule-os, sabendo que o algarismo das dezenas do 1° número ë 
igual ao inteiro consecutivo ao dobro do algarismo das unidades desse mesmo número. 


E137) Um número é composto de trés algarismos, cuja soma é 18. O algarismo das unidades é 
o dobro do das centenas e o das dezenas é a soma do das unidades e das centenas. Qual é 
esse número? 


E138) Em uma bolsa há R$ 35,50, formados por notas de R$ 2,00 e moedas de R$ 0,50. 
Sabendo que a soma dos números de moedas e cédulas é 26, calcular o número total das 
moedas e de cédulas. 


Era astro L. Mc a et a e m 2 a C amana ¿an de aska hana a ЧИРЕ ЕЕ 


E139) A soma das idades de A e B é 35 anos. Daqui a 5 anos, a idade de À será o dobro da 
de B. Calcular as idades de A e B. 


F140) A soma de dois números é 13 e o primeiro mais a raiz quadrada do segundo é 7. 
Calcular esses nümeros. 










E141) Uma pilha de 40 tábuas tem 1,7 m de altura. Sabendo-se que as tábuas tém, umas 2 cm 
e outras 5 cm de espessura, quantas sao as de 2 cm? 
OBS.: Problema já pedido em concurso várias vezes 


pessoas. se 


m as se, 
Achar 0 


E142) Certa quantia é dividida em partes iguais, entre determinado número de 
aumentarmos de 6 o número de pessoas, cada uma receberá R$ 3,00 a menos, * 
contrário, o número de pessoas for reduzido de 2, cada uma receberá R$ 2,00 a mais. 
número de pessoas e a parte de cada uma. 

OBS.: Problema já pedido em concurso várias vezes 


OB que | 
Е143) (*) Uma bicicleta de R$ 280,00 foi comprada por um grupo de went fü — 


r ы ° S 
contribuíram com partes iguais. Como 3 desistiram, a quota de cada um dos ге 
aumentada em R$ 12,00. Quantos eram os meninos? 
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: tinha 100 litros i Ds —— ж. 
A a Um tonel con а де ге puro. Retirou-e certa quantidade de vinho 
TEE. r 2 ses T | , | - üt: 
E foi substituída po gu ads uida retirouse da mistura, novamente, a mesma 
ar r fc * $ гч 
E , dade, sendo entao s s 1 : a por -— А mistura final resulton em 100 litros psi 
y antos litros foram trocados de cada ve; Ч, € ( 
g- litros de agua. Qu s de cada Vez? 
2 
O valor absoluto da «а parte de um número é igual a | menos a sexta parte desse 
pM) Y. ro. Qual é este número? iind 2456 


2140 (3) Qual número é igual ao valor absoluto do seu dobro, diminuído de 15? 


£147) Uma pessoa possui dois cavalos e uma sela, que vale R$ 1500,00, Colocando a sela no 
meiro cavalo, este passa a valer o dobro do segundo. Colocando a se 


la no segundo cavalo 
. 1 , > 
qe passa а valer RS 3000,00 a menos que o primeiro. Quanto vale cada 


cavalo? 


F148) A soma de dois números ë 14 e a soma dos seus quadrados é 100. Quais sáo esses 
números: 


£149) O número 51 é decomposto em duas parcelas. A diferença entre as parcelas, dividida 
pela menor parcela, deixa quociente 4 e resto 3. Quais são essas parcelas? 


E150) 400 laranjas devem ser divididas igualmente por um certo número de meninos. Como 
vês desses meninos desistiram das laranjas, os restantes tiveram suas cotas aumentadas em 30 
laranjas. Quantos eram os meninos? 


El51) Dois ciclistas, A e B, percorrem uma pista circular de 1500 metros. A anda a uma 
velocidade de 15 voltas por hora, e B anda a uma velocidade de 20 voltas por hora. Em um 
dado momento, B está meia volta à frente de A. Qual é a distância, neste momento, entre À e 
0 início da pista? 


E152) Dividir o número 46 em duas partes, tais que 1/7 de uma parte mais 1/3 da outra parte 
seja igual a 10. 


E153) Encontrar dois números inteiros consecutivos tais que sua soma seja igual a 2/3 do 
Primeiro mais 117/88 do segundo. 


Ыз) Um tonel contém 120 1 de vinho de 180 1 de água. Um segundo total contém 90 1 de 
n € 30 1 de água. Quantos litros devem ser usados de cada tonel, de tal forma que a 
“stura resultante tenha 70 1 de vinho e 70 1 de água? 


m Dois trens partem ao mesmo tempo de cidades A e B, distantes de 315 km. O primeiro 
= Sá. ara B a 40 km/h. O segundo viaja de B para A a 30 km/h. A que distáncia de À se 
0 encontro dos trens? | 


E156) Uma bass 


valores q de 1320 g ë formada por uma mistura de outro e prata. Sabendo que os 


^ Ouro e prata na barra são iguais, o que cada grama de ouro custa 15 1⁄2 vezes que 
a de Prata, calcule os pesos de ouro e prata na barra. 


E157 | 
igu ) Um Menino disse ao seu colega: me dé 5 das suas balas, e ficaremos com quantidades 


lem. Qu colega respondeu: me dê 10 das suas balas e eu ficarei com o dobro das que vocé 
balas tem cada um? 


S 
10 а. a Ea de A, R$ 10,00, ficarei com o dobro da quantia de B. Entretanto, se À der 


i ? 
| Para B, Ae B ficarão com quantias iguais. Qual o valor que possui cada ит: 
» 
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E159) A e B juntos têm R$ 100,00. Se a gastar a metade do seu dinheiro e B gastar 13 TA 
u, 


os dois juntos teráo apenas R$ 55,00. Quanto dinheiro tem cada um? 


E160) Lupércio investe R$ 20.000,00 em dois bancos. Uma parte da aplicação paga 3% 
parte é remunerada em 5% ao ano. No final de um ano, os rendimentos somaram R 


Quais foram os valores investidos em cada banco? 


„А оша 


E161) Lourdes tem R$ 7,40 em moedas em sua bolsa. São moedas de 10 e de 95 k 
totalizando 44 moedas. Quantas são as moedas de cada valor? eNtavos, 


E162) Arnaldo investiu R$ 8.000 em duas contas, sendo uma parte com juros de 6% аг 
outra com juros de 9% ao ano. No fim de um ano, os juros totais recebidos foram bu 


540,00. Qual foi o valor investido em cada conta? 


E163) Carlos recebeu R$ 128,00 de juros em um investimentos. Uma parte deste rendime 
foi devido a uma aplicação de R$ 800,00 a uma certa taxa. Outra parte foi devido 4 Бин 
арЇїсасао de R$ 1200,00, a uma taxa duas vezes maior que a primeira. Quais foram as taxas " 


cada uma das duas aplicações ? 


E164) 10 litros de uma solução de água salgada tem 10% de sal. Uma outra mistura tem 3% de 
sal. Quantos litros da segunda mistura devem ser adicionados à primeira para que resulte em 


água com 5% de sal? 


E165) Uma onça (oz) é uma unidade de peso inglesa, equivalente a cerca de 28,35 g. 20 onças 
de uma liga de platina custa R$ 220 por onça, é misturada com uma outra liga que custa R$ 
400,00 por onça. Quantas onças da liga de R$ 400,00 devem ser usadas para fazer uma nova 


liga, com custo de R$ 300,00 por onça? 


s de balas com custo de R$ 15,00 por quilo devem ser misturadas com 


E166) (*) Quantos quilo 
com custo de R$ 9,00 


24 kg de jujubas com custo de R$ 7,50 por quilo, para fazer uma mistura 
por quilo? 


E167) Um químico vai produzir 50 ml de uma solução de ácido a 16%, misturando duas 
soluções de ácido, sendo uma de 13% e outra de 18%. Quantos ml de cada solução devem ser 
usados para obter o produto desejado? 

E168) Um número natural é composto de quatro dígitos cuja soma é 21. O dígito dos milhares 
é a metade da soma dos outros três dígitos. O dígito das unidades é a metade do dígito das 
dezenas, e se do número citado subtrairmos 3906, é obtido um número com os mesmos digitos 
do original, porém na ordem reversa. Qual é este número? 

as centenas ёо 
obtém-se UM 


E169) Um número natural é composto de três dígitos cuja soma é 15. O dígito d 
úmero? 


dobro do dígito das unidades, e quando subtraímos 396 do número citado, 
número formado pelos dígitos do numero original, na ordem reversa. Qual é este n 
eu 
E170) (7) Trés mulheres possuem juntas, R$ 360,00. Se a primeira der à segunda 17 09. 
valor, e a terceira também der à segunda, 1/13 do seu valor, as trés ficaráo com quantias igu 


Que valor possui cada uma? 


a 


cebeu à 


| da 


E171) Uma heranga foi repartida entre 3 pessoas. A primeira recebeu x, a segunda гё i 
mais que a primeira, e a terceira recebeu b a mais que a segunda. Exprimir o valor 


herança em função de a, b e x. 
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Os trës dígitos de um número sáo tais que o digito das dezenas ultrapassa em 2 o dígito 
dades, € O das centenas ultrapassa em 3 o digito das dezenas. Qual é a soma dos trés 
endo x o dígito das unidades? 


E172) * 

uni 
digitos, 5 
73) Encontrar dois nümeros tais que, somando o dobro do primeiro com o triplo do 
o resultado é 124, e que subtraindo a sétima parte do segundo da metade do 
encontra-se 6. 


El 


segundo, 
primeiro, 
F174) Se h homens podem fazer um trabalho em d dias, entáo h + r homens podem fazer o 
trabalho em quantos dias? 


E175) O gerente de um pizzaria italiana em Sáo Paulo percebe que, quando é cobrado o valor 
de R$ 14,80 pelo rodízio de pizzas, o número médio de fregueses é 180, Ao reduzir o prego 
ara R$ 12,40, ele nota que o número médio de fregueses tem um acréscimo de 120. 
Considerando que essa demanda seja linear, calcule o número médio de fregueses 
correspondente a uma redução no preço para R$ 10,00. 


(А) 420 (В) 520 (C)600 (D)750 (Е) 900 


E176) Dois amigos, Nelson e Marcos, resolveram abrir uma empresa. Depois de certo tempo, 
eles resolveram dividir entre si o lucro de R$ 28.000,00. Nelson havia investido o valor de R$ 
9.000,00 durante um ano e 3 meses, enquanto Marcos investira R$ 15.000,00 durante um ano. 
Considerando a quantia e o tempo de investimento, determine a parte do lucro que cabe a 
Nelson. 


(A) R$ 12.000,00 (В) R$ 15.000,00 (C) R$ 16.000,00 (D) R$ 17.525,00 (Е) R$ 18.000,00 


El77) Um grupo de amigos combinaram contribuir com partes iguais para fazer um jogo na 
loteria, numa aposta de R$ 108,00. Como 5 deles desistiram, a cota de cada um dos outros 


ficou aumentada de R$ 3,60. Quantos fizeram a aposta? 


(A)5 (B)8 (C)10 (D)15 (Е) МКА 


E178) Célio e Oliveira partem do ponto À, ao mesmo tempo, fazendo o mesmo percurso para 
a cidade de Santos, distante 72 km do ponto À. Célio, que anda 2 km/h a mais que Oliveira, 
chega a Santos 3 horas antes. Calcular, em km/h, a velocidade média de Célio. 


E179) Um trem parte da cidade À para a cidade B às 10 horas da manhá, com velocidade 
constante de 40 km/h. Duas horas depois, portanto, ao meio dia, parte da cidade B para a 
cidade A, um outro trem com velocidade constante de 60 km/h, Sabendo que as cidades A e 
D distam de 1200 km, calcular a que distáncia da cidade A, um trem passará pelo outro. 


E180) (*) Um fazendeiro tem provisões para alimentar 32 bois durante 25 dias. No fim de 4 
dias, o fazendeiro compra mais 10 bois. Quanto tempo durarão as provisões, se a ração de 
cada boi não é aumentada? 


E181) Um rajá deixou n pérolas como herança para suas duas filhas, determinando que a 

Visão se faria do seguinte modo: a filha mais velha retiraria 1 (uma) pérola e a seguir, 1/7 das 

E "estassem. Depois, a outra filha retiraria dentre as restantes, 2 pérolas, a seguir retiraria 

с 1/7 das que restassem. Se ао final, cada filha recebeu o mesmo número de pérolas, 
cule o valor de n. 


h. Á 
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E182) Uma prancha de R$ 840,00 devia ser 
comprada por um grupo de rapazes que 
contribuiriam com partes iguais, Como três 
deles desistiram, a quota de cada um dos outros 
ficou aumentada em R$ 36,00. Quantos rapazes 


compunham o grupo original? qme | q 





E183) Uma torneira enche um tanque em . 
horas, e uma outra torneira enche o mesmo ке 
tanque em 6 horas. Em quanto tempo аз duas 

juntas encherão o tanque? 


E184) Um garoto compra o lote de 3 laranjas ao preço de R$ 0,10. Se ele vende o lote de 5 
laranjas por R$ 0,20 e pretende lucrar R$ 1,00, deverá vender quantas laranjas? 


(А) 67 (В) 150 (C)200 (0) 300 (Е) 350 


Е185) CN 75 - А que taxa mensal deve ser colocado um capital durante certo tempo, para que 
o juro recebido seja o triplo do que receberá na taxa anual de 2%? 


(A) 2,5% (В) 15% (C)3% (0) 1% (E) 0,5% (F) МКА 


E186) CN 76 - Um capital ë empregado à taxa de 8% ao ano. No fim de quanto tempo os juros 
simples produzidos ficam iguais a 3/5 do capital? 


(A) 5 anos e 4 meses (В) 7 anos e б meses (C) 8 anos e 2 meses 
(D) 6 anos e 4 meses (Е) 7 anos e З meses 


E187) CN 78 - Se, ao efetuarmos o produto do número 13 por um número inteiro N de dois 
algarismos e, por engano, invertermos a ordem dois algarismos desse número N, o resultado 


poderá aumentar de: 


(A) 130 (В) 260 (С) 65 (р) 167 (E) 234 


Е188) CN 79 - Сот uma produção diária constante, uma máquina produz 200 peças em D 
dias. Se a produção diária fosse de mais 15 peças, levaria menos 12 dias para produzir 200 
peças. O número D é um número: 


(A) múltiplo de 6 (B) primo (С) menor que 17 (D) maior que 24 (Е) entre 17 e 24 


E 189) (*) CN 80 - Se, ao multiplicarmos o número inteiro e positivo N por outro número de 2 
algarismos, invertemos a ordem dos algarismos deste segundo número, O resultado fica 
aumentado de 207. A soma dos algarismos que constituem o número N dá: 


(A)5 (B)6 (C)7 (D)8 (E) 9 


| 
E190) (*) CN 80 - Dois veículos partem juntos de um ponto A, em uma corrida de ida € a | 
entre os pontos A e B. Sabendo que a distáncia entre A e B é 78 km e que as velocidades si 
veículos sáo 70 km/h e 1000 metros por minuto, concluímos que eles voltam à se encon 
depois do tempo de: 


(A) 1h 30 min (B) lh 12 тіп (С) Ih 40 min (D) 1h 42 min (E) 1h 36 min 


` ^" B е Я 15110 ° 
E191) CN 80 - Um número natural de 6 algarismos começa, à esquerda, pelo a dos x 
Levando-se este algarismo 1, para o último lugar, à direita, conservando A sequer a 

demais algarismos, o novo número € o triplo do número primitivo. O número primitivo 7 


- . «vel pof 
(A) 100.006 (B) múltiplo de 11 (C) múltiplo de 4 (D) múltiplo de 180.000 (E) divisivel P 
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CN 82 - Um terreno deve ser dividido em 

“ais por certo número de herdeiros. Se 
Jotes im três herdeiros a mais, cada lote 
m de 20 m?, e se houvessem quatro 
d yd 4 menos, cada lote aumentaria de 50 
12.0 número de metros quadrados da área do 





cap 
8192) 


terreno todo €: 


(A) 1600 (B) 1400 (C) 1200 (D) 1100 (E) 900 





Alunos do CN 
8193) CN 86 - Duas pessoas constituíram uma sociedade: a primeira entrou com um capital de 
R$ 5.000,00 e a segunda com R$ 6.000,00. Um ano depois, admitiram um terceiro sócio, que 
entrou com um capital de R$ 10.000,00. Decorridos 18 meses desde o início da sociedade, a 
firma teve um lucro de R$ 12.900,00. A parte do lucro que caberá ao terceiro sócio é, em 
reais: 


(A) 1.000 (В) 2.000 (С) 3.000 (0) 4.000 (E) 5.000 


Е194) (*) CN 87 - Dois capitais sio empregados а uma mesma taxa de 3% ао ano. А ѕота dos 
capitais ё igual а R$ 50.000,00. Cada capital produz R$ 600,00 de juros. O primeiro 
permaneceu empregado 4 meses mais que o segundo. O segundo capital foi empregado 
durante 


(A) 6 meses (В) 8 meses (С) 10 meses (D)2anos (Е) 3 anos 


E195) (*) CN 89 - Uma pessoa tomou um capital C a uma taxa mensal numericamente igual ao 
número de meses que levará para saldar o empréstimo. Tal pessoa aplica o capital C a uma 
taxa de 24% ao mês. Para que tenha um lucro máximo na operação, deverá fazer o 
empréstimo e a aplicacáo durante um número de meses igual a: 


(A)6 (В)12 (C)18 (0)24 (E) 36 


El96) CN 75 - Um composto A leva 20% de álcool e 80% de gasolina e um composto B leva 
30% de álcool e 70% de gasolina. Quantos litros devemos tomar do composto A para, 
completando com o composto B preparar 5 litros de um composto com 22% de álcool e 78% 
de gasolina? OBS.: Questáo similar caiu no CN 2009. 


(А)2 (B3 (C)25 (0)3,5 (E4 (PNRA. 

E197) CN 76 - O número 38 é dividido em duas parcelas. A maior parcela dividida pela 
menor dá quociente 4 e resto 3. Achar o produto dessas duas partes. 

(A) 240 (В) 136 (С) 217 (0) 105 (E) 380 

E198) CN 77 - Os números x, y e z são diretamente proporcionais a 3, 9 e 15, respectivamente. 
"епо que o produto desses 3 números é xyz = 960, a soma será: 

А)45 (B)48 (С)36 (D)72 (E) 24 

E199) 


mód CN 78 - Depois de transformarmos o sistema abaixo em um do 1? grau, os valores de 
ulo diferentes de x e y tém para módulo da diferenca: 


3 
{ ow жу =16 
X TX» + yx? — y? 232 


^! (s (суз (pa (go 
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Nk. алыл — _ | О ALGEBRISy 
E200) Um barco capaz de navegar a 12 kmh em água parada, navega em um o A 


correnteza flui a 3 km/h. Qual e a velocidade média de uma viagem de ida e volta, 60 4 сша 
E ` 
abaixo e retornar ao ponto de partida? По 








E201) Uma agéncia de aluguel de carros cobra R$ 500,00 por semana e mais R$ 0,50 

quilómetro. Em uma viagem de 1 semana, quantos quilómetros podem ser Percorridos 38 
| C 

R$ 1200,00 ? ° 


E202) Depois de um desconto de 20%, um automóvel foi vendido por R$ 24.000,00. Qual er, 
preço original? i 


E203) Um homem distribuiu R$ 64.000,00 para seus três filhos. O filho mais velho recebeu tà 

vezes o valor recebido pelo mais novo. O filho do meio recebeu R$ 14.000,00 mais que 
° ° . ° 2 

recebeu o mais novo. Quanto dinheiro o ñlho do meio recebeu: 


(A) R$ 10.000,00 (В) R$ 15.000,00 (С) R$ 19.600,00 (р) R$ 24.000,00 (Е) R$ 300000 


a e — a ái  — O A — e sla 


E204) O professor Xeréu propós aos seus alunos o seguinte desafio: 
Tome um número inteiro qualquer, multiplique por 3, some 49 e divida o resultado por 7, 
Subtraia 7 do quociente, divida o novo resultado por 3. Diga a sua resposta e eu direi qual era — 
o seu número original. O aluno Juquinha, ao invês de começar com um número, partiu de 
uma expressão algébrica, e ao final das contas, chegou ao resultado 2a + b, e o professor ainda 
assim conseguiu determinar a expressão original, que era: 
| 
| 
| 
| 


(ay 124479 (p) 24*5 (су 14a+7b-98/3 р) 2e? (E) 14a +7b 
3 7 


E205) Meu filho é 5 vezes mais velho que minha filha, e minha esposa é 5 vezes mais velha 
que meu filho. Eu sou duas vezes mais velho que minha esposa, e minha avó, que é táo velha 
quanto todos nós juntos, tem 81 anos. Qual é a minha idade? 


(А)1 (B)5 (C)25 (D)35 (E) 50 


E206) Dois veículos iniciam suas trajetórias, um em direção ao outro, em uma estrada reta, à 
55 km/h cada. Qual será a distância entre eles, 5 minutos depois que eles se cruzam na 


estrada? 
(А) 4,5 km (В) 5 km (С) 9,2 кп (0) 10 Кп (E) 22 km 


ajando. Qual 


E207) A distância percorrida por um automóvel é proporcional ao tempo gasto vi canção do 
m funç 


dos gráficos abaixo melhor representa essa distância d(t) que o carro percorrem € 
tempo? 





e. NRA 50 


d ` 

eer : | o circular 

E208) Dois ciclistas estão competindo em uma corrida de 12 km, em uma pista circ “30 gm 

m. Eles começam a corrida ao mesmo tempo. Um deles anda a 24 km/h e O outro * Jn 
ai 


10 
— : ç Jentó 
Quando o mais rápido completa a corrida, quantas voltas ainda terá О Mk 
percorrer? 
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sc estados А B e C tém juntos, u 2 

on) Trés 6877 laca juntos, uma populacáo de 3 | 

209) tade da população do estado B e o dobro байк orca muera O с. А 
o C. Qual é a 


хө do estado C? 


55 
(B) 5.500.000 (С) 11.000.000 (D) 22.000.000 (Е) Não há dados suficientes 


p910) Um número de 3 dígitos aumenta seu valor em 9 unidades se invert їсб 

dos algarismos das unidades e dezenas, e aumenta em 90 unidades de pas w asss 
dos digitos das centenas e dezenas. Em quanto o número aumentará aps E 
posições dos dígitos das unidades e das centenas? ир 
E211) Um barco anda 24 quilómetros rio acima e volta os 24 quilómetros rio abaixo em um 
iotal de 5 horas. Se a velocidade rio acima é 4 km/m menor que a velocidade rio abaixo, com 


ual velocidade, em km/h, o barco navega rio abaixo: 


(jg (B) 96 (С) 11,6 (D)12 (E) 13,6 


£212) Um retángulo é repartido em 4 retângulos 
menores, com as áreas indicadas na figura ao lado. 150 180 


Encontre a área do retângulo desconhecido. 
am mo Юн ME 88 afro 


a ordem dos algarismos é invertida, 


úmero é 12. Se 
Qual é o número 


E213) A soma dos dois algarismos de um n 
ginal, menos a soma dos dígitos. 


o novo número será O dobro do número ori 
original? 

Carlos pode completar 1/3 da mesma 
eles podem realizar esta tarefa em 6 
Carlos juntaram-se à Pedro no 
al dia os três juntos finalizaram 


E214) João pode completar 2/3 de uma tarefa em 6 dias; 
tarefa em 5 dias. Se Carlos e Pedro trabalharem juntos, 


dias. Pedro começou a trabalhar na tarefa segunda-feira, João e 
dia seguinte para completarem à tarefa junto com Pedro. Em qu 


a tarefa? 
(A) Quarta-feira (B) Quinta-feira 


sábado (E) Domingo 


E215) (*) João, Carlos e Maria começaram à resolver uma Jista de problemas de pp 
juntos, sendo que cada um precisava resolver todos 05 problemas. Cada um trabalha a uma 


“ча. З dias depois de Carlos. 
taxa constante. João resolveu 19 problemas por dia e termino" а 88 . tow 
Maria — | problemas a us que Carlos a cada dia, e terminou 4 lista dois dias antes de 


š : фа? 
Carlos, Quantos dias levou Maria para terminar a lista: 


(i8 (B)15 (C)12 (0) 10 (E) 9 
o de 14 kg. O trabalho contém ao todo, 75% de 
amente, 60% e 80% de bronze. Quantos quilos 


(C) Sexta-feira (D) 


tátua com pes 


F216 | 
216) Um artista criou uma €8 | 
contém, respectiv 


Toss Ele usou duas ligas que 
a liga de 60% foram usados? 

4 é 5 y 
(A) 10,5 кұ (В) 3,5 kg (С) 513 56 (D) 0,45kg (E) 47 kg 


gx, resolv 


< e “aos e encontre X ey. Qual é o valor do 
E217) Dados que 9x ]6Y = 32 e 97Y= a as equações 
Produto x.y? 


в 
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E218) Lupércio, um estudante de química, precisa de uma solução de ácido acético q 108, par 
um experimento químico. Ele percebe que só tem soluções disponíveis a 5% e 20%, El d pon 
sintetizar uma solução a 10%, combinando as soluções de 5% e de 20%, Quantos saw 
solução de 5% devem ser adicionados a 8 litros da solução de 20% para obter uma solução м 
ácido acético a 10%? = 


(А) 16,51, (В) 321, (С) 161, (р) 8,51 (Е) 24L 
E219) Em 3 anos João terá a metade da idade atual de sua mãe. O avô de João tem 48 
dobro da idade da mãe de João. Qual é a idade de João? 


(А) 18 (B)9 (С)6 (р)12 (E8 (Е) МКА 


ANOS, 0 


E220) (*) Maria, Joana e Carla podem andar a 6 km/h. Elas possuem uma motocicleta que 
anda a 90 km/h, mas pode acomodar apenas duas pessoas (e não pode dirigir a si mesma), 
Seja £ o tempo em horas levado para as três chegarem a um ponto a 135 km de distância, 
Ignorando o tempo levado para dar a partida, embarcar e desembarcar, o que é correto sobre 
o menor valor possível para É 


(AJt<39 (B39st«41 (C)4]<t<43 (D)43<t<45 (E)45st 


E221) Quantos litros de água devem ser adicionados a 0,25 L de ácido sulfúrico puro para 
obter uma solução de 10% de ácido? 


E222) Joana é dois anos mais velha que Flávia. 10 anos atrás, a soma de suas idades era 36. A 
idade de Joana dentro de 6 anos será: 


(А) 35 (B)15 (C)29 (D)23 (Е) МКА 


Е223) Quantos ml de uma solução de ácido а 30% devem ser adicionados а 20 ml de uma 
solução de ácido a 60% para obter uma solução de ácido a 50%? 


(А) 20 (B)10 (С) 203 (D)60 (E) 30 


E224) Um carro percorre 120 km no mesmo tempo em que outro percorre 80 km. Se a 
velocidade do primeiro carro é 20 km/h maior que a velocidade do segundo carro, encontre a 
velocidade do primeiro carro. 


E225) Uma solução A contém 40% de água e 60% de ácido. Uma solução B contém 80% de 
água e 20% de ácido. Quantos litros da solução A devem ser misturados com 5 litros da 
solução B para fazer uma nova solução com 50% de água e 50% de ácido? 


E226) Um tanque tem duas torneiras, sendo que uma o enche em 6 horas, e a outra em 5 
horas. Em quanto tempo o tanque será cheio com as duas torneiras abertas? 


OC Аа £ а . „ А 1 
E227) Se a soma de trés inteiros consecutivos 6 174, qual é o menor dos trés inteiros? 


4С r í іл" 1 r ` 
E228) Jonas vai fazer uma viagem de automóvel, entre duas cidades que distam de 120 km, et! 
duas horas. Nos primeiros 60 km, Jonas dirige a 50 km/h. A que velocidade deve dirigir 0 
restante do percurso para com seguir chegar no destino com duas horas de viagem, como 
planejado? 


E229) Colégio Naval 2015 


Dado o sistema S: 
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9x- ay = 6 
{ -3Х + 2у = 
nas variáveis x e y, pode-se afirmar que: 
^ o. ES El ° = : _ | 
A) Existe a € 16/5, 2| tal que o sistema 5 nào admite solução para qualquer número real С. 


p) Existe a € 113/10, 3/2[ tal que o sistema 5 nào admite solução para qualquer número real C. 
С) Se a = 4/3 e C = 9, o sistema 5 não admite solução. 


D) Se a É 4/3 e C = -9, o sistema 5 admite infinitas soluções. 
E Se a = 4/3 e c = -9, o sistema S admite infinitas soluções. 


E230) Colégio Naval 2015 


Qual a medida da maior altura de um triángulo de lados 3, 4, 5? 


(A) 12/5 (B3 (C) (D)5 (E) 20/3. 


E231) Colégio Naval 2015 


Na multiplicação de um número k por 70, por esquecimento, não se colocou o zero à direita, 
encontrando-se, com isso, um resultado 32823 unidades menor. Sendo assim, o valor para a 
soma dos algarismos de k é 

A) par. 

B) uma potência de 5. 

C) múltiplo de 7. 

D) um quadrado perfeito. 

E) divisível por 3. 


CONTINUA NO VOLUME 2: 240 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 100 e 24 E2) 103 e 12 E3) 25 e 295 FA) 15 e 64 ES) 7/18 

E6) 2/3 E7) -3/-18 EB) 45 E9) 75 e 57 

E10) 8 de 0,05 e 26 de 0,50 El 1) A tem 60 e B tem 10 anos 

E12) A tem 25 e B tem 5 E13) 18 anos E14) -35 anos (ocorreu há 35 anos atrás) 
E15) o pai tem 36 anos e o filho tem 12 anos E16) 25 anos 

E17) A tem 30 e B tem 15 E18) 67 e 13 anos E19) 28 anos 
E20)45anos  E21)5h E22) 2,4 h E23) 10/11 h E24) 30 h 


E25) 60/47 dias E96)12min — E27)409h E28) 185 h 

E29) Jaime: ЗЬ, Sebastião: 6h ЕЗ0) 16h E31) 48h E39) 5 h 
E3)15h E34137h  E3512h E36) 15 d 

E37) 10 d. Sugestáo: Fazer W = 60 e trabalhar com números inteiros 

E38) 15, 10 e 6. 4 E39) Gh e 12 h E40) A = 21 min e B = 15 min 


, t | . ө? | I | Í 
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E45) 3km/h Et6)2h E47) (D) E48) (D) 849) (1) K. 

E50) (E) 1125 km E51) (C) E52) 1,81, 853) Н h 

E54) 333 L E55) 40 mL de A e 60 ml de В. E56) 90 L da pura e 60 1, da outra, 


E57) 40 L da 1º e 20 L da 2º E58) 10 L 


OBS.: Considerar a evaporação como uma solução de volume negativo e salinidade 0%, 


E59) 33,33 L т 
OBS.: Água pura é o mesmo que uma solução com concentração de 0% da substância dissolvida na А 
Hu, 


EGO) 2 kg a 30% e 8 kg a 20% E61)(C) 1:62) 2.500,00 a 10% е 6,500.00 a 194 


E63) A primeira parte a 4,5% a.a. (ao ano) ea segunda a 0,0% a.a 


E64) R$ 850,75 E65) R$ 235,20 E606) 1% a.m. 1:67) R$ 20,000 168) R$ 10,000 


E69) R$ 1.500 E70) 12%a.a. E71) 8 e 16, ou - 8 e -10. 879) 20 
E73) 48 E74) 160e 60 E75) 10/25 276) 8/36 877) 12 
E78) 37 


OBS. E37: Como temos uma equação e duas incógnitas (os algarismos), temos que testar valores, Caso 
típico de problemas que misturam conceitos de aritmética e álgebra, 


E79) 20e 16  E80)-19-22 E81) 1°=60e2=8 


E82) Laranja = R$ 0,30, Banana = R$ 0,10 e Maçã = R$ 0,40 
E83) 1º = 20, 22 = 15, 3° = 12 E84) 1º = 19, 9º = —7 , 39 = 77 1:85) 83 


E86) 84 E87) E88) 80 de R$ 33,00 e 120 de R$ 18,00 

E89) 35 e 69 E90) 30,4 e 45,4 E91) 500 e 400 192 8 93) 80 carros, 20) motos 
E94) 54 e -40 E95) 48 E96) -5 £97) 20 E98) R$ 30,00 

E99) 51 e 21 E100) (D) E101) 20 min . E102) 10/7 E103) 96/13 h 

E104) (C) E105) (B) £106) (D) E107) (C) 108) 83 

E109) 1* parte em 1 h e 2* parte em 3 h E110) (B) E111) (B) 

£112) (E) E113) (E) E114) (C) E115) (E) E116) (D) 


El17)23e]7 E118) Cavalo a R$ 9.200,00 e vaca a R$ 6.400,00 — E119) 180 
E120) 19 de R$ 1,00 e 8 e R$ 0,25 E121) 5 E122) 2,5 anos 


E123) 20 anos E124) (E) E125) 5 mil e 25 mil E120) Je 
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2107) 15 de 6 e 29 тэ E128) 27 e 36 2129) 423 1130) 35 e 10 


£131) Nunca mais será, isto já ocorreu há 3 anos atrás, 
132) Idem, isto já ocorreu há 5 anos atrás E133) 28/3 E134) 120 km 
(135) 20km El36) 1? = 73е 22 = 37 E137) 396 
E138) 15 cédulas e 11 moedas E139) A tem 25 e B tem 10 anos 
Е140) 1° solução: primeiro = 4 e segundo = 9 

2* solução: primeiro = 9 e segundo = 
Quando é usada a expressão “raiz quadrada” 
também válido considerar a positiva e a negativ 
considera-se apenas a raiz positiva. Cabe ao fo 
é correto usar “pegadinhas” com tópicos polê 


4, considerando a raiz quadrad 
, € tão válido considerar somente 
a, com 2 soluções. Já qu 
rmulador da questão e 
micos. 


a negativi 

а positiva, quanto € 
ando se usa o símbolo do radical, 
specificar melhor o que se pede, não 


Е141) 10 E142) 10 pessoas, R$ 8,00 E143) 10 E144) 20 L 


El45) 20u-6 E146) 5 ou -15 E147) 1? = 10.500 e 22 = 6.000 E148) бе 8 


El49) 43e8 Е150) no início, 8 El51)750m E152) I^ = 28e 93 = 18 


E153) 87 88 — E154) 100 L do 1? e 40 L do 9° E155) 180 km 


E156) 80g de ouro e 1240g de prata E157) o 1? tem 20 e o 2? tem 30 


E158) A tem R$ 25,00 e B tem R$ 5,00 E159) A tem R$ 70,00 e B tem R$ 30,00 


E160) 1° parte = R$ 11.000,00 e 2? parte = R$ 9.000,00 


E161) 24 de R$ 0,10 e 20 de R$ 0,25 


E162) 12 parte = R$ 6.000,00 e 28 parte = R$ 2.000,00 


| E163) 4% e 8% no prazo envolvido E164) 25 L 

. H6) 16 E166) 6kg Е167) 20 mL a 13%, 30 mLa 18% E168) 7563 
| 

| E169) 834 


. pa . ”n_. + GC” 1 : = ‹ `( ” 
3: Como Já foi explicado, *subtraímos 369 do número citado” significa “número citado – 369 


8170) 140, 90 e 130 


E171) Зх + 2a + b E172) Зх + 7 
E173) 20 e 20, nesta ordem E174) dh(h + r) SUJA) 
170) (A) E177) (C) E178) 8km/h E179)528km E180) 16 
E181) 36 E182) 10 E183) 2h E184) (B) E185) (E) 
E186) (B) E187) (E) E188) (E) E189) (A) E190) (B) 
E191) (B) E192) (C) E193) (C) E194) (B) E195) (B) 
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E196) (E) 197) (C) — E198) (C) 199) (E) Nm 
E200) 1400 1202) R$ 30.000,00 E203) (C) E204) (E) | 
E205) (E) 1:206) (C) 1:207) (В) E208) (D) 8209) (p) 

E210) 198 E211) (D) 1212) (B) 

Sugestão no E212: Os lados são proporcionais às medidas das áreas 

E213) 48 E214) (C) E215) (D) 1210) (B) E217) (B) 

E218) (C) E219) (B) 1220) (C) E221) 2258 E222) (A) 

E223) (B) E294) 60 km/h — E295) 15 E226)30h/ll Е227)57 

E228) 75 km/h E229) (C) e (E) (anulada) E230) (C) E231) (A) 


Resoluções de exercícios selecionados 


El) A soma de dois números é 124, e se o maior for dividido pelo menor, o quociente ë 4 
resto é 4. Encontre os números. ° 
Divisor = x 

Dividendo = quociente . divisor + resto 

Dividendo = 4x + 4 

(Ax * 4) +x=124 0. 5x + 4 = 194 0. 5x = 190 .. x = 24, e y = 4x + 4 = 100 


R: 24 e 100 


E5) Uma fração torna-se igual a 1/2 se adicionamos 2 ao seu numerador, e torna-se igual a 13 
se 3 é adicionado ao denominador. Encontre a fracáo. 








Seja a fração x/y, com x e y inteiros. O problema dá: | 
(x + 94 = 1/2 e x/(y*3) = 1/3, que resultam em: | 
2(x+2)=y .. у= 2х +4 

Зх=у+8 уздх-32 

Igualando os dois valores encontrados рага у: 
2x bd = 3x = 3 MET 

Segue-se que y =2x7+4 .'. y = 18 


R: a fraçao é 7/18 


E8) A soma dos dois dígitos de um número natural é 9, e se adicionarmos 9 ao número, 05 
dígitos do número váo ser trocados. Encontre o número. 


Seja o número ab, que vale 10a + b. O problema dá que “ab” + 9 = “ba”, ou seja 
lI0a+b+9=10b+a .. 9a+9=09b а-1-5 
Resolvendo o sistema com a + 1 =b ea +b = 9, encontramos a=4eb=5. 


R: 45 


idad 
E15) Um filho tem 1/3 da idade do seu pai. Há quatro anos atrás, ele tinha apenas 1/4 da idade 


do pai. Qual é a idade de cada um hoje? 


O pai tem o triplo da idade do filho, sejam as idades P=3x e F=x respectivamente. 
Ha 4 anos atrás as idades eram P=3x-4 e F=x-4. 
O problema dá que há 4 anos, Зх - 4 = 4(x - 4) с x = 19. 
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As ;dades atuais sao Р=36 e F-12. 


а: 36 e 12 


£20) Um pai tem o triplo da idade do seu filho, e sua filha é 3 anos mais nova que o irmão. Se 
4 soma de todas as idades há 3 anos atrás era 63 anos, encontre a idade atual do pai. 

As idades anuais são: 

pha x Filho: x+3 Раі: 3(x +3) = Зх + 9 

Hš 3 anos: (x — 3) + x + (3x + 6) = 63 ~. x = 19 

A idade аша! do pai é 3(x + 3) = 45 anos. 


R: 45 anos 


E21) Uma cisterna possui três torneiras. À primeira é capaz de encher o tanque em 12 horas, a 


segunda em 20 horas, e as trés juntas enchem o tanque em 6 horas. Quanto tempo a terceira 
tomeira sozinha levará para encher a cisterna? 


Podemos aplicar diretamente a fórmula das torneiras porque todas operam juntas. 

1/12 + 1/20 + 1/1 = 1/6 (multiplicar рог 60T, que é o MMC dos denominadores) 

5T + 3T + 60 = 20T (T é o tempo que a 3º torneira leva para encher o tanque sozinha) 
60-12Г.. T = 5 


R: 5 horas 


E22) Um tanque tem 3 torneiras, sendo que duas podem enchë-lo por completo em 3 e 4 
horas, respectivamente, e uma terceira que o esvazia em 6 horas. Em quanto tempo o tanque 
será cheio com as trés torneiras operando simultaneamente? 


As torneiras operam simultaneamente, então a fórmula das torneiras pode ser usada, porém a 
tomeira que esvazia leva um sinal negativo: 

/T=18+1/4-1/6..T=24h 

R: 2,4 h 


E29) Sebastião demora 3 horas a mais que Jaime para cortar a grama de um grande campo. 
Juntos eles cortam toda a grama em 2 horas. Quanto tempo cada um deles, trabalhando 


sozinho, leva para cortar toda a grama? 


11, 1 312,2 MMC=x(x+3) 
2 x x43 1 х х43 


X + Эх = 2(x + 3) + 2x 
X'-x-620 


Fatorando: (x + 2)(х = 3) = 0 Э x = -2 ou x = 3 (x nao pode ser negativo !) 
x = 


Jaime demora 3 horas, Sebastião demora 6 horas 
De fato, 1/3 + 1/6 = V, 


R: Jaime: 3h, Sebastião: 6h 
E31) No problema anterior, a primeira torneira fica aberta sozinha na metade do tempo, 
depois ë fechada e abre-se a segunda torneira, sozinha, na outra metade do tempo. 


А vazão da primeira torneira é C/4, da segunda é C/6. Cada uma operou sozinha durante um 
empo х/2, A capacidade total é a soma das capacidades. 
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-С ~. х= 4,8 (С irá cancelar) а 


mei 1 0 

se a segunda torneira, que opera junto com a primeira. Quanto tempo será O 
& 

encher o restante do tanque? para 


As vazões são respectivamente C/8 e C/6, sendo C a capacidade do tanque. 
A primeira torneira trabalhará durante 4 horas para encher a metade do tanque. Para enc 
outra metade (capacidade C/2), a vazáo total será a soma das vazóes das torneiras СА tera 


O tempo necessário será capacidade/vazão, ou seja: + Ch, 
C 
= - 12 h» lembrando que Tempo = Capacidade / Vazáo. 
%+% 7 


К: 12/7 h 


E35) A e B trabalhando juntos aram um campo em 10 horas. À e C fazem o mesmo trabalho 


em 12 horas, e A sozinho faz o mesmo trabalho em 20 horas. Em quanto tempo B e C juntos 
faráo o mesmo trabalho? 


Pessoas trabalhando juntas funcionam matematicamente como torneiras que enchem tanques 
em conjunto. O que corresponde à vazão das torneiras, é o rendimento, de cada pessoa. Por 
exemplo, o rendimento de A, ra, é igual ao trabalho total W dividido pelo tempo Ta, que a 
pessoa Á necessita para fazer o trabalho sozinha. Os rendimentos se somam quando pessoas 
trabalham juntas. No nosso problema temo ra = W/20, ra + rg = W/10, e ra + rc = W/12. О 
trabalho W cancelará e temos 3 equações para determinar ra, rg € rc. Para dar a resposta 


temos que somar rg e rc. Sem perda de generalidade podemos usar W=1, sabendo que os 
rendimentos estaráo referenciados a um trabalho unitário. 


ГА — 1/20 

ra + rg = 1/10 > гв = 1/20 

IR FIOS 1/12 ә re = 1/12 — 1/20 = 1/30 

O problema requer o cálculo de rg + rc = 1/20 + 1/30 = 1/12 
Se rg = 1/12, B necessita de 12 horas para fazer o trabalho. 


R: 12h 


F41) Dois trens em partem de um mesmo tempo, na mesma direção mas em linhas diferentes, 
horários diferentes e velocidades diferentes. O primeiro trem parte às 2 horas com velocidade 


de 80 km/h. Ав 2:30 parte um segundo trem, na mesma direção, com velocidade de 120 km/h 
A que horas o segundo trem ultrapassará o primeiro? 


Quando o segundo trem partir (1/2 hora depois do 19), o 1º já terá andado 40 km (8km/h х0» 
h). О segundo trem ё 40 km/h mais rápido que о 1°. O tempo para que o 2° trem alcance 0 + 
é espaço/velocidade, levando encontra as variações, ou seja, 40 km / 40 km/h = 1 hora. 
trem será alcançado 1 hora depois, ou seja, ás 3:30 h. 


R: 3:30 h 
meiro tren 


E42) Repetir o problema anterior, nas mesmas con 


diçõ t às 2:40 o pri 
faz uma parada de 20 minutos. 10065, exceto que 


qmeiro 
do tipo espaço X tempo. No problema 41,0 p! da do 


al 
m de tempo em t-0, correspondentes à Р 


Nesse caso é melhor pensar em gráficos, 
trem parte em t=0 (considere a contage 


Be d 
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„peiro trem, ao invés de 2 horas), A fíeura ай, | 
prin ) рига abaixo mostra o gráfico das trajetórias dos dois 





o primeiro gráfico, relativo ao problema ante A 
pr indicadas com (1) e (2) Малын Os шим нээн RA "— A Е 
posição 0, no instante 0, e seguiu uma trajetória com ма шин ine d FA pe 
uma , razao Е 4) km/h, que é o mesmo que 40 km a cada 30 m А ra presentada por 
;ela reta (2), partiu da posição O no instante U*30 min. e À | | : ' 
de 120 km/2. No instante (=90, ou seja, depois de dr ds онда реле рка 
uilómetro 120, tendo levado até lá, 1 hora de viagem, O trem | : 08 es hora 
adicional, estará também no km 120, poís terá andado mais 80 im Eni hie Бан, n 


120 
Ө 
53,33 9 
40 40 
30 60 90 30 40 60 


É preciso fazer o desenho dos gráficos para ter uma ideia do que ocorre com a posiçao relativa 
dos trens. O problema indica que em t = 40 min, o trem (1) para por 20 minutos, ou seja, fica 
parado de t=40 min até t = 60 min. No instante t=40, no qual o trem (1) para, ë possível 
verificar que o trem (2) ainda não o alcançou, pois (1) estará em 80 x 2/3 h = 53,33 km, 
enquanto o trem (2) terá andado apenas 120 x (1/6 h) = 20 km. O gráfico da direita mostra essa 
situação em t = 40. O mais importante do problema, é preciso verificar qual é o instante em 
que o trem (2) passa pelo km 53,33. Se for antes de 60 s, significa que o trem (1) continuará 
parado mais um pouco depois que o trem (2) o ultrapassa. 

O tempo que o trem (2) leva para chegar ao km 53,33 é 53,33 km / 2 km/min = 26,6 min (aqui 
à velocidade foi convertida para 2 km/min, para que o tempo todo seja dado em minutos). 
Concluímos então que quando o trem (2) passar pelo km 53,33m terão passado 26,6 minutos 
depois da sua partida, ou seja, isto ocorrerá antes do instante t=60 (30 minutos de percurso 
para (2)), que ë o instante no qual o trem (1) volta a andar. O instante em que o trem (2) 
ultrapassa o trem (1) € 30 min + 26,6 min = 56,6 minutos, após as 2:00 horas, ou seja, 2h 56 
min e 40 y, aproximadamente. 

R: 2h 56 min 40 s 


F46) Dois treny partem no mesmo instante, um da cidade A em direção à cidade B, a 80 km/h, 
' Outro da cidade B para a cidade A, a 70 km/h. A distáncia entre as cidades é 300 km. Em 
llanto tempo os trens se encontraráo? 

ВОС + 701 = 300, t= 2 

R: 2 horas 
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1450) Carla dirige da cidade A para a cidade B a 45 km/h. Chegando em B, lá permanece xe 
A a 75 km/h. Se o tempo total da viagem, da saída de A Les 


10 horas, e então retornou para 
chegada a A foi de 50 horas, qual é 
(A) 1190 km (B) 1173 km (C) ! 175 km (D) 1160 km (E) 1125 km 

e Carla ficou parada na cidade B, o trajeto de ida e volta 
ida e volta), o tempo é dado por espaço/velocidade. O 
a ser determinada. As velocidades foram de 45 kmh 


“д Ч >Í “ - 
a distância entre as duas cidades: 


Descontando o tempo de 10 horas qu 
demorou 40 horas. Em cada trajeto ( 
espaço € d, a distância entre as cidades, 
na ida e 75 km/h na volta. Ficamos então com: 

d/45 + d/74 = 40, que resolvida dá d = 1125 km. 

R: (E) 1125 km 

uma solução de ácido acético a 10%, 
fica que só tem disponíveis, soluções a 5% e a 20%. He decide 


o as duas soluções disponíveis. Quantos litros da solução a 5% 
bter uma solução a 10% de ácido 


451) Luís ë um estudante de química que precisa produzir 
para um experimento. Ele ver 
fazer a solução a 10% misturand 
devem ser misturados a 8 litros da solução a Jf para о 
acético? 


(A) 16,5 L (B) 32 L (C) 16 L (D) 8,5 L 
Montando a tabela: 


Ácido > [ xm | 5% | 65886. 
Volume > x | s  —L e 


Os volumes são x Шгов da solução a 5% (x a ser determinado) e 8 litros da solução a 20%. As 
quantidades de ácido são determinadas multiplicando o volume pela concentração 
(porcentagem). O volume da mistura tem (x + 8) litros, e sua quantidade de ácido é (x + 
8).10%. A quantidade de ácido é igual à soma das quantidades de ácido nas duas misturas 


originais. 


0,05x + 8 x 0,2 = (x + 8) x 0,1 
0,05x + 1,6 = 0,1x + 08 .. 0,8 = 0,05х .. x= 16 litros 


R: (С) 16 L 


(Ej 24 L 





( de corante verde vai ser misturada com outra tinta que contém 


E57) Uma tinta contém 21 
os devem ser usados de cada uma, para formar 60 1 de 


15% do mesmo corante. Quantos lítr 
uma tinta com 19% de corante verde? 


Montando a tabela: 


Comte э Гол | ыу | eyon 
ши = lI rx Le. 


contém uma quantídade de corante igual a 0,21x + 0,15y, que ë igual a 






A solucáo resultante 
0,19(x + y). 
x+y=00 .. y = 60 — x 

0,21x + 0,15 y = 60 X 0,19 (multiplicando por 100 e simplificando a equação por 3, fica:) 
7x + 5y = 20 x 19 = 380 

7х + 5(60 — x) = 380 ~. 7x - 5x = 380 - 300 „. 2x = 80 „. x = 40e y = 60. 


R: 40 L da primeira solução e 20 L da segunda 


E61) Um indivíduo fez dois empréstimos bancários que somavam o valor total de 5 
O primeiro empréstimo foí feito com uma taxa de 10% ao ano, e o segundo com 
6% ao ano. Depois de um ano, o indivíduo quitou o valor total, de R$ 107.600,00. Quanto fo1 2 


parte do empréstimo original a 10% anuais? 
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(A) 20,000 (B) 30.000 (C) 40.000 (D) 50.000 (E) 60.000 


[saremos à unidade R$, mas poderiamos usar como unidade, os milhares de reais. Iremos 
também aya E pics apenas 0$ Juros, que totalizaram R$ 7.600 unidades. Os dois 
атр! e — x ee 100.000 — x. O primeiro empréstimo teve juros de 10% 
em um блг, es segundo, de 0% no mesmo periodo. O valor total de juros é a soma dos juros 
em cada empréstimo, | | 

x, Le (100.000 Pus * 7.600, Multipliquemos tudo por 100 para eliminar as casas decimais: 
jox + 600.000 = бх = 760.000 

Ix 7 160.000 2, x = 40.000 (o primeiro empréstimo), e y = 60.000 


R: (C) 


E rar ч g ` N . : ч 
163) José rec ebeu um total de R$ 900,00 em um ano com seus investimentos. Se R$ 7.000,00 
А . ` `> `f. . т > ^ * . . ч ГА 
foi investido a uma certa taxa, e R$ 9.000,00 foi investido com uma (аха 2% maior, encontre as 
duas taxas de investimento. 


Se considerarmos x a porcentagem, com 1 = 100%, usamos para as taxas, respectivamente x e 
х + 0,02. Já se considerarmos x um número na faixa de 0 a 100, as taxas são x/100 e (x + 
9/100. Usaremos a primeira opção. 

7000.x + 9000.(x+0,02) = 900 ~. x = 0,045 (ou seja, 4,5%) e a segunda taxa é 0,065 (6,5%). 

R: À primeira parte a 4,9% a.a. (ao ano) e a segunda a 6,5% a.a 

E68) (CN) Certa quantia foi colocada a juros, à taxa de 5% ao ano, durante 3 anos. Esse 
montante foi então aplicado a juros de 6% ao ano, durante mais 5 anos. O novo montante é de 
R$ 14.950,00. Qual foi o capital inicial? 

Em um ano, a uma taxa anual de 5%, um capital C crescerá para 1,05C. Em 3 anos com a 
mesma taxa, o crescimento será o triplo, ou seja C tornar-se-á 1,15. Este valor total foi usado 
em uma nova aplicação (a anterior terminou), com juros de 6% em 5 anos, o que fará o capital 
investido ser multiplicado por 1,3. C foi multiplicado, levando em consta as duas aplicações, 
por 1,15 x 1,3 = 1,495. Como este valor finalizou em R$ 14.950,00, o capital C aplicado 


inicialmente foi de R$ 10.000,00. 
R: R$ 10.000,00 


E70) Uma pessoa empregou todo o seu capital da seguinte maneira; metade a 4% ao ano; um 


terço foi a 10% ao ano e a parte restante a uma taxa, tal que o seu rendimento total no fim de 
um ano, foi de 7 1/3 % do capital. Qual é essa taxa? 

Podemos considerar o capital C como sendo 1, pois este valor irá cancelar, mas optamos por 
deixar C indicado para cancelamento posterior. As duas primeiras partes de C que foram 
divididas para as três aplicações foram C/2 e Cf. Calculando, a terceira parte será C/6. 

À primeira parte, depois de um ano, aplicada a 4% a.a, ficará multiplicada por 1,04. A segunda 
ficará multiplicada por 1,10, e a terceira ficará multiplicada pelo fator T, que quando 
Calculado, permitirá o cálculo da taxa. 


Dado о rendimento, em função do capital, te ань 
multiplicado. Este valor multiplicativo é 107 + 1/3 %, ou seja, foi multiplicado por 


remos que calcular por quanto este foi 


| 
y эй 
bi" ÉL 2 Podemos então montar a equação para cálculo do aumento total do valor: 
300 
27 1,04 + E х 1,1 m *T=Cx ( x] . Simplificando por C e multiplicando todos por 300: 
3 7 6 — 300 


15: 
"id, 10 + 50T = 322 -. T = 1,12 


( 4 š > 0 
2, à taxa anual correspondente é 12% 
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R: 12% a.a. 
Sugestão: Depois de terminar o cálculo, partir de um мин Че кач, e aplicara 4 
10% e 12%) e calcular o capi final, para isio 


em partes (1/2, 1/3 e 1/6) e as taxas (4%, 
a taxa resultante foi realmente 7,333% a.a. Que 
100) Um número de 3 dígitos ë igual a 25 vezes a soma dos seus digitos. Se os três dio: 

| Elos 


«cede o número original de 198. O digito das de 
Nas 


forem revertidos, a número resultante e 
as unidades e das centenas. O dígito das 


ë um a menos que a soma dos dígitos d dezenas q 
7 9 


número dado é: 

(A)2 (B3 (C)6 (D)7 (ES 

Seja o número “abc”, com valor 100a + 10b + c. O problema dá que este valor é 25(a + b + 5 
então o número é múltiplo de 5, só pode terminar em 0 ou 5, portanto c=0 ou c=5. | 
Invertendo os dígitos o novo número excede o original de 198, entáo: | 
100a + 10b + c + 198 = 100c + 10b +a "a7 c — 2, 
Sendo assim c não pode ser 0, pois a é um dígito, não pode valer -2. 
A única opção portanto ë c = 5 ea = 3. O número é da forma 3 5. | 
O problema deu ainda que o dígito das dezenas é a + c – 1, então este dígito é 7. O número é 


375, e seu dígito das dezenas é 7. 


R: (D) 





E115) Bernardo fez uma viagem de 190 km a uma velocidade média de 50 km/h. À primeira 
parte da viagem foi feita a uma velocidade de 30 km/h. A segunda parte foi feita a 60 km/h. 
Quantos quilômetros foram percorridos na primeira parte da viagem? 

(A) 40 (B) 96 (C) 45 (D) 30 (E) 24 

co/(velocidade média) = 120 /50 = 2,4 h 

e 2,4 — х. O trajeto de 120 km é igual à soma dos 
horas a 30 km/h e o segundo com (2,4 - x) horas a 





O tempo total de viagem é dado por espa 
Chamamos as durações dos trajetos de x 
trajetos nos dois trechos, o primeiro com x 
60 km/h. 

190 = 30.x + 60.(2,4 — x) ~. 120 = 30x + 144 — 60x г. 30x = 24 .. х= 0,8 h 
O percurso na primeira parte foi de 0,8 x 30 = 24 km 

Usamos todos os intervalos de tempo na mesma unidade (horas) 
unidade (km) e todas as velocidades na mesma velocidade (km/h). 


, todas as distáncias na mesma 


R: (E) 


E125) A diferença entre os capitais de duas pessoas é R$ 20.000,00. Uma delas coloca o $ 
capital a 9% e a outra aplica-o na indústria, de modo que lhe renda 45%. Sabendo-se que 09 


rendimentos são iguais, achar os dois capitais. 
Os dois capitais devem ser chamados de x e x + 20, porém é preciso prestar atenção no 
valores. O capital maior (x + 20) deve ser o aplicado a 9%, e o menor, à 45%, caso contre 
encontraríamos x negativo. Ou seja, o capital maior é aquele que foi aplicado a juro M 
e vice-versa. Note que o problema não indicou o tempo de aplicação, mas esta informat? 
desnecessária, pois este valor cancelará. Igualando os rendimentos, já com O tempo can 
ficamos com: 

Capital 1 x Taxa 1 = Capital 2 x Taxa 2 

9(x + 20) = 45x 2, х + 20 = 5x... x75 ИРТ: 
De fato, sendo os capitais respectivamente 5 mil e 25 mil, uma aplicação sobre 2 mil Qe mil, 
de 45% durante um tempo, dará o mesmo rendimento que uma outra de 9% sobre ^ 


considerando o mesmo período (5 x 45 = 25 x 9) 
R: 5 mil e 25 mil 
Á 
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43) Uma bicicleta de R$ 280,00 foi comprada 
El artes iguais. Como 3 desistiram, a quota de 
00 Quantos eram os meninos? 


X 





419 
Por um grupo de meninos que contribuíram 
cada um dos restantes foi aumentada em R$ 


rte de cada um, com x participantes: 280/x 
arte de cada um, com x — 3 participantes: 280/(x — 3) 
Como 3 desistiram, a parte de cada um ficou maior, no caso, em R$ 12,00: 


180 280.5 


=> 3 

280x = 280(x — 3) xz 12x(x <= 3) 

280.3 = 12x(x — 3) ~. 280 = 4x(x — 3) -. 70=x(x-3) -. x2-3x-70=0 

ix - 10)( + 7) = 0. Como x tem que ser positivo, então x = 10 (10 meninos) 

Conferindo, antes cada um pagaria 280/10 = 28, depois passou para 280/7 = 40, ou sejam 12 
reais a mais. 


R: 10 


Е144) Um tonel continha 100 litros de vinho puro. Retirou-se certa quantidade de vinho que 
foi substituída por água. Em seguida retirou-se da mistura, novamente, a mesma quantidade, 
sendo então substituída por água. A mistura final resultou em 100 litros, contando 36 litros de 
água. Quantos litros foram trocados de cada vez? 


Primeiro é preciso notar que quando é retirada uma quantidade constante de uma mistura 
com volume dado, e substituída por água, o efeito resultante é multiplicar a substância 
principal (a que está misturada com água) por um fator constante. Por exemplo, se temos um 
tonal de vinho puro, com 100 L, e retiramos 10 L da mistura (no caso, inicialmente só vinho) e 
adicionamos quantidade equivalente de água, o efeito resultante é multiplicar a quantidade de 
vinho por 0,9, com aumento de água para manter o volume total constante. Na primeira etapa, 
isto ressaltará em uma mistura de 100 L com 90% de vinho e o restante de água. À fazermos a 
operação da segunda vez, os 10 L de mistura retirados terão 9 L de vinho e 1 L de água, para 
então ser adicionada água pura. A mistura passará a contar então com 81 L de vinho e 19 L de 
água, ou seja, a quantidade de vinho puro foi novamente multiplicada por 0,9. Assim por 
diante, a cada passo, a quantidade de vinho puro continuará sendo multiplicada por 0,9 a cada 
etapa. 


No caso do problema, este fator multiplicativo deve ser encontrado, vamos chama-lo de F 
[valor entre 0 e 1). Na primeira etapa, a quantidade de vinho incluído na mistura passou a ser 
100F (eram 100 L iniciais). Na segunda etapa, passou à 100F?. , valor que o problema deu 
como sendo 64 L (já que 36 eram formados por água, que é sempre adicionada à mistura). 


emos então: 
100Е2 = 64 “F=0,8 оо | 
Isto indica que a cada passo, são retirados 20% da mistura (20L) e substituídos por água. 
R: 20], 


El46) Qual número é igual ao valor absoluto do seu dobro, diminuído de 15? 


Já foi texto não esclarece a ordem da 
expli uando o contex 
а Чэ ser usada a regra do portugués, OU À 
o”, 


Problema ë que fica uma dúvida entre 


A seja, ao x deramos 
armar a expressão, considera 


dl 


Scanned by CamScanner 


e 


asa O ALGEBRISTA 


O número = | seu dobro], diminuido de 15, ou 

O número = | seu dobro, diminuido de 15 | 

A sutileza ue ve ser empre rada e q vir rula, que serve como separador, ОЧ seja, () valor 

absoluto e o dobro estão em uma parte da oração, e o diminuído de 15 estão na outra parte, 
ч ! r, t ) , 

portanto a expressão correta é que o valor absoluto não se aplica ao 15, mas sim, ao dobro, 

N=15- |2N] 

Duplas interpretação não deve constar de problemas de matemática, O correto € o formulador 

da questão usar termos que nào deixem dúvida quanto as expressoes а serem usadas, 

Levando em conta o valor absoluto, temos que abrir em dois casos: 

a) N positivo 

N=15-2N 0. 3N=15 a N=5 

b) N negativo 

N=15-(C2N) . N=15+2N 0. N=-15 


R: 5 ou -15 


E166) Quantos quilos de balas com custo de R$ 15,00 por quilo devem ser misturadas com 24 
kg de jujubas com custo de R$ 7,50 por quilo, para fazer uma mistura com custo de R$ 9,00 
por quilo? 

Usando a tabela ensinada: 

R$ 15,00/kg В%$ 7,50) 






qu Mistura 






Valor > 
Quantidade > 


O valor M mistura pode ser calculada de duas formas: 

Linhas: Somando as linhas anteriores, temos o valor = 15x + 180 

Colunas: Calculando o valor levando em conta o peso (x + 24) e o peso por kg (R$ 9,00/kg) 
15x + 180 = 9(x + 24) г, 15x + 180 = 9x + 216 0. 0x=36 +. x = 6 


R: 6 kg 


E170) Três mulheres possuem juntas, R$ 360,00. Se a primeira der à segunda 1/7 do seu valor, 


e a terceira também der à segunda, 1/13 do seu valor, as três ficarão com quantias iguais. Que 
valor possui cada uma? 


Note que o total é 360, então as três ficarão no final com 120 cada. 


A 1º deu 1/7 do valor e ficou com 6/7, que vale 120. Então 1/7 vale 20, o valor é 140. 
A 3º deu 1/13 do valor e ficou com 12/13, que vale 120. Então 1/13 vale 20, o valor é 130. 
A 9? tinha 120 - os valores recebidos = 120 - 20 – 10 = 90. 


R: 140, 90 e 130 


E180) Um fazendeiro tem provisões para alimentar 32 bois durante 25 dias. No fim de 4 dias, o 


fazendeiro compra mais 10 bois. Quanto tempo durarão as provisões, se a ração de cada boi 
não é aumentada? 


Vamos criar uma unidade auxiliar, “BD”, como sendo a quantidade de provisões suficiente 
para alimentar um boi durante um dia. O fazendeiro tem portanto, 32x25 = 800 BD 

Com 32 bois, gastará 32 BD por dia, durante 4 dias serão 198 BD, restando portanto 

800 BD - 128 BD = 672 BD 


Como comprou mais 10 bois, a partir de então serão 42 bois por dia para alimentar. 
O número de dias é 672 / 42 = 16 dias 


R: 16 





—' 
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2 algarismos, 
a aumentado de 207, 





rulo 10 - Problemas do primeiro grau 
сар s — s 
2199) Se, а0 multiplicarmos o d inteiro е positivo N por outro número de 
БИ"? aos a ordem dos algarismos deste segundo número, o resultado fi« 


verter | i í 
t a dos algarismos que constituem o número N dá; 
AS 


оз Be (O7 DE (®9 


“tado N.(“ab”) = N(10a + b) 
po é calculado N.(*ba”) = N(10b + a) 
Ж, o fica aumentado de 207, então N(10b + a) – N(I0a + b) = 207 


número m . . 
n - а) = 9207 = N.9.(b - а). Simplificando por 9 fica: 
vb _ a) = 923. O número 23 é primo, entáo só pode ser expresso em produto como 1 х 23, 
M 


Como b e à são dígitos, sua diferença b - a não pode ser igual a 23, Então b - a vale | € N 
vale 23. Sua soma de algarismos é 2 + 3 = 5 


R: 5 (А) 


£190) Dois veículos partem juntos de um ponto А, em uma corrida de ida e volta entre os 
"tos A e B. Sabendo que a distância entre A e B é 78 km e que as velocidades dos veículos 
ão 70 km/h e 1000 metros por minuto, concluímos que eles voltam a se encontrar depoís do 


tempo de: 

(A) 1h 30 min (В) lh 12 min (С) lh 40 тіп (D) Ih 42 тіп (E) Ih 26 mín 

As velocidades dos veículos sáo 70 km/h e 60 km/h (1000 m por mínuto). O veículo mais veloz 
leva um tempo 78 km / 70 km/h para chegar ao ponto B, então retoma. Na volta, o veículo 
mais veloz encontrará o mais lento, como na figura abaixo: 


A 78 km B 


| 60t | 70(t-78/70) ! 


Contanto o tempo t desde a partida, o primeiro veículo terá andado 60t, u — pue 
de encontro. O segundo veículo terá andado, desde B — хи ну ин que : 
durante o tempo (t — 78/70), a uma velocidade de 70 km/h. wein as а 
veículo mais rápido levou para fazer o trecho de À até B. A soma 
/8 km: 

6 + 70(t — 78/70) = 78 km (АВ) 

3h - 78 = 78 .-.130t = 156 ~. 10t= 12 ~ 


R: (B) 
E194) CN 87 - Dois capitais sao empregados a 


“apitais é igual a R$ 50.000,00. Cada capital 2 
ração empregado 4 meses mais que O segundo. 
te 


“t=12h(lhe 12 min)) 


| dos 

sma taxa de 3% ao ano. A soma d 
R$ 600,00 de juros. O prímeiro 
: segundo capital foi empregado 


) 2 anos (E) 3 anos | 
oblema é sempre importante: 


ais foi dividido em 
O capital de cn 5 das a 3% a.am que 


(A) 6 Ineses (B) 8 meses (C) 10 meses (D 


Desenhar um diagrama que esclareça o que ocorre no Р" 


reais, mas à P 
meses a mais. 





car x e y em função de n, 








demos indi 
tm. k fórmula j еси (considerando 100% como 1), PO 
(9 de meses da primeira aplicação: 


b. 





Scanned by CamScanner 


|! parte; 600 = x.(1/100) 0. x = 240.000/n 

2% parte; 600 = у.(1/100) (п + 4) 4, y = 240,000/(n + 4) 

А soma desses dois valores € 50.000 -. x + y = 50,000 

240.000 4 240.000 -50000 .". 24 Ми = 5. Eliminando os denominadores ficamos com. 
" n4 o n n+4 | | щш: 

24n + 96 + оу = 5[n(n + 4)| +, 488 + 96 = 5n* + 20n .'. 5n? — 28n - 96 = 0 


Para resolver a equação é preciso fatorar o trinômio, o cálculo pela fórmula da equação do 9º 
grau (cap, 13) € trabalhoso, alternativamente podemos fatorar o trinómio e igualar seus fato 
à zero, Temos que determinar os dois números cuja diferença e 28 e cujo produto é 5x96. Fica 
mais fácil quando dividimos a soma ou a diferenga por um número, e dividimos o produto 
pelo seu quadrado, Fazendo D = 98 e P = 5.96, podemos dividir a diferenca por4eo produto 
pelo seu quadrado, 16, ficando com D'=7 e P'=5.0, fica fácil ver que produto 30 e diferença 7 
os números são 10 e 3, Multiplicando de volta por 4, ficamos com 40 e 12, de fato esses 
números têm diferença 28 e produto 5.96. O termo do 1º grau deve ser então desmembrado 
(lembre da fatoração ensinada no cap. 5) como: 

5n? – 40 + 12n -96 =0 +, 5n.(n - 8) + 12.(n - 8) =0 .. (5n+ 12)(n - 8) - 0 

Sendo n o nümero de meses, só pode ser 8. 


De fato, 24 24 s 
8 8+4 


К: (В) 8 meses 


геѕ 


E195) Uma pessoa tomou um capital C a uma taxa mensal numericamente igual ao número de 


meses que levará para saldar o empréstimo. Tal pessoa aplica o capital C a uma taxa de 24% 
ao mês. Para que tenha um lucro máximo na o 


aplicação durante um número de meses igual a: 
(A)6 (B)12 (C)18 (D)24 (E) 36 

A taxa deve ser considerada como um valor de 0 a 100 
igual ao número de meses, entretanto devemos dividir o valor por 100 na fórmula. O capital C 
foi tomado emprestado por x meses, a uma taxa de x/100. O valor foi aplicado a uma taxa de 
24/100 pelo mesmo período de x meses. A diferenca entre o valor dos juros da aplicação e o 
valor dos juros do empréstimo tem que ser o maior possível. 
C.(x/100).x — C.(24/100).x maior possível. Como C/100 é constante, nos resta maximizar o 
valor de 24x - x?. Isto ficará mais fácil depois que estudarmos máximos e mínimos do 
trinômio do 2º grau, mas por hora podemos fazer a mesma coisa completando os quadrados: 
24x — x? = 144 - (x - 12)2 Esta expressão terá seu valor máximo quando (x — 12) valer zero, 
ou seja, x = 12. 


R: (B) 


peração, deverá fazer o empréstimo e a 


» para que possa ser numericamente 


E215) João, Carlos e Maria começaram a resolver 
juntos, sendo que cada um precisava resolver todos 


taxa constante. João resolveu 12 problemas por dia e terminou a lista 3 dias depois de Carlos. 
Maria resolveu 3 problemas a mais que Carlos a cada dia, e terminou a lista dois dias antes de 
Carlos. Quantos dias levou Maria para terminar a lista? 
(А) 18 (B)15 (C)12 (D)10 (E) 9 
João: 12 por dia (x dias) + 12 + 12 + 12 (3 dias), total de problemas: P = 12x + 36 
Carlos: A cada dias (x dias) resolver 12 + 36/x 


» quando terminou João levou + 3 dias 
Maria: A cada um dos (x - 2) dias, resolveu 3 a mais que Carlos = 19 + 36/x + 3 


uma lista de problemas de matemática 
os problemas. Cada um trabalha a uma 


Problemas resolvidos por Maria: 


(x — 2) dias x (15 + 36/x) problemas a cada dia, o que é igual ao número de problemas 





р” 
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0 эн 2)(15 + 36/x) = 12x + 36 

fx - 2)(5 + 12/x) = 4x + 12 

Cod 12- 10 — 24/x = 4х + 12 

<- 24/x - 10202 x^- 10x - 24 = 0 Ə (х - 12)(x + 2) = 0 Ə x 12 


“o 


Maria levou x - 2 dias = 10 dias 


R: (D) 


E220) (*) Maria, Joana e Carla podem andar a 6 km/h. Elas possuem uma motocicleta que 
anda a 90 km/h, mas pode acomodar apenas duas pessoas (e nào pode dirigir a si mesma). 
Seja É O tempo em horas levado para as três chegarem a um ponto a 135 km de distância. 
Ignorando o tempo levado para dar a partida, embarcar e desembarcar, o que é correto sobre 
o menor valor possível para £ 


(A)t«39. (B)39St«41 (0)4,1St<4,3 (D)43St<4,5 (Е) 4,551 
Inicialmente, duas vão até o final do trajeto usando a moto, o tempo para checar ao final será 
135km / 90 km/h = 1,5 hora. 

Enquanto isso, a terceira caminhou 1,5 hora a 6 km/h, andando 9 km. 

Agora, uma delas volta com a moto até encontrar aquela que já andou 9 k. São 126 km 
faltando, a velocidade relativa entre esta terceira e a moto será 90 + 6 = 96 km/h. O tempo para 


o encontro será 126 km/96 km/h = 1,3125 h. Agora as duas voltam juntas de moto, levando o 
mesmo tempo. O tempo total será t = 1,5 + 1,3125 + 1,3125 = 4,125 h 


R: (C) 


229) Colégio Naval 2015 
Dado o sistema S: 
2x - ay = 6 
Ї -3х + 2y "c 
nas variáveis x e y, pode-se afirmar que: f | 
A) Existe a € ]6/5, 2| tal que o sistema S não admite solução para qualquer número real C. 
B) Existe a € ]13/10, 3/2| tal que o sistema S não admite solução para qualquer número real C. 
C) Se a = 4/3 e C = 9, o sistema 5 não admite solução, 
D) Se a É 4/3 e C = -9, o sistema S admite infinitas solucóes. 
E) Sea = 4/3 e C = -9, o sistema S admite infinitas soluções. 


Solução: 
Os casos descritos nos cinco 
indeterminado. Sistemas impossíveis € inde 


itens acima dizem respeito a um sistema impossível ou 
terminados têm uma coisa em comum: 


A B 

: | 5 i Ч 25 С”. 
О que vai indicar se o sistema é impossível ou indeterminado é a razão C/C": 
Á 

"a E = Сэ Impossível 

A B' С 

А 

Fi z = € = Indeterminado 

Á B' С 


2 sa 
3 = rx ou seja, a = 4/3 = 1,333... 


Esta condicáo obrigará o sistema a ser indetermina 
Indeterminado ou impossivel é o valor de C: 


do ou impossível. O que vai decidir entre 
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2 vhs qe 6 => indeterminado > 2C = -18 > C = -9 

-3 2 c 

2 "he m 63 impossível ЭЭ 2C É -18 > C Z -9 

-3 2 c 


Resumindo, para a = 4/3 o sistema será indeterminado (C = -9) ou impossível (C # -9) 
Entáo vamos às respostas: 

A) FALSO, o sistema só é impossível para C % -9, e não para qualquer C. 

B) FALSO, o sistema só é impossível рага C É -9, e não para qualquer C. 

C) VERDADEIRO, com a = 4/3 e este valor para C, o sistema ë impossível. 

D) FALSO, com a 7 4/3 o sistema é determinado. 

E) VERDADEIRO, com a = 4/3 e C = —9, o sistema é indeterminado, tem infinitas soluções, 


Duas opções são verdadeiras, a questão foi anulada. 
Resposta: (C) e (E) 


230) Colégio Naval 2015 
Qual a medida da maior altura de um triângulo de lados 3, 4, 5? 


(А) 125 (B)3 (C)4 (D)5 (E)20/. 


Solução: 

Este é um dos mais “famosos” triângulos, que deve ser conhecido por todos os estudantes: 
trata-se do triângulo pitagórico básico, que é o triângulo retângulo com lados expressos por 
números inteiros, com os menores valores possíveis. Os catetos são 3 e 4, e a hipotenusa é 5. 
Sua área é igual à metade do produto dos catetos, ou seja, 3x4/2 = 6 

A maior altura é aquela relativa ao menor lado, já que o produto de cada lado pela altura 
correspondente é constante. O menor lado é o cateto 3, e a altura correspondente é o cateto 4. 


Resposta: (C) 


231) Colégio Naval 2015 

Na multiplicação de um número k por 70, por esquecimento, não se colocou o zero à direita, 
encontrando-se, com isso, um resultado 32823 unidades menor. Sendo assim, o valor para a 
soma dos algarismos de k é 


A) par. 

B) uma potência de 5. 

C) múltiplo de 7. 

D) um quadrado perfeito. 
E) divisível por 3. 
Solução; 

Multiplicação normal: 70k 
Multiplicação com erro: 7k, esquecendo o zero à direita ficamos com um número 10 vezes 
menor. 

A diferenca portanto ë 70k = 7k = 63k, que o problema dá como 32823 
Y k = 32823/63 = 512, a soma dos algarismos de k € 8, um número par. 
Resposta: (A), 


i 

| 
га 
4 
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Conjuntos e tópicos sobre 
ANALISE 











Análise e álgebra 


Podemos dividir a matemática do ensino fundamental: Aritmética, Geometría, Álgebra e 
Análise, 


А Aritmética ё o conteúdo ensinado nos primeiros anos do ensino fundamental. Trata sobre 
números inteiros, operações matemáticas, múltiplos e divisores, fatoração numérica, números 
primos, MMC, MDC, frações, números decimais. 


A Geometria € ensinada em todo o ensino fundamental. Nos primeiros anos, limita-se a 
apresentar os nomes das figuras geométricas, depois conceitos de paralelismo, ângulos, e 
finalmente relações métricas. Esta última parte requer bons conhecimentos de álgebra. 


A Álgebra ë ensinada na segunda parte do ensino fundamental, e ë o objetivo principal deste 
livro, Existe ainda uma quarta parte da matemática do ensino fundamental, que é intimamente 
ligada à Álgebra: a Análise. Esta parte da matemática trata sobre conjuntos, números reais e 
funções, principalmente. Seu conteúdo está intimamente ligado à Algebra, por isso esta é uma 
boa ocasião para apresentar um capítulo com seus principais conceitos. Tais conceitos são 
ferramentas para desenvolver certos tópicos da Algebra. Por exemplo, duas equações em x e y 
podem ser representadas como retas no plano xy, chamado de plano cartesiano. O ponto de 
encontro das duas retas indica a solução do sistema. Quando as retas são coincidentes, o 
sistema é indeterminado, e quando as retas são paralelas, o sistema é impossível. 


Vários tópicos de Análise são cobrados em 
vários concursos. O Colégio Naval, por 
^Xemplo, cobra com frequência questões sobre 
conjuntos, A EPCAr cobra eventualmente 
questões sobre conjuntos, e sempre duas ou três 
questões sobre funções. Vamos apresentar neste 
"eae nocóes sobre análise quer permitiráo 
or entendimento da álgebra. 





Alunos da EPCAr 


b. — 
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а prin O ALO Et уу, 
O número zero nid 


O número 0 é motivo de polémica no que diz respeito à sua classificação, Praticar 
os autores de matemática dos ensinos médio e fundamental consideram o () come Waya 
nümero natural. A maioria dos autores do ensino superior consideram que 6 Бин 4 A i 
numero natural mas sim, um número inteiro. Isto não faz diferenca ыы £ їн) 
desenvolvimento da matemática, é só uma questáo de nomes. Convenciona-se que шы" 
pode usar qualquer uma das abordagens, desde que seja indicada qual а conven PR 
Em geral isto fica claro nos livros, e no início das provas de concursos, Este livro, assim c "sg 
maioria dos que abordam a matemática para ensino fundamental, considera Zero o» 
numero natural. Recomendamos que esta convenção seja seguida tarnbér ern matuqa 
MENOS que exista indicação contrária no início dos cadernos de provas, Isto é importante + э 
muitas provas apresentam questões que exigem esta informação na sua solução, | 


EH) 
Uff) ts 
74/7 


"^s. 
"i, 2 


— ааа = w ka DO O v... - e e 


7 Pr 


мшаз vezes usa-se a expressão “N = conjunto dos números inteiros não Negativos” pas: 
eixar claro que o zero está incluído, sem entrar em conflito com um “conjunto № sem o Zero". 


0,1,2 


Os números 0, 1 e 2 devem ser considerados com atenção, pois possuem algumas 
particularidades não existentes em outros números. Já foi visto que o O pode ser considerado 
como número natural ou não, é pura questão de convenção. Mesmo quando o 0 não é 
considerado número natural, é ainda assim considerado número inteiro. Na classificação dos 
números entre primos e compostos, o 0 atende à definição de número composto. Já o 2 é um 
número primo, aliás, é o único número primo e par ao mesmo tempo. O número 1 não é 


primo nem composto. 


A AA 


— — — . s “mu 


e — Ñs. sue 


Conjuntos 


A teoria dos conjuntos é necessária para o entendimento de toda a matemática a parir do 6* 
ano. Neste capítulo faremos uma introdução sobre o assunto. 


—— 


O conjunto dos nümeros naturais 


Conjunto é uma coleção de elementos. Um dos primeiros conjuntos com o qual lidamos é sem 
düvida o conjunto dos nümeros naturais, representado por N. Este é um conjunto infinito. 


A н сн. — —— — 37 


N = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, ....) 


— M 7 


O conjunto N pode ser representado em uma reía numerada ou reta numérica. Os números 
sáo dispostos em uma sequéncia crescente. Quanto mais á direita nessa reta, maior € 0 


——— s m 


nümero. 


Reta numérica que representa o conjunto dos números naturais 


O conjunto dos nümeros racionais positivos 


O conjunto Q* é o conjunto dos nümeros racionais positivos. Este conjunto te 
números naturais e mais todas as frações positivas. Assim como o conjunto N, o co 
também é infinito, porém é um tipo de infinito muito mais denso. Por exemplo, 


m todos = 
entre dois 


_««й 
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; naturais, O e 1, existem infinit í m не 
les números , > 05 números racionais positivos. Apenas para 
ns 


"+ alguns: 
Y ч Já, =» 1/100, 2/3, 2/5, 2/7, 2/9, .... 3/4, 3/5, 3/7, 3/8, 3/10, ..., 21/87, 125/1042, ... 





exemplos de conjuntos 


podemos ter conjuntos de qualquer tipo de objeto: 
0 


gxemplos: 
a) Conjunt | | 
= (domingo, segunda-feira, terça-feira, quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira, sábado) 

b Conjunto dos quatro planetas mais próximos do Sol = (Mercürio, Vénus, Terra, Marte) 

! Conjunto das notas musicais = (46, ré, mi, fá, sol, lá, si) 

d) Conjunto das frutas de uma cesta = (banana, laranja, maçã, pêra, abacate) 

e) Conjunto dos parafusos de um motor = (parafuso-l, parafuso-2, parafuso-3, ..., parafuso-n] 


o dos dias da semana 


Exemplos: 

Conjunto dos alunos de uma escola 
Conjunto dos torcedores de um time 
Conjunto das moedas de um cofre 
Conjunto dos automóveis de urna rua 
Conjunto das ruas de uma cidade 


Pertinéncia 


Quando um elemento está dentro de um conjunto, dizemos que este elemento pertence ao 
conjunto. O símbolo matemático para a pertinéncia é e. 


Exemplos: 

3eN 

bola € [bola, boneca, bicicleta, carro) 

José € NJ, onde NJ é o conjunto dos nomes que comegam com a letra J 


35 e Q+ 
Quando um elemento nào pertence a um conjunto, usamos o simbolo €. 
Exemplo: 5 e (1,2 3) 


Conjunto vazio 


nju oU а 
M Junto vazio é aquele conjunto que não tem elemento algum. Não existe diferença entre um 


njunto vazi : 
Seja o vazio de laranjas e um conjunto vazio de planetas. Ambos sáo a mesma coisa, ou 
Vazio é único. 


Repre 

S 

“Damos o conjunto vazio pelo símbolo @ ou (1. 
y tercícios 


Es | 
ва ао Conjunto dos numerais pares де 2 algarismos, de tal forma que esses dois 
705 sejam iguais. 

a) 10 Que es 
(1,2 4 У 


(а errado nas seguintes notações de conjuntos: 
e 5) b) (1, 2, 3, 3, 4) 


h. A 
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as —Á — 


ES) Dados dois conjuntos A e B, dizemos que a união de conjuntos, Indicada por AUB, 6 9 

` 1 эм ( E < ' = ' 
conjunto que reúne todos os elementos de À e de B. Se A (1, 2, 1,5, 6, 7] e B= (1, 3, 5, 7, 
9), determine AUB. 


E4) Dados dois conjuntos A e B, dizemos que a intersecáo de conjuntos, indicada por ANB, 6 
o conjunto que tem todos os elementos que pertencem a A e B ao mesmo tempo. Se A = {1, 
2. 3. 4. 5. б, 7} e B ын | 1, Jj. 9i 8, 9), determine A 2 В 3 


^ `. `“ . ` ' ny ` “ер p 
E5) Entre as trés formas abaixo, qual é a errada para representar o conjunto vazio, 


2, (1. 10) 


Еб) Escreva о conjunto formado pelos sucessores dos números primos maiores que 10 e 
menores que 30. 


Representação por enumeração 


Existem várias formas para definir um conjunto, Uma forma usual ë escrever os elementos em 
uma lista, separados por virgulas, e entre chaves ( ]. 


Normalmente os elementos de um conjunto são do mesmo tipo, mas nada impede que 
criemos conjuntos de elementos de tipos diferentes, 


Exemplo: 


(parafuso, maçã, 2, areia, Saturno, José, moeda, 3/5, café, 8, relógio } 
Nem sempre conjuntos de tipos diferentes como o do exemplo acima têm utilidade. 


Exemplo: 
A = { 1, 2, 3, (1, 2), 4, 5] 


O conjunto Á acima tem cinco números naturais (1, 2, 3, 4, 5) e um conjunto com os 
elementos 1 e 2. Como vemos, nada impede que um conjunto seja elemento de outro. 


Exemplo: 


A = (N, Q+) = conjunto dos dois conjuntos numéricos citados até agora neste capítulo. 


Representacáo por diagrama 


Este método é equivalente a listar os elementos entre chaves. A diferença é que ao invés de 
usar chaves, é desenhado um diagrama com os elementos indicados através de simbolos. 


A B 





Nos dois exemplos acima, temos um conjunto A com cinco bombinhas e um conjunto B com 
os números naturais impares menores que 10. Este método de representação é usado pará 
ensinar conjuntos para crianças pequenas. Existe um outro método muito útil e usado em 
estudos mais maduros: o diagrama de Venn. 
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4 B A maioria das questões que caem em 
concursos como Colégio Naval, EPCAr e 
similares, pode ser resolvida com a ajuda 

de um diagrama de Venn. 


———— ço 


Este diagrama representa um ou mais conjuntos e a sua relação através de balões. O diagrama 
acima mostra que existem elementos que pertencem simultane 
conjunto B. Não é feito o desenho dos elementos. Considera-se que a área interna ao conjunto 
representa os seus elementos, não importa quais sejam. Por exemplo, podemos usar O 
diagrama de Venn para representar os conjuntos numéricos N e Qt. Todo número natural é 


também um número racional positivo, entáo ë correto dizer que o conjunto N está contido no 
conjunto Q*, como mostra o diagrama abaixo. 


amente ao conjunto Á e ao 


Qt 


Representacáo por propriedade 


Este é o método mais formal para definir um conjunto. Considere por exemplo o conjunto: 
'=1:5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 15, ....] 


E o conjunto dos números naturais maiores que 4. Pode ser escrito da seguinte forma: 


Р-(х | хєМєх?4) 


Lêse: P é o conjunto dos elementos x tais que x pertence ao conjunto dos números naturais e 
X é maior que 4. 


Outro exemplo: R = (10, 11, 12, 13, 14, 15, 16) = [x] xeN e 9«x«17] 


Conjunto unitário 
Um conjunto unitário é um conjunto que tem um só elemento. Existem infinitos conjuntos 
unitários, 


Exemplos: 
8) 
(laranja) 
(501) 


(Drake) 
Josh) 


4 


Scanned by CamScanner 


430 BEEN | | O ALGEBRISTA | 
Conjuntos equivalentes 


Dois conjuntos sào ditos equivalentes ou iguais quando possuem exatamente os mesmo, 
elementos. Se dois conjuntos À e B são equivalentes, escrevemos A = B. 


Os: 
a) A = (1, 2, 3}еВ= (1,1,1, 2, 2,3, 3,3, 3) 
b) А = conjunto dos números naturais múltiplos de 3; В = conjunto dos números naturais que 
deixam resto 0 ao serem divididos por 3 


Exercicios 


E7) Enumere os seguintes conjuntos, colocando os elementos entre chaves e separados por 
virgulas: 

a) | x | x ë número natural e x ë par | 

b) (x | x2 = 20 } 

c) (х | x é número natural e x é múltiplo de 3) 

d) ( x | x ë número natural e x > 50) 

e) t x | x é um dia da semana) 

О ix | x é um número natural e x < 20) 

g) t x | x é um número natural e x deixa resto O ao ser dividido por 7) 


ЕЗ) Verifique quais dos conjuntos abaixo são iguais ao conjunto vazio 
a) {х | xe{1, 2, 3} ехє(4,5,6) ) 

b) (х | xeNe x.2=7) 

c) { x | xeN e x.x = 20) 

d) { x | xe@) 


e) { x | x ë o nome de um mês e x começa com a letra T} 





Subconjunto 


Um subconjunto é um conjunto formado por alguns elementos de um outro conjunto. 


| 
А 
à 
r 


Exemplo: 
A = {1, 2, 3, 4, 5, 6) 
B= (1.2, 5) 


Neste exemplo dizemos que B é subconjunto de A, 

pois todo elemento de B também é elemento de A. 

Isso ë o mesmo que dizer que “B está contido em A 
A", e é escrito como: 


BcA 


Dizer que B está contido em À ë o mesmo que dizer 
que À contém B. Nesse caso usamos o símbolo >. 


Diagrama de Venn para B c A 


Exemplo: 
(1,2,3,4,5,7) > (2, 3, 5] 


Ë muito comum representar as relacóes entre conjuntos através de diagramas de Venn. 
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gs.: 1) O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. 
OBS. 2) Qualquer conjunto é subconjunto de si mesmo. 


Qu seja, qualquer que seja o conjunto A, temos: 
фсА 
АСА 


Para indicar que um conjunto não está contido em outro, usamos o simbolo Z. 


Exemplo: 
(1,2,5) 2 (1, 5, 6, 7) 


Pertence ou está contido? 
É muito fácil ver, por exemplo, que 2 e (1, 2, 3). 
É fácil entender também que (1, 2) c (1, 2, 3, 4). 


Entretanto tudo pode ficar complicado quando sáo apresentados conjuntos de conjuntos. Por 
exemplo, será que é óbvio que (1, 2) e ( 1,2, (1,2) } ou (1,213 c { 1,2, (1.2) ] ? 


Nesse caso especial, o conjunto A = [ 1, 2, (1,2) ) tem 3 elementos: 1, 2 e o conjunto (1.2). 
Entáo como A tem os elementos 1 e 2, ë correto afirmar que (1, 2] c A. Além disso, o 
conjunto A também tem o elemento (1, 2], entáo ë correto afirmar que (1, 2) e A. 


Para evitar confusáo, sobretudo quando sáo envolvidos conjuntos de conjuntos, faça o 


seguinte: 


a) Para verificar se X c A: Elimine as chaves de X e as chaves de A. Os elementos da lista de 
X, separados por vírgulas, têm que aparecer exatamente da mesma forma, na lista dos 


elementos de A, separados por vírgulas. No nosso caso 


(1,2) c (1,2, (12) ) ? 

Comparemos 1, 2 com 1, 2, (1,2). Os elementos 1 e 2 da primeira lista estáo exatamente da 
mesma forma na segunda lista. Entáo é correto que 

(2) c (1,2, {1,2} ). 


К Para verificar se X є А: X tem que ser um elemento (um conjunto tambëm pode ser 
e emento). Nesse caso, elimine as chaves de A e verifique se X aparece na lista de elementos 


e ” 
A Separados por vírgulas. No nosso caso 


Ч 2) e (1,0, {1,2} y? 
minando as chaves somente do segundo conjunto, ficamos com 


1% e1, 9 (1,9) 


Vemos que o primeiro elemento, que é (1, 2), está na lista obtida a partir do segundo 
junto, com a eliminacáo das chaves: 1, 2, (1,2). Então concluímos que 


d 
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(1,2) e (1,2, {1,2} } | 


urdo como 4 C À, nem precisa pensar. O núm 
| : 


OBS.: Quando уосё encontrar um abs | | | | 
ë um conjunto, portanto nao pode ser subconjunto de conjunto algum. € não 
Conjunto universo 
unto que contém todos os conjuntos, ou seja, para "d 
Quer 


Conjunto universo é um conj 

conjunto A, ACU. Ë uma noção dificil de en Vezes estam 

interessados não no maior conjunto universo existente, mas em uma parte do Univer 
A30, 


Dependendo da aplicacáo, podemos considerar o conjunto universo como: 


tender, por ser abstrata. Muitas 


- O conjunto dos números naturais 

- O conjunto dos números racionais positivos 
- O conjunto dos números pares 

- O conjunto dos múltiplos de 5 

- O conjunto dos habitantes de uma cidade 

- O conjunto das cidades de um país 

- O conjunto dos números naturais de 0 a 10 


Exemplo: 

Considere A o conjunto dos alunos de uma turma que gostam de futebol, e B o conjunto dos 
alunos da mesma turma que gostam de basquete. Nesse caso podemos considerar como 
conjunto universo, o conjunto dos alunos da turma. Existem alunos que nào fazem parte de A 
nem de B (nào gostam de futebol nem de basquete), e alunos que fazem parte de A e de b 
(gostam de ambos os esportes). Podemos entáo representar esses dois conjuntos, e mais o 
universo, em um diagrama de Venn. 

iverso U ë o retángulo da figura 
inteira. À parte 
alunos que 
A parte 
que não 


O conjunto un 
B ao lado, que representa a turma 
comum entre À e B representa os 
estão ao mesmo tempo em A e em B. 
externa a A e B são os elementos de U 


pertencem a À nem à B. 


A 


U 


Exercícios 
E9) Sendo A = (1, 2, 3, 4, 5, 6), indique se as sentenças são verdadeiras OU falsas 
a) Ø c A 12,3) CA JACA | 
b) Ø € A 97€ A i) N c Q+ 
с)2 є А h)4 < A m) (0) e 2 
d)3 e A i) (4) < A п)бс A 
e) (2,3) € A j A > (4, 5, 6) о) (2,3) € A 


F10) Enumere os seguintes conjuntos: 

a) Conjunto das letras da palavra PARAGUAI 
b) Conjunto das letras da palavra PERTINENTE 
c) Conjunto das letras da palavra TENNESSEE 
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or Ge A7 (1, 2, 3, 4], determine todos os subconjuntos B c A tais que 2 € B 


£12) Verifique quais dos conjuntos abaixo são unitários 


a) (x € N | x*5720 | 

b) (x € N | x é primo e par | 

(хє N | x é múltiplo de 50 e 120 e 1000 < x < 1500 | 
d) [ x € N | x é múltiplo de 10 e x é menor que 10 ) 

e) [x € N | x < 2 e x nio é primo | 

ђ (хє N | х<2ех ё composto | 


Е13) Enumere 05 seguintes conjuntos infinitos, colocando os elementos entre chaves, separados 
por vírgulas. 

a) Conjunto dos números naturais pares 

b) Conjunto dos números naturais múltiplos de 3 

c) Conjunto dos números naturais múltiplos de 5 

d) Conjunto dos números naturais múltiplos de 3 e 5 ao mesmo tempo 

e) Conjunto dos números naturais que são múltiplos de 3 mas não são múltiplos de 5 

f) Conjunto dos números naturais que são quadrados perfeitos 

g) Conjunto dos números naturais que deixam resto 2 ao serem divididos por 5 

h) Conjunto dos números naturais formados apenas pelos algarismos 2, 3 e 5 

i) Conjunto dos números naturais que multiplicados por O dão resultado 0 

j) Conjunto dos números naturais que deixam resto 2 ao serem divididos por 12 ou por 20 


El4) Verifique se o conjunto A está contido no conjunto B 

a) A = (3,6,9) еВ-11,2,3,4,5,6,7,8,9 | 

bJ A= (1, 2,5,6} eB*(2,3,4,5,6, 7,8) 

с) À = conjunto dos números naturais pares, B = N 

d) A = conjunto dos números naturais múltiplos de 4, B = conjunto dos números naturais pares 


e) A = conjunto dos números naturais maiores que 50, B = conjunto dos números naturais 


maiores que 40 
f) A = Conjunto dos números primos, B = Conjunto dos números naturais impares 


gBA=D,B=(1,2,3) 

h) A = (9), B = (1, 2, 3) 

ЈА = [ 1,2,3 = еВ= {1,2,3 ) 
ЈА» (1292 3,3,3 Јев» (1,2,3) 


Operações com conjuntos 
Assim como fazemos com os números, operações aritméticas como adição, subtração, 
multiplicação, divisão, potenciação e outras, fazemos também operações com conjuntos. As 


“Perações que vamos estudar aqui são as mais comuns: 


* União 

°  Interseção 

° Diferença 

° Complementar 


Uni : 
Nido de conjuntos 

š “Pião de dois conjuntos A e B (escreve-se A U В) é uma operação que resulta em um 
rceiro conjunto que tem todos os elementos de Á e todos os elementos de B. 


A 
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Exemplo: 


Se A = {1, 2, 3, 4, 5, 6) e B = (5,6, 7, 8), então 
AND (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 


Note que todos os elementos de A estáo em A U B. Todos os elementos de B também estáo 
em A U B. Os elementos 5 e 6 estão em A e em B, logo estarão na união, porém são contados 
uma só vez, já que um conjunto não pode ter elementos repetidos. 


Os diagramas abaixo mostram exemplos da união de conjuntos. 


A figura mostra o caso mais comum, no qual 
existem elementos que pertencem somente a 
A, elementos que pertencem somente a B, e 
elementos que pertencem a À e B 

simultaneamente. 


















Neste exemplo o conjunto união tem duas 
partes que não se encontram, pois não 
existem elementos que pertencem a À e Bao 
mesmo tempo. Nesse caso dizemos que os 
conjuntos A e B são DISJUNTOS. 





Nesse caso o conjunto B está contido no 
conjunto А, ou seja, B с A. Quando isto 
ocorre, o conjunto À U Bé o próprio 
conjunto À. 

Se B c À então AU B = А 


Nesse caso o conjunto B contém o conjunto 
A, À está contido em B, o que é a mesma 
coisa. Quando isto ocorre, o conjunto A U B 
é o próprio conjunto B. 

Se A C B então AU B- В 









Intersecáo de conjuntos 


A interseção dos conjuntos À e D, escrita À N B, ë uma operação que resulta em um conjunto 
com os elementos que pertencem a À e B simultaneamente. 


Exemplo: 
Se À = (1, 2, 3, 4, 5, 6) e B = (5,6, 7, 8), entáo 
A rn B = (5,6) 


Os diagramas abaixo mostram exemplos da interseção de conjuntos. 
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А figura mostra o caso mais comum, no qual 


B | 
A | existem elementos que pertencem somente a 
| A, elementos que pertencem somente a B, e 
| elementos que pertencem a A e B 
| simultaneamente. 


| 


ANB=g | Neste exemplo não existem elementos que 


A B 

pertencem ao mesmo tempo a A e a В. Nesse 
| caso dizemos que os conjuntos À e B são 

DISJUNTOS. 

А с\В=@ 

А Nesse caso o conjunto B està contido по 
conjunto A, ou seja, B с А. Quando isto 
ocorre, o conjunto À N B é o próprio 
conjunto B. 

SeBcAentão AnB=B 
B 


capítulo 11 — Conjuntos e tópicos sobre análise 





Nesse caso o conjunto B contém o conjunto 
A, A está contido em B, o que é a mesma 
coisa. Quando isto ocorre, o conjunto À A B 
é o próprio conjunto À. 
SeAcBentão An B= А 





Diferença de conjuntos 

om conjuntos que tem grande utilidade. Dados dois conjuntos A e B, a 
indicada como A - B, ë o conjunto dos elementos que pertencem a À 
— A, basta trocar os papéis de À e B, ou seja, é o conjunto 


Esta é outra operação c 
diferença de conjuntos, 
e não pertencem a B. Para definir B 
dos elementos que pertencem a B mas não pertencem a À. 


Exemplo: 

Se A = (1,2, 3, 4, 5, 6} e B = (5, 6, 7, 8), então 
А-В = {1, 2, 3, 4) 

B- A = (7, 8) 


A diferenca de conjuntos também pode ser representada em diagramas de Venn: 


A figura mostra o caso mais comum, no qual 
existem elementos que pertencem somente a 
A, elementos que pertencem somente a B, e 


elementos que pertencem a À e B 
simultaneamente. A figura indica os 
conjuntos - B e B - A. 
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No caso de conjuntos disjuntos (ANB=3 
temos: | 
А-В=А 

B-A=B 











Nesse caso o conjunto B está Contido no 
conjunto À, ou seja, BC A. 

A figura mostra À - B na área hachurada. 
Além disso, temos nesse caso, B - A = Ø. 







Complementar 


Esta é outra operação com conjuntos, tão importante quanto a união, a interseção e a 
diferença, que acabamos de apresentar. Entretanto, na uniáo, interseção e diferença, os 
conjuntos À e B podem ser quaisquer. No complementar, ë preciso que um conjunto seja 
subconjunto do outro, como na figura abaixo. 








Dado que A é subconjunto de B, ou seja, A c B, 
definimos o complementar de A em relação a B como 
o conjunto dos elementos que pertencem a B mas náo 
pertencem a À, ou seja, B-A, ou intuitivamente, quanto 
falta para o conjunto A para que se iguale a B. Note 
que o complementar é na verdade uma diferença de 
conjuntos, mas restrita ao caso em que o conjunto A é 
subconjunto de B. 












Escrevemos: 


A 
C. ou (СА 


О diagrama abaixo mostra о complementar de A em relação a B. 


O) O 
Exemplo: 


Considere B = (1, 2,3, 4, 5, 6, 7,8} e A= [3, 4, 5} 
Então СА = (1, 2, 6, 7, 8) 


Pp 
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ЕРЕ АЕС KAKI 
exercícios 


15) Determine AUB, АВ, A-B e B-A para os secui | | 
rn 2.4,5,6, 7) e B= 2, 4, 6.8) p guintes conjuntos: 
b) A={1, 3, 5, 7, 9} e B=(0, 2, 4, 6, 8) 

c) А={0, 3, 6, 9, 12, 15, 18] e B=(0, 9, 18) 
d) A=conjunto das 26 letras do alfabeto, B=(a, e, i, o, u) 
e) A=(3, 4, 5), B={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 


E16) Para cada caso, determine o complementar de A em relação a B 
a) A=(0, 1, 2] e B=(0, 1, 2, 3, 4, 5) 

b) A=(1/2, 1/3) e B=(1/2, 1/3, 1/5, 1/7) 

с) A= (2, 3, 5, 7} e B={1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9) 

d) A=(1, 2, 3) e B=(2, 3, 4, 5, 6) 


Diagrama de Venn para 3 conjuntos 


Vimos que o diagrama de Venn é uma forma para representar conjuntos e as suas operações. 
No caso de dois conjuntos, a forma geral de representação ë a mostrada abaixo. Nela estamos 
levando em conta a possibilidade de existirem elementos que pertencem a À e B ao mesmo 
tempo. 


А partir daí podemos indicar a união, interseção e diferenga entre os conjuntos. 
A B A ( B A 4 B 
AUB ANS 
O diagrama de Venn também pode ser usado para a A 


representação de três conjuntos ao mesmo tempo, 
como na figura ao lado. 





шш. 4 
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О diagrama representa os trés conjuntos citados, À, B e C, e ainda: 


Elementos que pertencem simultaneamente a А е В 

Flementos que регќепсет simultaneamente a B e C 

Elementos que pertencem simultaneamente a À e C 

Elementos que pertencem simultaneamente a À, B e C С 
Elementos que pertencem а А mas nào pertencem a B nem a 
Elementos que pertencem a B mas náo pertencem a A nem a C 
Elementos que pertencem a C mas náo pertencem a Á nem a B 


Exemplo: _ | 
Dado o diagrama de Venn abaixo, indique quais são as operações com conjuntos que 
resultam nos conjuntos marcados na figura: 


A As regiões indicadas no diagrama 
correspondem a: 





Diferença simétrica 


A diferença simétrica é uma operação entre dois conjuntos dada por: 


AAB=(A-B)U(B-A) 





A A B = (A-B)U(B-A) 


A diferenca simétrica também pode ser definida por outra fórmula, que dá o mesmo resultado: 


A A B = (A U B) - (A ^ B) 


Problemas que envolvem a diferenca simétric 


- m : ñ : е 
._ a nào sáo mai e problemas qu 
envolvem união, interseção e diferenç s dificeis que p 


a de conjuntos, O importante é que o aluno precisa 


| 
| 


p 
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r uma questão fácil por falta de 
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Сар ` 


arci “aso contrár ÃO conse 4 
ra ор ração, Caso ( мео não cons guirá resolve 


us А Nes гал 
g pecimento da operação. 
n 
Número de elementos 
u 
| problema muito cot ^ o cálc I 
пп p? de problema = 3 иши cálculo do número de elementos de um coni 
grama de Venn é muito útil na resolução desse tipo de problema m amam ы 
14 ` " ы 2 í , 
epo (СА a 100 al 
Suma pesquisa, eita com alunos da Escola Estadual Prof. Guimarães Rosa, para serem 
е ° ы - Фа : “q ato ye хо “ > | do ма, "Ib - 
conhecidos os dois principais esportes praticados pelos alunos, foi obtido o seguinte resultado: 


_ 56 alunos praticam futebol; 
_ 42 alunos praticam basquete, 
_ 95 alunos praticam futebol e basquete. 


Vessas condições, à quantidade de alunos que não pratica nenhum dos dois esportes é igual a: 


a75 (В) 27 (С) 25 (р) 23 (82 


Solução: 
A primeira coisa à fazer é construir o diagrama de Venn para esses conjuntos. 
Para não errar esse tipo de problema é 


B = Basquete _ 
preciso atenção ao detalhe: X elementos 
pertencem a A, ou somente a A? No caso, 
é dito que 56 alunos praticam futebol, e 


náo que praticam somente futebol. Entáo o 
de elementos de À é 56. Da 


número 
praticam 


mesma forma, 42 alunos 


basquete, então o número de elementos de 


Um dos esportes 
=AUB U = A turma inteira p é 42. 





Z6 i : ла 95 
Estão incluídos nos dois casos, alunos que praticam ambos os esportes, que são 25. Agora 


calculamos: 


unos que praticam somente futebol = 56 - 25 = 31 
NS Os que praticam somente basquete = 42 - 25 " 17 
umero total de alunos = 100 


m E agora indicar o  nümero de 
indica os de cada parte dos conjuntos 
Conjunto no diagrama. A uniáo dos dois 

05, ou seja, todos que praticam 
ambos) Ёныг (futebol ou basquete ou 
оа em 31+25+17 = 73 elementos. 
praticam turma tem 100 alunos, os que não 
27 esporte algum somam 100 — 73 = 


рош, (В) 27 


ай 
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= ——— apa — 
—— n. 





————— —————— 


Podemos até mesmo resolver esses problemas sem desenhar diagramas, usando fórmula 

: : ^ í hs . аз 
apropriadas. O número de elementos de um conjunto А é indicado como n(A) ou HA) 
Temos então a seguinte relação relativa à união e à interseção de conjuntos, 


n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A r B) 
No exemplo que acabamos de apresentar, ficamos com: 
n(A U B) = 56 + 42 – 25 = 73 


A fórmula que acabamos de apresentar permite calcular o número de elementos da união de 
dois conjuntos, conhecendo o número de elementos dos dois conjuntos e o número de 
elementos da interseção. Também permite calcular o número de elementos da interseção 
quando temos o número de elementos da união e o número de elementos de cada conjunto, 
Ainda assim, recomendamos que você dê preferência a resolver esses problemas usando 
diagrama de Venn, por ser de visualização mais fácil. 


Exemplo (CN): 
Dados os conjuntos A, Be C, tais que: 
n(BUC)=20, n(AnB)=5, п(Аг\С)=4, 
n(ANBNC)=1 e n(AUBUC)-22 , o valor de 
n[A - (BrC)] é 


(A) 10 (B9 (C8 (D7 (E6 





Alunos do Colégio Naval 


Usando esses dados, construímos um diagrama de Venn para 3 conjuntos. Ë sempre mais fácil 
começar pelo número de elementos da intersecáo dos trés conjuntos, e a partir daí determinar 
as demais partes do diagrama. 


A A 


с щАсВ)=5 NAS 
4 


Precisamos agora calcular o número de elementos que pertencem a A e não pertencem à B 
nem а C. Basta calcular n(AUBUC) e subtrair n(BUC) = 22 - 90 2 9 


P 
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A A 






А4ВПС) 


NAP 





Não temos dados para calcular as trés demais regiões do diagrama, mas já temos informações 


suficientes para resolver o problema. O conjunto pedido, À — (BAC), está indicado na figura 
acima. Seu número de elementos é 44243 = 9 


Resposta: (B) 9 


Nümero de subconjutnos 


Um outro problema interessante é determinar o nümero de subconjuntos possíveis de um 
conjunto dado. Por exemplo, se tivermos um conjunto A = (1, 2, 3), podemos formar os 
seguintes subconjuntos: 


Y (vazio) 
(1) 

(2) 

(3) 

(1, 2) 

(1, 3) 

(2, 3) 

(1, 2, 3} 


Entre os subconjuntos de A, sempre constaráo o próprio À e o conjunto vazio. Temos que 
adicionar então os subconjuntos possíveis com ] elemento, com 2 elementos, e assim por 
diante. Podemos calcular facilmente o nümero de subconjuntos de um conjunto dado usando 


à seguinte fórmula. 


É dado um conjunto A, finito, com n elementos. O número de subconjuntos de A ë igual a 
2n 


No nosso exem plo, o conjunto À = (1, 2, 3) tem 3 elementos. Entáo o número de 
subconjuntos de A é 23 = 8. 


A demonstração desta fórmula é fácil. Para formar um subconjunto, temos que decidir, para 

Cada um dos n elementos existentes, se este fará parte o não de um subconjunto a ser formado. 

Para cada um dos n elementos, temos duas decisões possíveis: pertence ou não pertence. 
omo são n elementos, o número de escolhas será 2 X 2 X 2... X 2, com n fatores, ou seja, 22, 


Se for pedido o número de subconjuntos não vazios, temos que descontar 1 desse total, que é 
9 Vazio. Portanto, o número de subconjuntos não vazios de um conjunto com n elementos é 


A 
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Exemplo (CM): 


O número de subconjuntos do conjunto X formado pelas letras da palavra CASA é: 


(A)6 (B)7 (C)8 (D)15 (E) 16 


Solução: 

X = (C, A, S) (a letra А é contada só uma vez porque um conjunto não tem repetições) 
n(X) = 3 

Número de subconjuntos = 2º = 8 


Resposta: (C) 8 


Conjunto das partes 


Já vimos como calcular o número de subconjuntos possíveis de um conjunto Á dado. Se 
formarmos um conjunto com todos esses conjuntos, teremos o chamado conjunto das partes 
de A. Indicamos este conjunto como P(A). Já vimos um exemplo com А = (1, 2, 3), e 
formamos os seguintes subconjuntos: 


(O (vazio) 

(1) 

(2) 

(3) 

(1, 2) 

(1,3) 

(2, 3) 

(1, 2, 3) 

Entáo podemos determinar o conjunto P(A). 

P(A) = { Ø, (1), (2), (3), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2,3) ) 


Note que os elementos de P(A) são conjuntos, ou seja, todos os subconjuntos de А. 
Note ainda que para qualquer conjunto A, temos: 

De P(A) e A e P(A) 

Ou seja, o conjunto vazio e o conjunto À sempre seráo elementos de P(A). 

A fórmula do número de subconjuntos pode ser escrita da seguinte forma: 

n(P(A)) = 2309 


é 
ou seja, o número de elementos do conjunto das partes (conjunto dos subconjuntos de A) 
igual a 2 elevado ao número de elementos de A. 


Exemplo: E 
P(X) é o conjunto das partes de um conjunto X qualquer. Sendo A = (0, 1, 2, 3) e 
5), coloque V para as sentenças verdadeiras e F para as falsas. 





Pp 
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(JACA) 

3 ( ) (A Y B) c P(B) 

‚()@ (АОВ) 

„( ) Cs VB =B 

Solução: 

(0, l, 2, 3) 

= (2, 3, 5) 


pA) = 19, (0), (1), (2), (3), (0,1), (0,2), (0,3), (1,2), (1,9), (2,9), (0,1,2), (0,1,9), 
(02,33, (1,2,3), (1,2,3,4) ) (16 elementos = 24) 
pB) = { Ø, (2), (3), (5), (2,3), (2,5), (3,5), (2,3,5) ) 


1. É falsa, pois o correto é A є P(A), e nào A c P(A) 
9. Falsa 
3, Falsa. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. 


РА А, 1 g : 
4. Falsa. A expressão С só faz sentido quando A é subconjunto de В. 


Resposta: FFFF 


Exercícios 

E17) Determine P(A) 
a) A=(0, 1, 2) 

b) A=(10, 20, 30) 

c) А-(2, 4) 

d) A= (a, b, c) 

e) A= ( Ø, (@)) 

f) A= (1, 2, 3, 4) 


E18) Calcule o número de elementos de P(A) 

a) À = (10, 20, 30, 40) 

b) А = (Rio de Janeiro, São Paulo, Minas Gerais, Espírito Santo ) 

c) A = (1,3, 5, 7, 9) 

d) A = ( xeN | x ë primo e 10 < x < 30) 

e) A= ( xeN | MDC (x, 120) = 30 e x < 300) 

f А = Conjunto dos múltiplos de 20 maiores que 100 e menores que 200 


E19) Sendo U = (0, 1, 2, 3, ...., 20), À = conjunto dos números naturais múltiplos de 3 


menores que 21 e B = conjunto dos números naturais múltiplos de 5 menores que 21, 


represente em um diagrama de Venn os conjuntos À e B e destaque suas partes A-B, B-A e 


AAB 

Intervalos 

Intervalos sáo subconjuntos dos números reais com as seguintes propriedades: 

I) Existem dois números reais a e b, sendo que a<b, chamados de extremos do intervalo. 


+) га qualquer x real. tal que x>a e x<b (ou seja, x está compreendido entre a e b), x 
rt > 
Pe епсе ao intervalo. 


ь. d 
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| 20 
Tx 2). Este intervalo é o conjunto de tod 
Considere o intervalo L (1, 2). Este 98 os Mero, 
compreendidos entre Í e 2. "ад 


Um intervalo pode ser representado graficamente na reta dos reais. Por exemplo 
(1,2) é representado como na figura abaixo: 


BEL TN 
C—— n, 5 
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 


uxistem intervalos abertos e intervalos fechados. Um intervalo é fechado quando inch; 
extremo. Um extremo de intervalo é indicado com uma bola branca, quando for aberto de 
extremo, e com uma bola preta, quando for fechado. No exemplo acima, o intervalo ë aber 
em l e aberto em 2, ou seja, 1 e 2 não pertencem ao intervalo. Indicamos este intervalo como 
(1, 2). Em notação de conjunto, indicamos este intervalo como: 

(1, 2) = (xeR | 1 <x <2) 


O intervalo abaixo é fechado em -l e 


3. Indicamos este intervalo como [-1, 3]. Na notacáo de 
conjunto, temos: 


-1,3]= {x € R | -15x< 3) 


la, b) = (xeR|asx<b) 


Um intervalo pode também se estender até o infinito, positivo ou negativo: 


la, 00) ou fa, +00) = [xeR | x>a) 


Um intervalo também Pode se estender até o infinito negativo: 


(-0, а] = (xeR | xSa) 


nte, no ou 
inte 


tro extremo, o interv 
rvalo ë sempre 


s nos 
alo pode ser aberto ou fechado, ma 
considerado aberto, 


O conjunto dos núme 


0 
infinitos 


k. : r vid 
ГОЗ reais também pode ser representado como (— 99; * | 





D E 
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O intervalo aberto pode ter seus extremos indicados com parénteses, como em (a, b), ou entáo 
com colchetes voltados para fora, como Ja, b[. Quando os colchetes sáo voltados para dentro, 
como em [а, b], o intervalo é fechado, ou seja, inclui os extremos. 

operações com intervalos 


Como OS intervalos são conjuntos, suportam operações usuais de conjuntos, como união, 
interseção, etc. Isto é muitas vezes necessário na resolução de inequações. Graficamente, 
operamos como se fossem diagramas de Venn, exceto que tratam de segmentos de reta, ao 
invés de áreas. 


União de intervalos: Fazemos a união de intervalos tomando as regiões que pertencem a um 
ou ao outro intervalo. 


Exemplo: 
[2, 5] Y (4, 8) = [2, 8) 


pe +++ 
123456780910 
+———— 
12345678910 


+—— 
12345678910 


Interseção de intervalos: Tomamos os elementos que estão simultaneamente nos dois 


intervalos envolvidos. 


Exemplo: 


T £——a — 
[2,5] (4, 8) = (4, 5] 12345678910 
оо 
12345678910 


+ к AO 
12345678910 


Exemplo (CN) 


Todos os valores de x que satisfazem a expressáo 
(А) (-10/3, -1) ‹ (5/3, 4) (B) (-3, -1) U (53, 4) (C) (-10/3, -1) Y (5/3, 3) 
(D) (-10/3, -2) U (5/3, 4) (E) (5/3, 4) 


15 < 3x2 — 2x — 20 < 20, são os do intervalo: 
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Solução: 

Este é um típico problema que envolve operações com intervalos. O problema é na verdade 
um sistema de inequações do Z grau (capítulo 17), que requer operações com intervalos para 
descrever a resposta. O problema apresenta na verdade duas inequações do 2 grau. É preciso 
resolver ambas, e fazer a interseção das soluções (note que a < x < b é o mesmo que dizer a < 
x Ex < b). 


-15 « 3x? - 2x - 20 

3x?-2x -5» 0 

3x2 + 3x - 5x - 5 > 0 (fatoração de ax? + bx + c com а#1, cap 5). 

3x(x + 1) - 5(x + 1) > 0 

(Зх — 5)(x + 1) > 0 

A expressão será maior que zero quando os fatores tiverem sinais iguais: 


a)3x-5>0ex+1>0 
x>3Bex>-l 
aqui é preciso fazer a interseção dos intervalos (5/2, эс) e (-1, 20) 


еы 


1 Vê-se claramente que 


(58, 2) гэ CL 2) = (58, ©) 
о/а 


nn 


9/3 


Foi feita a interseção dos intervalos porque queremos que a expressão seja positiva, е para isto, 
os dois fatores tém que ter o mesmo sinal, nesse caso, consideramos o caso em que o primeiro 
fator é positivo E o segundo fator é positivo, e este conectivo “E” & implementado através da 
interseção. 


b) No segundo caso temos que considerar os dois fatores NEGATIVOS, pois isto também 
resulta no resultado positivo. 


3x-5«0ex-*1«0 
x<53ex<- 


Fazemos então a interseção entre esses dois intervalos: 
(— о, 5/3) A (—00, -1) 


Nesse caso temos 


E 
(00, 5/8) N (75, -1) = (00, -1) 


9/3 


9/3 


Esses dois casos (a) e (b) resultam em dois intervalos que devem ser unidos, pois são 
resultantes de duas expressões unidas por um conectivo OU (ambos são positivos OU ambos 
são negativos). Fazemos então a união dos intervalos resultados dos casos (a) e (b): 
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A EE E -l-i-- > ————————— R —— n M —,N 
(58, 0) Y (799. -1) 
I———— —ÀÀÀ t O 
-1 S/3 
Atë aqui resolvemos a metade do problema. Temos que fazer a mesma coisa para a segunda 
inequaçao do enunciado, ou seja, 3x? — 2x — 90 < 20, e então fazer a interseção com o 
resultado encontrado na primeira parte. 
3x2 — 2x — 20 < 20 
3x2 - 92x 40 < 0 
3x? - 12x + 10x — 40 < 0 (fatoração de ax? + bx + c com a£, cap 5). 
3x(x - 4) + 10(x — 4) < 0 
(3x + 10)(x — 4) 50 
Para que o produto seja negativo, os fatores devem ter sinais opostos. 
а) (3x + 10) > Ое (x 4) «0 
Isto ocorrerá quando x > —10/3 e x < 4. Fazendo a interseção ficamos сот -10/3 < x < 4, ou 
seja, o intervalo solução ё (10/3, 4). 
b) (3х + 10) < Ое (x — 4) > 0 
Esta opção tem como solução o conjunto vazio. 
Fazendo a união das soluções dos itens (a) e (b), ficamos com (-10/3, 4). 
Encontramos então as soluções das duas inequações do enunciado: 
-15«3x2- 2x – 90 > (5/3, оо) U (—00, -1) 
3x? - 2x – 20 < 20 3 (-10/3, 4) 
Para satisfazer simultaneamente as duas inequações, temos que fazer a INTERSEÇÃO das 
soluções: 
[(5/8, оо) U (—00, –1)] A [(-10/3, 4) 
É recomendável fazer operações desse tipo com intervalos, sempre de forma gráfica: 
Fazendo a interseção dos intervalos (ao 
O lado), encontramos dois intervalos 
-1 5/3 abertos: (-10/3, —1) е (5/3, 4). 
Preste muita atenção, os valores na reta 
A ORO numérica devem aparecer em ordem 
-10/3 crescente, caso contrário o resultado 
ficará errado. 
— Сау c o xs Resposta: (A). 
-10/3 -1 5/3 4 
O problema apresentado pode ter parecido complexo. De fato, fizemos questao de mostrar as 
várias operações envolvendo intervalos, e à identificação de quando usamos união e quando 
22 4 
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usamos interseção. Outro motivo é que as inequações ainda serão ensinadas neste livro (cap 12 
e cap 17), por isso pode ter se tornado um pouco mais complexo. Deve ser lembrado ainda 
que questões do Colégio Naval, mesmo antigas (esta foi de 1980), são quase sempre bastante 
desafiadoras, muitas vezes são mais dificeis que questões de concursos mais atuais, 


Máximos e mínimos de intervalos 


Um intervalo fechado é um conjunto que tem um elemento de valor máximo e um elemento 


de valor mínimo. Por exemplo, o maior número do intervalo [4, 7] é o 7, e o menor deles é o 
4. 


Um efeito interessante ocorre com os intervalos abertos, e este efeito tem sido explorado com 
provas de concursos. 


Pergunta 1: Qual ë o maior, e qual ë o menor número inteiro x tal que 10 < x < 202 
Sendo números inteiros compreendidos nesta faixa, os valores possiveis para x sáo os inteiros 
entre 11 e 19, entáo o menor deles é 11 e o maior deles ë 19. 


Pergunta 2: Qual ë o menor número racional compreendido entre 0 e 1, exclusive? 
Pergunta 3: Qual é o maior e qual é o número real compreendido no intervalo (0, 3) 


A resposta da pergunta 2 e da pergunta 3 é a mesma: náo existe. Intervalos abertos com 
números racionais, irracionais ou reais nào tém um número específico que seja o máximo, 


nem o mínimo. Isto ocorre porque esses conjuntos são densos, possuem infinitos valores que se 
aglomeram em torno de qualquer ponto. 


Se fosse possível aplicar um “zoom” nas proximidades do número zero, estando à sua direita 


todos os números reais do intervalo (0, 1), e se existisse um número k, menor de todos, 
“vizinho” do zero, chegaríamos a um absurdo: 


() k 


O referido número k não existem pois k/2, ou qualquer outra fração própria de k, seria menor 
ainda que k, e ainda assim maior que zero. 


Ü k/2 k 


Se dado um número k qualquer ë sempre possivel obter a sua metade, entáo esta metade 
também é maior que zero. Na verdade por mais próximo de zero que um número real, 
racional ou irracional sejam sempre existiráo infinitos números ainda menores. O mesmo vale 
para as vizinhanças de qualquer outro número dado. A concepção indicada nas duas figuras 
acima nào existe. Nào existe um número “vizinho” de zero ou de qualquer outro número. Esta 
concepção de “vizinho” só existe para números naturais, inteiros, ou frações de naturais € 
inteiros com uma proporção conhecida (por exemplo, em intervalos de 0,000001 entre eles), 
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“quando consideramos os conj | 
mas q S conjuntos . se s . 
J O Rel, por mais “infinitesimal” que seja um 


valo, sempre existirá i ime 
intervalo, Sem] xistirão infinitos números dentro do intervalo infinitesimal 


, a 
médias 
Muitas — de concursos, sobretudo as do Colégio Naval e OBM, envolvem a chamada 
, é , ag 1 fr 4 1 “1 ' . ? 
desigual : as médias. Existem ainda muitas questões que envolvem apenas o cálculo de 
médias. éc a são — calculados em funcáo de uma colegáo de números (no mínimo 2), 
y » ^ ; sam te 2-3 
que po em ser usados como representantes, em vários tipos de cálculos estatísticos para 
representar os números da coleção. 
Exemplo: João yoi a quatro bimestres do ano, as seguintes notas na matéria de 
português: 7,4; 8,3; 9,0 e 8,5. Qual foi a sua média na matéria? 


Solução: Devemos somar as 4 notas e dividir o total por 4. 


Média = (7,4 + 8,3 T 9,0 Р 8,5)//4 = 33,2/4 = 8,3 
Intuitivamente estamos acostumados a calcular esse tipo de média, mas vamos agora fazer uma 
apresentação mais formal. 


Média aritmética 


A média aritmética entre n valores é calculada somando esses valores, e depois dividindo o 


resultado por n. 


AA мадан? 


Ma 
n 


Muitas vezes estamos interessados na média entre apenas dois valores. Nesse caso, à fórmula 


se reduz à semi-soma dos valores: 


Ma 
2 
uma outra média que 


Média geométrica 
tivos. No caso de dois 


também conhecida 
tica. É defini 
drada do pro 


como média proporcional, ë 
da apenas para valores posi 


A média geométrica, 
duto desses dois valores: 


aparece bastante na matemá 
valores, é simplesmente a raiz qua 


Mg =,/x,.x, 


No caso de três valores, também 


Mg =3)x,.X,.X; 
do produto dos valores: 


s extraímos a raiz n-ésima 


partimos do produto, porem usamos a raiz cúbica. 


Para calcular a média geométrica de n valore 


Mg TATR 


4 
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Média harmónica 
A média harmónica de n valores, sendo n>2, ë igual ao inverso da média aritmética dos 
inversos desses valores: 


Me NM 
Jut utt DA 
H 


Desigualdade das médias 


are í : ЭС edi itméti etri 
Para quaisquer conjuntos de n valores positivos, suas médias aritmética, geométrica e 
harmónica estáo relacionadas pela seguinte desigualdade: 


Ma z Mg > Mh 


Além disso, essas médias sáo iguais, se e somente se, os nümeros envolvidos sào iguais. 


Muitos problemas de desigualdades que aparecem em provas do Colégio Naval e em 
Olimpíadas de Matemática, sáo baseados na desigualdade das médias. 


Exemplo (CN) 
Se À, g e a sao, respectivamente, as médias harmónica, geométrica e aritmética entre dois 
números, entáo: 


(A)ah=2g (B)ah-g (C)ah-2g? (D)ah-g? (Ejah=2./g 


Solucáo: 
Trata-se de um problema simples, mas que exige o conhecimento das fórmulas das médias 
citadas. Para quem tem este conhecimento, é uma “questáo dada”. 
Considerando os nümeros x e y, temos: 
а= (x +у)/2; g = {ху e 
| 2 2ху 

8 RAPI Е хэ» 

(1/x+1/ y)/2 1,1 x+y 

x y 
De posso dessas expressões, podemos testar cada uma delas, para checar a validade. 
Nas cinco opções, temos que calcular o termo a.h, então: 
x+y 2X = 
a.h=——ə=.—— 9 XY 
2 x+y 
Entretanto, como g = Jy , temos que a.h = g?. 
Resposta: (D) 
— Ís 
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Exemplo: CN 2010 - Sejam pe q nümeros reais tais que l | | . Qual o valor 


i .-— 
wa -—— 
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mínimo do produto pq? 
(A) 8040 (В) 4020 (С) 2010 (р) 1005 (Е) 105 


Solução: 
Observe que existem envolvidos uma soma, um produto e um mínimo. É preciso que o aluno 
seja bastante observador para que enxergue aqui, um problema de desigualdade de médias, 


envolvendo os números 1/p e 1/q. Dividindo a igualdade dada por 2, encontramos no primeiro 
membro, a média aritmética desses números: 


1f1 1 l 
==.) — + | = — x=... 
" 2 р | 2/2010 


Como Ma é sempre maior que Mg, e Mg é a raiz quadrada do produto dos números, ficamos 
com: 


l 1 


= |— .— . Elevando ao quadrado, ficamos com: 


| 
Ма = ——— > M 
24/9010 {ра 


21 » A , Ou seja, pq 2 8040. 


8040 pq 
Portanto, o valor mínimo da expressão pq será igual a 8040. 


Média ponderada 


A média ponderada é um caso especial da média aritmética, no qual os valores possuem 
pesos. Ao invés de simplesmente somar os números e dividir por n, somamos os produtos dos 
números pelos respectivos pesos. A média aritmética pode ser considerada como um caso 
particular de média ponderada, na qual todos os pesos são Iguais a Ё 


X, D, + x, D, 3-3 x_ p 
Mp = UA T+ хур, „Р, 
p, + р +... + p, 
Exemplo: Juquinha tirou nos trës primeiros bimestres, as notas 7,0, 3,0 e 5,0 na matéria 
Filosofia. Em seu colégio, precisa de nota 6,0 para passar, e os pesos dos bimestres são 1, 2, 3 e 


. e 2 ? 
4. Qual nota precisa obter no 4º bimestre para ser aprovado: 


Solução: Seja n a nota que irá obter no 4? bimestre. Sua nota anual nesta matéria é dada como 
à média ponderada das notas dos bimestres: 


M = 10x1+3,0x2+5,0x3+nx4 , tem que ser maior ou igual a 6. 


1-2-3-4 
Sendo assim, como o denominador é 10 (soma dos pesos), o numerador tem que ser maior ou 


igual a 60. Fazendo as contas ficamos, no numerador, com: 


70 + 6,0 + 15,0 + 4n > 60 
28+4n>60 . 4n 2 60 28 ~. 41n232..n28 
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Sendo assim, é bom que Juquinha tire 8,0 ou mais na última prova, caso contrário estará 
“A. » 
frito”. 

. " . A é “ м E è ø> » 
O uso de pesos maiores nas provas mais próximas do final do ano ë - nas de chá para 
Os alunos que estudaram pouco no início do ano e estudaram mais no fina do ano. Se fosse 
usada a média aritmética simples, Juquinha teria que obter uma ang aq 24 pontos, entáo 
recisaria de 9,0 na última prova. e não de 8,0. Em geral mais tipos de colher de chá são 
[ 3 P ? e fá аан, fi ] 
observados em vários colégios, como apresentar provas mais fáceis no fim do ano, € q 
eliminação da nota mais baixa. 


Plano cartesiano 


Já € por nós conhecida a chamada reta numérica, onde representamos graficamente os pontos 
pertencentes aos conjuntos numéricos, seja este conjunto N, Z, Q, I ou R. 





0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Muito mais comum que representar números nesta reta, é a necessidade de representar pares 
de números. Por exemplo, podemos ter a necessidade de representar um certo valor (por 


exemplo, o preço de um produto) em função do tempo. Tais informações são tipicamente 
representadas em um gráfico bidimensional, como na figura abaixo. 


6% 


6.151- 






0 3000 4000 5000 6000 7000 8000 үу) 10000 


Usamos para tal um sistema de eixos coordenados, ou eixos cartesianos. O nome é uma 
homenagem ao matemático, fisico e filósofo francés René Descartes (1596 — 1650). Através 
desse sistema de eixos podemos representar a relacáo entre duas grandezas quaisquer. 


Muitas vezes lidamos com dados experimentais, obtidos de medidas reais. Ficamos entáo com 
” ë O 
uma tabela de valores. Representados em um gráfico no plano cartesiano, esses valores sã 


representados por pontos. Muitas vezes esses pontos sáo ligados por segmentos de reta, para 

ima a 
dar uma ideia de acabamento. Outras vezes procuramos traçar uma reta que aproxima 
relação entre esses valores. E o caso da figura abaixo, à esquerda. 
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0 1000 2000 3000 4000 5000 


-1 0 1 2 3 4 


Outras vezes, os valores envolvidos sáo relacionados por uma equação, uma fórmula que 


indica qual é o valor de y, para cada valor de x. A curva obtida teria no caso, infinitos pontos. 
É o caso da figura acima, na parte direita. 


As questões envolvendo gráficos como o da esquerda na figura acima são voltadas para 
estatísticas. Podem pedir por exemplo, as quantidades totalizadas em um determinado período, 
a comparação entre as quantidades de dois períodos diferentes, a determinação de valor 
médio, máximo ou mínimo, etc. Já os gráficos baseados em equações, como o da parte direita 
da figura acima, podem pedir a determinação das raízes (valores que anulam a função), 
máximos e mínimos, pontos de descontinuidade, etc. 


Em cada par ordenado, a primeira coordenada corresponde ao eixo x, chamado de eixo das 
abscissas. A segunda coordenada corresponde ao eixo y, chamado de eixo das ordenadas. 
O cruzamento desses dois eixos é chamado de origem, e tem coordenadas (0, 0). 


Entretanto, muitas vezes por comodidade pode-se atribuir outras coordenadas para a origem. 
Por exemplo, em um levantamento relativo ao século XXI, pode-se colocar a origem no ano 


2001. 


Relações e funções 


As relações e funções nada mais são que conjuntos de pares ordenados, ou seja, uma relação 
que associa valores de x a valores de y — obviamente podem ser usadas outras letras. Esses 
valores não precisam ser necessariamente números reais. Podem ser números racionais, 
naturais, inteiros, etc. Podem também ser outro tipo de objeto. 


Por exemplo, considere um conjunto P de 5 pessoas, e a relação S definida da seguinte forma: 


S: P > p 


(x,y) € R se e somente se, x é mais velho que y. 


Falta ainda a informação sobre as idades das pessoas de P. Suponha que sejam: 
João, 148 anos Carlos, 14,9 anos Maria, 15,1 anos Paulo, 15,5 anos Ivo, 15,9 anos 


Ivo é mais velho que todos os demais, então os seguintes pares pertencem a S: 
(lvo, João), (Ivo, Carlos), (Ivo, Maria), (Ivo, Paulo). 


Da mesma forma, Paulo ë mais velho que João, Carlos e Maria, logo os seguintes pares 


Pertencem a S: 
(Paulo, João), (Paulo, Carlos) e (Paulo, Maria). 
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Da mesma forma, os seguintes pares também pertencem a S: 

(Maria, João), (Maria, Carlos) e (Carlos, João). 

Portanto S é o seguinte conjunto: 

S = ((Ivo, João), (Ivo, Carlos), (Ivo, Maria), (Ivo, Paulo), (Paulo, João), (Paulo, Carlos) e (Paulo, 
Maria), (Maria, João), (Maria, Carlos), (Carlos, João) }. 

Uma relação desse tipo, não numérico, também pode ser representada em um sistema de 
eixos. À diferença é que os eixos não representam retas de números reais, mas sim, conjuntos 


de pessoas: 


A relação S é formada pelos 
10 pontos indicados no gráfico. 


y 
aM P é o conjunto com as 5 
Ivo pessoas citadas. Como a 
relação é de P em P, significa 
Paulo que x são elementos de p, e y, 
também 530 elementos de Р, 
Neste exemplo, os eixos náo 
: - sáo a reta real, mas sim, o 

Carios 
João | | | | para facilitar a visualização e a 


João Carios Maria Paulo lvo X 





Uma função também é um tipo de relação, porém com uma particularidade que será 
apresentada a seguir. Logo, toda função é uma relação, mas nem toda relação é uma função. 


Diagrama de setas 


Já vimos duas formas de representar uma relação. À primeira consiste em enumerar todos os 
pares ordenados que a formam. Por exemplo, 


S = ((Ivo, João), (Ivo, Carlos), (Ivo, Maria), (Ivo, Paulo), (Paulo, João), (Paulo, Carlos) e (Paulo, 
Maria), (Maria, João), (Maria, Carlos), (Carlos, João)). 


A segunda forma é usar um gráfico cartesiano onde o eixo horizontal representa a primeira 
coordenada, e o eixo vertical representa a segunda coordenada, como no gráfico apresentado 
acima. 


Finalmente temos uma terceira forma de representar uma relação, que é usando um diagrama 
de setas. Na figura abaixo, temos uma relação de X em Y, ou seja, os seus pares ordenados (x, 


y) são tais que xeX e ye Y. 
As setas são usadas para indicar quais valores de x estão relacionados com quais valores de y. 


Por exemplo, a relação indicada abaixo, com diagrama de setas, pode ser representada por 
enumeração como: 


[(x1, y3), (xo, y1), (xo, у), (X3, y3), (x4, y4)) 


Scanned by CamScanner 


capítulo 11 - Conjuntos e tópicos sobre análise 455 
Note que em uma relação, um mesmo valor de x pode estar relacionado a mais de um valor 
de y. Neste exemplo, temos os pares (xy, уу) e (Ху, yo). Esta ë a diferença entre uma relação e 


uma função. Na função, cada valor de x só pode ter associado e ele, um único valor de y. 
Sendo assim, O diagrama abaixo não representa uma função, mas uma relação. 


X Y 








IJ 
lo 


>< 
иль 


Note ainda que o ponto уз está associado (ou seja, existem setas partindo de pontos x 
diferentes, chegando a ele: (xj, y3) e (хз, уз) Esta duplicidade na chegada das setas é 
permitida, tanto na relação quanto na função. 


Produto Cartesiano 


O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é uma relação tal que todos os elementos de A 
estão ligados a todos os elementos de B, ou seja, “todo mundo está ligado com todo mundo”. 
Representando a operação de produto cartesiano pelo símbolo “x”. 


Ex: (1,2) x (a, b, c) = ((1, a), (1, b), (1, c), (2, a, (2, b), (2, c)) 
Se A tem m elementos e B tem n elementos, AxB tem m.n elementos. 
Suponha A = (1, 2, 3, 4) e B = (1, 2, 3, 4, 5). Então A x B vale: 


(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (8, 2), (3, 3), (3, 4), 
(3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5)) 





A tem 4 elementos, B tem 5 elementos, AX B tem 4X 5 = 20 elementos. 


m. A 
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A função é uma relação que tem uma característica especial: Cada valor de x corresponde я 
um único valor de у. Рог ехетріо, о gráfico de produto cartesiano que acabamos de 
apresentar não é uma função, pois para cada valor de x, temos 5 valores de y. Este produto 
cartesiano é uma relação, mas não uma função. Um produto cartesiano À X B só pode ser uma 
função quando o conjunto B é unitário. 


Os dois gráficos da figura abaixo representam funções. O da esquerda é um gráfico de dados 
estatísticos, por exemplo, valores ao longo do tempo. Os pontos do eixo x representam meses, 
e os valores em y são medidas mensais, por exemplo, vendas. Em geral nesse tipo de gráfico 
de pontos, é feita a ligação desses pontos, para dar maior clareza. 


23.7 








113 1113111311111418 


O segundo gráfico é uma fungáo matemática, que ров8ш uma fórmula. Esse é o tipo de gráfico 
de maior interesse na álgebra. 


Os dois gráficos da figura acima representam funcóes, já que cada valor de x tem um único 
valor de y correspondente. Por exemplo, o valor medido no primeiro gráfico, em fevereiro de 
2012 ë um único valor: 23,7. Nào faz sentido um dado ter dois valores diferentes em um único 


mês. No segundo gráfico, o valor da função para x=2 6 y-4. Dado o valor de x, y está 
automaticamente determinado. 


Note que o contrário pode perfeitamente ocorrer: ter um dado valor de y ocorrendo para dois 
ou mais valores de x, ou seja, valores de x que resultam no mesmo y. 


Dominio, contradomínio, imagem 


Toda funcáo tem a ela associados, trés conjuntos importantes: 
Dominio: O conjunto de todos os valores de x 

Imagem: O conjunto de todos os valores de y 
Contra-dominio: O conjunto de todos os valores que y pode assumir 


Exemplo: f(x)- /x 


Na especificaçã is detalh in á T inio e O 

€ domi V n detalhada de uma função, é preciso que sejam indicados o dominio pu 
contra-domínio. Quase sempre, por simplicidade, essas informações são omitidas, e ё Supo” 
que tais conjuntos são os maiores possíveis, dentro dos reais 


Sendo assim, o domínio é o maior subconjunto possível dos números reais. No caso, ese 


maior subconjunto possível ё R*, já que x não pode ser negativo na fórmula de f(x) 
Escrevemos então: 
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боті) = К? ou seja, o domínio de Ёё o conjunto dos reais não negativos (positivos e o 0). 





10 contra-domínio, se não for citado, pode ser considerado o mais abrangente subconjunto 
де R, OU seja, o próprio conjunto R. 


4 imagem é O subconjunto do contra-domínio, que contém todos os valores de y, ou seja, os 
valores que a funcáo efetivamente assume. A raiz quadrada de x será no minimo zero (quando 
=й), € no máximo infinito, á medida em que x assume valores de zero a infinito. Escrevemos 


então: 





Para evitar dúvidas, o enunciado do problema poderia especificar o domínio e O contra- 


domínio, usando a notação: 


К^ R 
f(x) = Ух 


o dominio е o contra-dominio, como na 


almente especifica 
a formula da fungáo e pede que o 


Algumas vezes o problema re | d 
o problema dá apenas 


notação acima. Outras vezes, 
domínio seja identificado. 


Exemplo: Determine o domínio da função f(x) = 1/x. 


Determinar o domínio de uma fungáo 
consiste em partir de R e excluir os 
valores proibidos algebricamente, como 
radicais negativos (com indice par, € 
claro) е denominadores nulos, 
Principalmente. 


G. 
d 

5 

1, 

Es 
Adi. 


No caso deste exemplo, a operação 
Proibida é a divisão por zero. Então, O 
domínio é R — (0), ou seja, R”. De fato, 
à função 1/х não é definida para x=0. 

bserve que para valores de x muito 
Próximos de zero, a função tende para 
infinito, 


| 
— 
мә 
UJ 
цэ 
= 


шин 
EEE 
ER 
y 
Р 
ER 
ER 
ий 
HE 


Gráfico de f(x) = 1/x 


4 
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Função linear e função afim 


Essas funções, muitas vezes também chamadas de funções do primeiro grau (apesar desta 
nomenclatura ser imprecisa), são as comuns € mais simples na matemática. A função linear 
mostra a relação entre duas grandezas que são diretamente proporcionais. Por exemplo, um 
trabalhador que recebe R$ 30,00 por hora de trabalho, e que trabalhe x horas, receberá o 
valor de 30.x reais por essas horas trabalhadas. Nesse caso, se y é o valor a ser recebido e x é 
o número de horas trabalhadas, temos: 


y = 30x 


Podemos dizer que o valor recebido y é uma função linear do número de horas trabalhadas x. 


P 1 


A constante de proporcionalidade ë 30, ou seja, o valor a ser recebido por cada hora 
trabalhada. 


210 Uma funcáo linear tem como gráfico, uma 
reta passando pela origem. Tais gráficos têm 
180 o aspecto da figura ao lado, quando as 
quantidades envolvidas são positivas. 
150 | : 
O gráfico ao lado necessita de um pequeno 
420 reajuste. Náo faz sentido contabilizar, por 
exemplo, 3,47 horas trabalhadas. Se o 
90 número de horas trabalhadas for um inteiro, 
a gráfico deverá mostrar apenas os pontos 
60 relativos a número inteiros de horas, assim 
como o valor recebido. 
30 


1 2 3 4 5 6 7 


Faz sentido um gráfico contínuo como este quando os valores de x e y puderem assumir 
valores reais. Por exemplo, considere x o número de horas viajadas, a uma velocidade de 30 
km/h. Fará sentido portanto, um trajeto com duração x = 3,47 horas, por exemplo, e à 
distância percorrida poderá assumir valores reais, e não só inteiros múltiplos de 30. 


Note ainda que os eixos x e y, para facilitar a representação, podem usar escalas diferentes, 
como neste caso. 


A função afim é muito parecida com a função linear. A diferença é que a função afim não 
precisa necessariamente passar pela origem. Pode ter um parâmetro adicional, constante: 


y=ax+b 
Podemos citar como exemplo de função afim, o valor de uma corrida de táxi. Este valor é à 


soma de uma constante (chamada de “bandeirada”) e um valor proporcional à distância 
percorrida. 
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8 
função, nada mais é que 
| o valor de y quando x = 
ñ (), ou seja, o ponto onde 
y=2x+3 a função corta o eixo y. 
07 
AL L oc — 
_ 2 0 2 4 
. 6 


de equações e interseção de gráficos 


sistemas 
ma de equações nada mais é que encontrar 08 pontos d 


Resolver um siste 
gráficos das suas equações. 


e interseção dos 


Considere por exemplo o sistema formado 


elas duas equações, cujos gráficos são 
indicados ao lado: 


y=2x+2 

yet 10 

Não é necessário traçar 05 gráficos para 
mas é interessante 


sistema, 


solucionar O 
lucáo como à interse 


visualizar a SO 
gráficos. 


ção dos 





á ç : m y. 
до retas, pois 589 funções do 1 grau de x em y 


Os dois gráficos envolvidos s 
1x42 
y*-x* 10 
X+2=-x +10 
3x = 8 
“= 88 e 
y = 22/3 А 
| luções do 
nadas com 25 4: 
Note que as ic i d retas estão diretamente relacio 
Sistema: posições relativas das 
Retas 
Retas concorrentes: Solução única 
Retas paralelas: Sistema impossível ЭН itas soluções 
Coincidentes: Sistema indeterminado, intin 
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Exemplo: 


Dé o ponto de interseção das retas y + 5x + 24 = Ü) e y + x + 4 = 0. 


Solucáo: 

Basta resolver o sistema 
-5x - 24 = -x - 4 
5x+24=x+4 

4x = -20 

x = —5 

y=-x-4=-1. 


A solução do sistema é o ponto de interseção das retas. 


Resposta (-5, -1) 


Exercícios de revisão 
E20) Um conjunto A possui 256 subconjuntos. Quantos elementos têm o conjunto А? 


E21) Utilizando diagramas de Venn, verifique se as afirmações são falsas ou verdadeiras para 
quaisquer conjuntos À e B 


a) ACA f) AC(ANB) k) (A-B)^B = Ø 

b) DA g) (AUB)CA i) (ABJU(ANBJU(B-A) = AUB 
с) eA h) (AMB)CA m) (AMBJU(B-A) = B 

d) AC(AUB) i) (AMB)CB 

e) BC(AUB) j) (A-B) cA 


E22) Se A = (2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15), encontre B = (abeA | acà ё bea) 


2 - ntos 
E23) Qual ë o número de subconjuntos não vazios que podem ser formados com os eleme 


do conjunto A = (1, 2, 3, 4, 5, 6]? 

` . múltiplos 
E24) Qual € o número de subconjuntos náo vazios do conjunto formado pelos múlop 
naturais de 6 menores que 30? 


E25) Sendo A = (1, 2, 3, 4, 5, 6) e B = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), determine CsA 


Pp" 
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(a ! | 461 
" Üm conjunto A tem 603 conjuntos náo vazios possíveis e o conjunto B tem 15 
«conjuntos não vazios possíveis. Qual é o número total de subconjuntos de AUB, sabendo 


5 | t ? 5 
elementos: 
: ANB tem 3 


27 (USP-SP) Depois de n dias de férias, um estudante observa que: 


hoveu 7 VeZes, de manhá ou à tarde; 

„ando chove de manhã não chove à tarde; 
uve 5 tardes sem chuva; 

6 manhás sem chuva. 


a) С 
b)q 
c) ho 
d) houve 


Podemos afirmar entáo que n é igual a: 
()7 (В) 8 (C)9 (D)10 (Е)11 


E28) Indique quais afirmações abaixo são verdadeiras e quais são falsas: 
a) Se xeN e yeN, então x+yeN 

b) Se xeNeyeN, então x-y EN 

c) Se xeN e yeN, então x.y EN 

d) Se xeN e yeN, então x/y eN 


E29) Em uma turma de 50 alunos, 30 léem a revista A, 20 léem a revista B e 10 náo léem 


revista alguma. Quantos alunos léem ambas as revistas? 


E30) Sejam a e b números tais que os conjuntos (5, 6, 7) e (5, a, b) são iguais. Quais são os 


valores possíveis de a e b? 

ЕЗІ) Seja A = Ø e B = (1). Calcule AUB. 

E32) Seja A= (0) e B = (1). Calcule AUB. 

E33) Se B = ( (1, 2), (2), (31), é correto afirmar que (2, 3) ë subconjunto de B° 

E34) Se o gráfico da equação 5x + Ky = 9 passa pelo ponto (3, —1), qual é o valor de K? 


E35) (*) A média aritmética de 40 números é 75. Dez números foram eliminados do conjunto, 
, : m : Р . . 2 
“xando 30 números com média 85. Qual é a média dos 10 números eliminados: 


4)80 (B)65 (С)45 (D)50 (E)60 


гэр = a = б? 
E36) Qual dos seguintes pontos não pertence ao gráfico da função de equação 3x + y = 6: 


A) (2,0) в (1,3) (С)(0,6) (D)(-L9 (E) (EL 3) 


137) Se A = = до AMB é: 
Se A = (x,y | x 3y = 10) e B = (Qo y) | 2x - y = 5), então ANP E 


(А) (4, 2) (B)t(43) (С) ((-3,1)) (D)(3 71) (E) (0, 3) 
78) Se h(x) = x3 x2 + x + 1, determine h(-a) 
E39) U) Se f) = охо + x + 10, calcule £(£(£(-2))). 
FAQ) (7185 (x) = ax? _ bx — 4, (2) = 6 e f(-1) = 12, então a vale: 
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E41) Se f(x) = (1 - x)/(1 + x), determine f(f(x)) 


EA2) Sejam m e n números reais positivos. Definimos as trés quantidades: 
А = (т + п); G = (m.n); Н = 2mn/(m + п). 


Qual das seguintes relações ё sempre verdadeira? 


(A ASGSH (В)С<Н<А (HSGSA (D) Н < А < С (E) impossível determinar 
ЕАЗ) (*) Resolver | 1-2 -4 


E44) (CM) Durante a realização da Feira de Providência, no Rio Centro, Rio de Janeiro, um 
grupo de estudantes realiza uma pesquisa com os visitantes desejando avaliar, no que se refere 
à culinária, a interculturalidade no Brasil. Entre os entrevistados, 12 dizem apreciar somente a 
culinária árabe, 13 apreciam somente a culinária japonesa, 28 preferem a culinária árabe e s 
japonesa, 32 preferem a culinária japonesa a e portuguesa, e 20 apreciam os três tipos, 
Considerando que 10 pessoas disseram que náo apreciam nenhuma das trés, 50 náo optaram 
pela culinária portuguesa e 40 náo optaram pela japonesa, assinale a alternativa que apresenta 
o número de entrevistados. 


(А) 207 (В) 200 (С)157 (D)127 (E) 100 

EA5) A diferença entre a média aritmética e a média proporcional de 4 e 36 é: 

(A)6 (B)8 (C)IO (0)12 (E) 14 

EA6) Dados dois conjuntos não vazios А e B, se ocorrer AUB = A, podemos afirmar que: 


(A) A<B (B) Isto nunca pode acontecer (C) B é um conjunto unitário 
(D) B é subconjunto de A (E) A é um subconjunto de B 


E47) Sendo А = [xeN | x <2} e B = (xeZ) | 1/3 <x < 11/5}, 
o produto cartesiano A x B possui quantos elementos? 


(А) 10 (B4 (C)2 (0)6 (98 


F48) Nas sentenças seguintes, marque com C as corretas e com E as erradas, e marque a 
opcáo correta. 


( ) (1) e {1, 2, 3) 
( )7 є (2, (0, 7], 8) 
( 

( 

( ) S, 325 (2,3, 8) 


) 
) 
) Ø e (@,9) 
) 
(A) ЕЕЕСС (В)ЕЕССЕ (C)ECECE (D)CCECE (E) ECCEE 


E49) A razão entre a média harmônica e o inverso da média aritmética de dois números é 
igual a: 


(A) Soma dos dois números 


C i en (B) Produto dos dois números 
1 | NN dos dois nümeros (D) Média geométrica dos dois nümeros 
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capitulo 1 l | 463 
CM) Depois de N dias de feras, uma estudante observou que: 


p30) (1 


9 vezes, de manhã ou ñ tarde, 
(уус? dis 


lo chovia de manhã, não chovia à tarde, 

RALL ++ 

uve 5 tardes sem chuva, 
о à 


Ho! 
Calculo | 


ve б manhãs sem chuva 


p51) (°) UFRJ 2008 - Um buquê contam llores, entre as quais rosas vermelhas. Se retirarmos 
todas as Moves de cor vermelha, restarão 14 ores, Se relirarmos todas as rosas, restaráo 17 
dores. Se retirarmos todas as flores que não são vermelhas, restarão 19 flores e, se retirarmos 
todas as rosas vermelhas, restarão 26 flores. Determine o número de flores desse buquê e o 
número de rosas que não são vermelhas, 


E52) Encontre f(k — 1), sendo f(x) = 4x? - 2x + 1 
(A) 4k? = 10k *3 (Б) -10k2 + dk + 7 (C) dk? = 10k + 7 (D) 4k2+2k +3 (E) 4k2 — 2k 


3 -— X И) 
| xl 
) 


E53) Qual é o dominio da função ух) = 
E54) Qual é a imagem da função f(x) = xš | 





E55) Um aluno obteve notas 68, 82, 87 e 89, nas quatro primeiras provas, de um total de 5. O 
média final será calculada por média aritmética simples. Qual a faixa de valores deve ser 
obtida para a última nota, para que a média final fique menor que 90, porém maior ou igual a 
80? 


E56) Se y é diretamente proporcional a x, e y = 46 quando x vale 23, qual valor terá x 
10 


quando y = 42? 


(A) т=-2— (B)x=21 (C)x-20 (D) 1-2 (E) x = -23 


E57) A e B sáo conjuntos nào vazios. 1/3 de todos os elementos de A sáo também elementos 
de B, e 1/4 dos elementos de B sáo também elementos de A. Se A tem um total de 6 


elementos, quantos elementos estão em AUD? 

(A)6 (В)14 (C)12 (D)10 (E)16 

E58) Dada a função f(x) = x? — 3x + 3, calcule [f(5 + h) — f(5)]h 

(A) 1 (B) 14 + 7h + h2 (C)7+h (D) 7h +h? (E) 28+h +h? 


E59) Calcule Ц-2) + f(2), sabendo que f(x) é uma funcáo definida por: 


[SO para x < 1 
2х +4, para x > | 





50) Еп 
contre o dominio da funca (y) = 
c Cao X X— l — 
J ( ) NES. 


(A 
) [1,2] (B) (1, 2] (C)[1,2) (D)(1,2) (E) (-00,+00) 


im. — 





Scanned by CamScanner 






464 


| | Ч ALGEBRIç 
E61) Calcule f(-1) + f(1) dada a função f(x) definida por: TA 
V—x,sex<l 


x+1,sex21 
(A) indefinido (B)1 (C)2 (D)3 (E) У2 
ds 
x-1 


E62) Encontre o domínio da funcáo f(x)« 


(А) [0 1) v (1, o] (B)[0 co) (C)[L o) (D)x>1 (E)(0 1) 


E63) Quais valores devem ser excluídos do domínio da [unçao racional hl х(х+1) ! 


X a Е 
(1+2Xx 43) 
(A) xZ0,1,-2,-3 (B)x*0,-1,2,3 (C)x* -2,-3 (D)x%* 2,3 (E) x %0, 1 


E64) CN 98 - Dados dois conjuntos Á e B tais que n(AUB) = 10, n(AnB) 
Pode-se afirmar que a soma dos valores possíveis para n(A - B) é: 


(А) 10 (B)11 (С) 12 (D) 13 (E) 14 


"B n(A) > n(B). 


E65) CN 78 - Seja R o conjunto dos números reais e Z, o conjunto dos números inteiros. Seja: 
A= {xER |xº+x=0); B= (xeZ | -2<2x+2<2);C= [xe (RnZ) |x2-/2x=0) 
Então: 


(A) A-C=10) (B) С-В= (4/2) (C)COA=A (D)AUC=B (E) AUB=C 


E66) CN 78 - Sejam os conjuntos: 

X = (-10, 1, 2) 

(2: conjunto vazio 

Y: Conjunto dos nümeros pares positivos que sáo primos 

Z: Conjunto dos múltiplos de 2 que têm um algarismo e que nào sáo negativos 
É falso afirmar que 

(А) (xe (X^ Y) | х> 3) = Q (B) (xe (X-Y) | x « 4) = (-1, 0, 1) 


(C) (хє (XUY) | x <5) = X (D) (xe (XAY) | x 2) = (2) 
(E) (хє (Z-Y) | x «8) =Z - (8) 


E67) CN 78 - Sejam: 

N : o conjunto dos inteiros nào negativos 
Z : o conjunto dos números inteiros 

Q : o conjunto dos nümeros racionais 
Podemos afirmar que: 


0170 
(А) (хем | x» 0) =Z- (0) (В) (xe(ZnQ) | х2 - 32 + V 
(C) (хєО | 2x - 5-0] ст (D) (хєО | x2- 4-0) CN 
(E) NAZNO = Ø 
E68) CN 79 - Sejam os conjuntos: | 
X- conjunto dos nümeros ímpares positivos que tém um algarismo. | 
Y = conjunto dos divisores impares e positivos de 10. x 
Z = conjunto dos múltiplos náo negativos de 3, que tém um algarismo. | 
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y "nto vazio. 
0 = t afirmativa correta 
s 
ayx-Y7 (8, 6, 7, 9) (B) Y - X = (3, 7, 9) 
o (xn Y) - (X2) = (3, 6, 7, 9, 0) (D) (YAZ) OX = (1, 3, 5, 7, 9) 
z-Y*? 
60) CN 79 - Sejam os conjuntos: 
N = conjunto dos inteiros náo negativos Z = conjunto dos inteiros 
Q = conjunto dos racionais R = conjunto dos reais 
Assinale a afirmativa falsa 


(A) (xeN | x? - 4 = 0] é um conjunto com um elemento 

(B) (xeQ | x2— 3 = 0) é um conjunto vazio 

(C) (xeR | x2 * 4-70) é um conjunto que tem dois elementos 
(D) (xeZ | x* 4 = 0) ë um conjunto que tem dois elementos 
(E) (хє2 | хєх) é um conjunto não vazio. 


E70) CN 97 - Considere o conjunto A dos números primos positivos menores do que 20 e o 
conjunto B dos divisores positivos de 36. O nümero de subconjuntos do conjunto diferença B — 
À é: 

(А) 32 (В) 64 (С) 128 (D)256 (E) 512 


E71) CN 97 - Dados os conjuntos А, B е C, tais que: n(BUC) = 20, n(ANB) = 5, n(ANC) = 4, 
n(ANBNC) = 1 e n(AUBUC) = 22. O valor de n[A - (BAC)] é: 


(4) 10 (B)9 (C)8 (0)7 (5)6 


E72) CN 82 Se MAP = (2, 4, 6} e MAQ = (2, 4, 7), logo MA(PUQ) é: 

(А) (2,4) (В) 12,4,6,7) (С) 6) (D)(7) (Е) (6,7) 

Е73) (*) CN 83 - Numa cidade constatou-se que as famílias que consomem arroz náo 
consomem macarrão. Sabe-se que: 40% consomem arroz, 30% consomem macarrão, 15% 


consomem feijão e arroz, 20% consomem feijão e macarrão, 60% consomem feijão. A 
Porcentagem correspondente às famílias que não consomem esses três produtos é: 


(A) 10% (B)3% (C)15% (D)5% (Е) 12% 


E74) CN 83 - Sendo 

B= {xez |-25х«5) 

Cs {xez 10 < -3Х42 <5) 
3 


O conjunto AU(BNC) é: 

OBS: N = conjunto dos números naturais: Z = conjunto dos números inteiros. 
102 ma, 2,1) (C) (-2,-1,0,2) (D) (-2,0,3,5) (E) (-2, 0, 2, 4] 
azuis.. Sa 
Populaçã 


CN 96 - Numa cidade, 28% das pessoas tem cabelos pretos e 24% possuem olhos 
bendo que 65% da população de cabelos pretos têm olhos castanhos e que a 
9 de olhos verdes que tem cabelos pretos é 10% do total de pessoas de olhos 


b. 
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a — sm 
— À —————_—є— 

"eme + —— — ————————— 
mu — — 


castanhos e cabelos pretos, qual a porcentagem, do total de pessoas de olhos azuis 
cabelos pretos? 
OBS: Nesta cidade só existem pessoas de olhos azuis, verdes ou castanhos. 


(А) 30,25% (В) 81,25% (С) 32,25% (D)33,25 (Е) 34,25% 


176) CN 84 - Associando os conceitos da coluna da esquerda com as fórmulas da coluna q 
direita, sendo a e b números reais positivos quaisquer, tem-se: a 


I — média harmônica dos números a e Ё. a 
II - média ponderada dos números a e b. a) vab o) 5 
III - a média proporcional entre os nümeros a e b. a.b 2ab 
IV – o produto do MMC pelo MDC de a e b c) БЕ d — 
V — média aritmética simples entre os números а е b. e) a.b шиг 


(A) (1; b); (II; с); (IV; e) (B) (II; c); (Ш; a); (IV; e); (C) (E d); (II; c); (V; b); 
(D) (III; a); (IV; ey; (V; b); (E) (1; d); (Ш; a); (IV; e); 


E77) CN 84 - A, B e C sáo respectivamente os conjuntos dos múltiplos de 8, 6 e 12. Podemos 
afirmar que o conjunto AM(BUC) é o conjunto dos múltiplos de: 


(А) 12 (B)18 (C)24 (D)48 (E)36 


E78) CN 85 - Dados dois conjuntos À e B tais que: 


- o número de subconjuntos de A está compreendido entre 120 e 250 
- B tem 15 subconjuntos náo vazios 


Quantos elementos em o produto cartesiano de À por B ? 
(A)8 (B)12 (C)16 (D)28 (E) 32 


E79) CN 85 - Uma empresa possui uma matriz M e duas filiais A e B. 4596 dos empregados da 
empresa trabalham na matriz M e 25% dos empregados trabalham na filial A. De todos os 
empregados dessa empresa, 40% optaram por associarem-se a um clube classista, sendo que 
25% dos empregados da matriz M e 45% dos empregados da filial A se se associaram ao clube. 
O percentual de empregados da filial B que se associaram ao clube é: 


(A) 17,5% (В) 18,5% (С) 30% (D)581/8% (E) 61 2/3 % 


E80) CN 85 - Considere os conjuntos А = (1, (1), 9) e B = (1, 2, (2)) e as cinco afirmações: 


I- А-В = (1) 

П — (2) c (В - А) 

III - (1) c A 

IV- АВ = (1,2, [1, 2)) 
V- В-А = {{2}) 
Горо, 


(A) todas as afirmações estão erradas 

(B) só existe uma afirmação correta 

(C) as afirmações ímpares estão corretas 

(D) as afirmações III e V estão corretas 

(E) as afirmações I e IV são as únicas incorretas 


| 
| 
| 
— d 
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Capit 

ЕВП) CN 85 - Sabendo-se que a média aritmética e a média harmónica entre dois números 
aurais, valem, respectivamente, 10 e 32/5, pode-se dizer que a média geométrica entre esses 
I n 


números será igual a: 


музо (5 (064 (D)8 (B9 

E82) CN 86 - Representando-se por n(X) o nümero de elementos de um conjunto X, considere 
dois conjuntos À e B tais que n(ANB) = 4, n(A - B) = 5, e n(A x B) = 36. Podemos afirmar que 
n(AUB) é igual a: 

ji 8)9 (O7 (0)9 (BIO 

E83) CN 86 - Considere os conjuntos X = [xeN | х<4} e Y, ҮСХ, O número de conjuntos Y 
tais que teY e OE Y ё: 

(a) 6 (B)7 (O8 (0)15 (E)16 

E81) (*) CN 87 - Sendo a e b números inteiros quaisquer, 

R = (x | x= аЬ, b#0) e S = (2; 1,3; 0.444...; 2 1, então: 

(A) SCR. (B) SAR=9 (C) SAR ë unitário (D) SAR tem dois elementos (E) Š — R é unitário 
E85) CN 87 - Dados os conjuntos M, N e P tais que NCM, n(MAN) = 60%.n(M). n(NaP) = 
50%.n(N), n(MANNP) = 40%.n(P) e n(P)= x%.n(M). O valor de x é: 

(А) 80 (В) 75 (C)60 (D)50 (E) 45 


ES6) CN 88 - Num grupo de 142 pessoas foi feita uma pesquisa sobre trés programas de 
televisão, A, B e C, e constatou-se que: 


1- 40 nào assistem a nenhum dos trës programas 

H- 103 nào assistem ao programa C 

Ш- 25 só assistem ao programa В 

IV- 13 assistem aos programas À e B f 

V- O número de pessoas que assistem somente aos programas B e C é a metade dos que 
assistem somente À e B. 

VI- | 2550 assistem a 2 programas 

VI- 79 só assistem a um dos programas 


Pode-se concluir que o número de pessoas que assistem: 
(A) ao programa A é 30 (B) ao programa C ë 39 | (C) aos 3 programas ë б 
(D) 308 programas À e C é 13 (E) aos programas B ou C ë 63. 


E87) CN 90 - Considere os conjuntos А, B, C e U no diagrama abaixo. Á região hachurada 


Corra : 
ITesponde ao conjunto: 


A) [A - (BAC O [(BAC) - A] 
< (AuBUC) [(AUB) - C] 
Сс (AMB) U (AC) 
л (AUB) - [(ANB) U (ANC)] 
(Вес) - A] U (A - B) 
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ager BE UU E Ps LL 
9) CN 91 - A eleição para o diretor de um colégio € feita por voto de qualidade "n "ad x 





válidos. Os votos dos professores valem 50%, os votos dos alunos valem 45% e os 
[uncionários valem 5%. Apurados os votos válidos, obteve-se a seguinte tabela: 


Sabendo que o resultado ë homologado se, e somente se, o vencedor tiver 10% mais 
oponente, pode-se concluir que: 









Que o 


(A) nao houve vencedor 

(B) o candidato A venceu por uma margem aproximada de 20% de dos votos válidos 
(C) o candidato A venceu por uma margem aproximada de 30% de dos votos válidos 
(D) o candidato B venceu por uma margem aproximada de 20% de dos votos válidos 
(E) o candidato B venceu por uma margem aproximada de 30% de dos votos válidos 


E90) CN 91 - Sejam U o conjunto das brasileiras, Á o conjunto das cariocas, B o conjunto das 
morenas e C o conjunto das mulheres de olhos azuis. O diagrama que representa o conjunto 


de mulheres morenas ou de olhos azuis, e náo cariocas; ou mulheres cariocas e náo morenas e 
nem de olhos azuis é: 





E91) CN 92 - Considere os diagramas onde A, B, C e U sáo conjuntos. A regiáo hachurada 
pode ser representada por: 


(A) (ANB) U (ANC) - (BAC) A B 
(B) (ANB) U (ANC) - (BUC) 
(С) (AUB) U (ANC) U (BAC) 
(D) (AUB) - (AUC) ^ (BAC) 
(E) (A - B) ^ (A - C) ^ (B - C) 





E92) CN 94 - Sejam y = Y 
x+y 





, onde x e y são reais positivos. Logo, M é: 


(A) o quociente entre a medis geométrica e a média aritmética de x e y 
(B) a metade do quociente entre a média Beométrica e a média aritmética de x e y 
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c) a média aritmética dos inversos de x e а Uc 
| | 4 média harmônica dos inversos de x e ; 

to 4 metade da média harmónica de x e y 


3 CN 94 - Num concurso, cada candidato [ez um 
Matemática. Para ser aprovado, o aluno tem que p 
número de candidatos que passaram em Portugué 
"oncurso; dos que passaram em Matemática é o 
curso, dos que não passaram nas duas pro 
concurso; e dos que fizeram o concurso é 


469 


— — MÀ 


à prova de Portugués e uma de 
° passar nas duas provas. Sabese que o 
5 € о quádruplo do número de aprovados no 
triplo do número de candidatos aprovados no 
vas é a metade do número de aprovados no 
" 260. Quantos candidatos foram reprovados no 
conculso- 


(A) 140 (В) 160 (C)180 (р) 200 (E) 220 


E94) Colégio Naval, 2015 

Para obter O resultado de uma prova de três questões, usa-se a média ponderada entre as 
pontuações obtidas entre cada questão. As duas primeiras questões tem peso 3,5 e a 3%, peso 3. 
Um aluno que realizou essa avaliação estimou que: 

[ - sua nota na 1^ questão está estimada no intervalo fechado de 2,3 a 3,1; e 

II - sua nota na 3º questão foi 7. 


Esse aluno quer atingir média igual a 5,6. A diferença da maior e da menor nota que ele pode 
ter obtido na 2% questão, de modo a atingir o seu objetivo de média ё 


(A)0,6 (В) 07 (С)08 (0)09  (E)1 


E95) Colégio Naval, 2015 


Observe a figura a seguir. B 
Seja ABC um triângulo retângulo de 
hipotenusa 6 e com catetos diferentes. Com 
relação à área S de ABC, pode-se afirmar 


que: M 


A) será máxima quando um dos catetos for igual a 342. 

D) será máxima quando um dos ángulos internos for 30 graus. 

C) será máxima quando um cateto for o dobro do outro. 

D) 542. 
2 


será máxima quando a soma dos catetos for 





E uo » ” . me » 
) seu valor máximo não existe. 


E96) Colégio Naval, 2015 


número de divisores positivos de 1 
A) 152 (B) 196 (C)216 (D)256 (Е) 276 


02015 que são múltiplos de 102000 ë 


5 9 que о número de elementos dos conjuntos А 
Sentann. | 
Мепсав que seguem sobre o número N de subconjuntos náo v 


N=: 
= 2D + 9q _ 
ll) N = 2pq-1 | 


е В são, respectivamente, р e q, analise as 
azios de AUB. 
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— Amr 


IIT) N = optq _ | 
IV)N=2-1 ,sea quantidade 
a quantidade d 


de elementos de An é p. 


uu (C85 


Ajo Bj1 92 0)3 8) 
CONTINUA NO VOLUME 2: 139 QUESTOES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercicios 


El) (22, 44, 66, 88] E2) a) não se usa O conectivo “e” ao enumerar um conjunto 
b) não se usam elementos repetidos 

ЕЗ) (1, 2, 3, 4, 5, 6,7,9) E4) (1, 3, 5) 85) (0) 16) (12, 14, 18, 20, 24, 30) 

E7) 

a) (0, 2, 4, 6, 8, ...] 

b) (403 


c) ( 0, 3, 6, 9, 12, 15, E 
d) ( 51, 52, 53, 54, 55, .. | 
e) [ domingo, segunda-feira, terça-feira, quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira, sábado) 


[ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19) 
g) (0,7, 14, 21, 28, 35, 42, ...) 


ES) todos sáo vazios 


E9) а)Р d) V g) F j) V m) F 

b) F e) F h) F k) V n) F 

c) V f) V i) V I) V o)F 
E10) a) (P, A, R, G, U, I] b) (P, E, R, T, I, NJ c) (T, E, N, S) 


E11) (2), (2, 4), (2,3), (2,3, 4), (1, 2), (1, 2, 4), (1,2, 3), (1, 2,5» 4) 


E12) (a), (b), (d), (f 


E13) 


d) (0, 15, 30, 45, 60, ...) 

e) (3, 9, 12, 18, 21, 24, 27, 33, ...) 

f) (0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ...) | 
g) (2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, ...) | 
h) (2, 3, 5, 22, 23, 25, 32, 33, 35, 52, 53, 55, 222, 22: 

i) (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, т 15,200, 228, qu) 

j) (2, 14, 22, 26, 38, 42, 50, 62, ...] 


Е14) a) sim, c) sim, d) sim, e) sim, g) sim, i) sim, j) sim 


E15) AUB, AMB, AB e B-A: 

a) (1, 2, 4, 5, 6, 7, 8), 12, 4, 6) (1 5 7 

b) [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, B, 9], (), A B m 
c) A, B, (3, 6, 12, 15), () | 
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p, C=Conjunto das consoanten, В 


110) a) (3, 4,5) b) (1/5, 17] c) (1, 4,6, 8, 9] d) nào definido 


[17 | 
a " (0), 111, (2) , (0, 1), (0, 2), (1, 2], (0, 1, 2] ) 
y (0), (10), (20), (30), (10, 20), (10, 30), (20, 30), (10, 20, 30)) 


y (Ø, (2), (4), (2, 4]] 


1 (£ (a), (51, tel, la, b], (а, с), (b, c), (a, b, ер) 

e) (@, (2), 11911, 19, |) ) | 

n (2, (1), (2), (3), £4], (1, 2), 11, 3), (1,4), (2,3), (2, 4), (3, 4), 
(1,2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4], (1, 2, 3, 4]] 


E18) a) 16 b) 16 c)32 


AUB 
1247 8 11 13 14 16 17 19 20 


E20) 8 


d) 64 





с) 321) 16 


Ё21)а) V b) V c)F d)V e)V fF Е h)V jV jV kv )V mv 


E22) (4, 6, 8, 9, 10, 19, 14, 15) 


E23) 63 E24) 31 


E26) n(A) = 6, n(B) = 4, n(ANB) = 3 9 n(AUB) = 6+4-3 = 7. Resp: 27 = 128 


E27) (C) 


30 (1) E32) (9, 1) 


530) (E) E37) (E) 


0) -180 F40) 7 
Из) 


EM) (E) 


Ey 
9 (B) EA9) (B) 
53) (4, 


55) р 


854) К 


< 


E28) V, F, V, F E29) 10 


E33) NÃO E34) 6 E35) (C) 
E38) -aj-a2-a-41 

EA1) f(x) = x, para x  -1 EA2) (C) 
F45) (B) E46) (D) pu 48) 
E50) 9 E51) 33e9 — E52) (D) 


E25) (7, 8, 9, 10) 


E30) a=6 e b=7 ou a=7 e b=6 


р | | f | 
“4 Média acima de 80, nota maior que 74, mas para média 90, impossível. 


Á 
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150) (D) 157) (C) 858) (C) - FO) gj c, BRISA | 
101) (D) 102) (A) 103) (C) E64) (C) 65) (C) | 
1266) (B) 107) (B) 108) (D) 169) (B) E70) (B) 
171) (B) 879) (B) 73) (D) E74) (C) E75) (C) 
176) (E) 77) (C) 78) (D) E79) (D) E80) (D) 
BI) (D) 182) (D) ЕВЗ) (C) E84) (E) E85) (B) x 
ERG) (B) 187) (D) 189) (A) E90) (A) E91) (A) x 
199) (E) 193) (E) E94 (C) 205 (E) E96 (D) | 
197) (A) x 


Resoluções de exercícios selecionados 


35) A média aritmética de 40 números é 75. Dez números foram eliminados do conjunto 
deixando 30 números com média 85, Qual é a média dos 10 números eliminados? 


(А) BO (В) 65 (C)45 (D)50 (E)GO 


Sejam os números Хү, Хо, Xy, ... Xi) Хүү, XI% «=== X40. Sejam Sjo a soma dos 10 primeiros e Sy 4 
soma dos 30 restantes, 

A média dos 30 números € (S10 + 530)/40 = 75. Depois de retirados os 10, a média passou a 
ser 85: 530/30 = 85. Ficamos então com: 

(Sio + 549)/40 = 75 7, S4 = 40x75 — Sio -. Sio = 300 — Sup (1) 

O problema indicou como 85 a média desses trinta números restantes: 

54/30 = 85 1, буд 255. Substituindo em (1) ficamos com: 

Sjo = 300 - 255 = 45 


R; (C) 


5 


39) Se f(x) = -2x* + x + 10, calcule f(f(f(-2))). 


Usamos a fórmula e calculamos o valor numérico para x = -2: 
[(-2) = -8 -2 + 10 = 0, a seguir calculamos f(0): 

f(0) = 10, finalmente calculamos f(10): 

f(10) = -2x100 + 10 + 10 = -180 

Entáo f(f(f(-2))) = f(f(0))  f(10) = -180 


К: -180 


FAQ) Se f(x) = ах? = bx = 4, 2) = 6 e f(-1) = 12, então a vale: do 05 
| Е шй 
Pncontraremos duas equações que permitem determinar as incógnitas a € b, subst 
valores dados de x e f(x): 


x""U*914a-2b-4^?6 


x"-J)924*b-4^*12 ; 
Resolvendo o sistema encontramos a = 7 e b = () 
Ra”? 
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БАЗ) Resolver |х + | = 2] = 4 
uações com módulos devem ser abertas em cas : NI 
" ix| = k, k positivo, entáo x = k ou x = -k. mm 
ix*1l 7? [eus 
y Ix И = 2-4 
al es 
O caso (b) não ocorre pois implica em |x + 1| 5-2, já que um módulo não pode ser negativo. 
O caso (a) resulta em |x + 1| = 6, que deve ser novamente desmembrado: 


J)x*1763 x79 
J)xt1-7-67 х=-7 


R: x = 5 ou x = -7 


E50) Depois de N dias de férias, uma estudante observou que: 
92 - Se chovia de manhá, nào chovia à tarde. 


1° - Choveu 7 vezes, de manhã ou à tarde. 
4º - Houve 6 manhãs sem chuva 


3º - Houve 5 tardes sem chuva. 

Calcule N 

CM CT Dos N dia, podemos destacar dois 
conjuntos: CM os dias em que houve 
chuva de manhá, e CT os dias em que 
houve chuva à tarde. O problema dá ainda 
que náo choveu de manhá e á tarde no 
mesmo dia, então sua interseção tem 0 
elementos. O problema pede que 


Z 
calculemos x + y + z. 
J sx *y—7 
PELA 
4-ytz-70 
(x+ y +7) = 18 nxtytz-9 0 N=9 


Somando as trés ficamos com 2 


R: 9 

entre as quais rosas vermelhas. Se retirarmos todas as flores de 
Se retirarmos todas as rosas, restaráo 17 flores. Se retirarmos 
lhas, restaráo 19 flores e, se retirarmos todas as rosas 
ne o número de flores desse buqué e o número de rosas 


E51) Um buqué contém flores, 
cor vermelha, restaráo 14 flores. 
todas as flores que náo sáo verme 
vermelhas, restaráo 26 flores. Determi 
que náo sáo vermelhas. 

o desenhamos diagramas de Venn. 


e resolugáo mais fácil quand 


Problemas desse tipo sáo d 
Neste problema devemos considerar 


ш dois conjuntos: R, que é o conjunto das 
rosas, e V, o conjunto das flores 
vermelhas. Existem interseções entre 
esses conjunto, que são as rosas 
vermelhas, e ainda flores que não são 
rosas nem vermelhas. Ao todo temos 
que determinar O número de elementos 

w de 4 regiões: x, Y, Z € W. Sao 4 
incógnitas, a precisamos de 4 equações. 


R 


or vermelha, restarão 14 flores Э x +w = 14 


17 flores > z+ w = 17 
vermelhas, restarão 1 


> retirarmos todas as flores de c 
5, retirarmos todas as rosas, restarão 
e retirarmos todas as flores que não São 


О flores > z + y = 19 
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— C — __ 12-46 
se retirarmos todas as rosas vermelhas, restaráo 26 flores Y x + z + w = 20 
O problema pede o número total de flores, que é x + y + 2 + w, mas temos que (x + w) = 14 e 
(Z + y) = 19, entáo x + y +£ z + w = 33. Como x + z + y = 26, concluímos que y = 7, Nesse tipo 
de problema é sempre importante encontrar o número de elementos da intersecáo de 
conjuntos, poís os outros valores são encontrados a partir daí com mais facilidade. 

= Fo = = ( 
y +z = 19 z = 12; w +z = 17 Э w = 5; x + w = 14 > x = 9. 


К: 33 e 9 


F71) Dados os conjuntos A, B e C, tais que: n(BUC) = 20, n(ANB) = 5, nN(ANC) = 4, 
n(ANBOC) = 1 e n(AUBUC) = 22, O valor de n[A - (BNC)] é: 
(A) 10 (B)9 (C)8 (D)7 (E)6 


Í; sempre mais fácil quando determinamos o número de elementos da intersecáo, e a partir daj 
determínamos os nümeros de elementos das demais partes. 


A Dado que n(ANBNC) = 1, encontramos as 

regiões com 4 e 3 elementos ao lado. 
O problema náo permite determinar todas as 
regiões, mas dá que AUBUC tem 22 elementos, e 
que BUC tem 20 elementos, logo a regiáo de A 
N ANZ que náo tem intersecao com B nem C tem 22 - 20 
C = 2 elementos. O número pedido pelo problema é 
o número de elementos de A abatendo a 

B intersecáo dos 3 conjuntos = 2 + 4 + 3 = 9. 


R: (B) 


E73) Numa cidade constatou-se que as familias que consomem arroz náo consomem macarráo. 
Sabe-se que: 40% consomem arroz, 30% consomem macarráo, 15% consomem feijáo e arroz, 
20% consomem feijáo e macarráo, 60% consomem feijáo. A porcentagem correspondente ás 
famílias que náo consomem esses trés produtos é: 


(A) 10% (B)3% (С) 15% (D)5% (Е) 12% 


Nessas questóes sobre conjuntos, é sempre 
melhor desenhar com diagrama de Venn. O 
problema dá que as pessoas que consomem 
FEIJÃO arroz não consomem macarrão, ou seja, OS 
conjuntos são disjuntos. Podemos então 
desenhar o diagrama com os conjuntos sem 
interseção, como na figura ao lado. Os que 
comem feijão podem comer também arroz 
ou feijão, mas nunca os três alimentos. 
Considerando uma população de 100, 
encontramos os valores das regiões do 
diagrama: 


ARROZ MACARRÁO 


15% consomem feijão e arroz Y y = 15 

20% consomem feijão e macarrão > w = 20 

60% consomem feijão Y z + y + w = 60 > z 925 
40% consomem arroz Y y + x = 40 > x = 25 


3 
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p consomem macarráo Э w+t=30>Ə t-10 
гүй 100%, abatidos esses valores, sobram 5%. 


R: (D) 


ЕВИ) Sendo ae Ё números inteiros quaisquer, 

R= (x | x= a/b, Ь#0] e S = (2; 1,3; 0,444...; /2 ), então: 

(A) SCR (B) SAR=Ø (C) SAR ë unitário (D) SAR tem dois elementos (E) S - R é unitário 
O conjunto R. dado pelo problema (que obviamente nào ë o conjunto dos reais) é formado 


jelos racionais, positivos ou negativos, O conjunto S i à 
| J em 4 elementos, dos quais 3 sáo 


racionais (ou seja, pretencem ao conjunto R) e o 42, , que é irracional. Em função disso, a 
única verdadeira é e opção (E), o conjunto S – R é formado apenas pelo elemento 2. 
R: (E) 


475 


E75) Numa cidade, 28% das pessoas tem cabelos pretos e 24% possuem olhos azuis. Sabendo 
que 65% da população de cabelos pretos têm olhos castanhos e que a população de olhos 
verdes que tem cabelos pretos é 10% do total de pessoas de olhos castanhos e cabelos pretos, 
qual a porcentagem, do total de pessoas de olhos azuis, que tem os cabelos pretos? 


OBS: Nesta cidade só existem pessoas de olhos azuis, verdes ou castanhos. 
(А) 30,25% (В) 31,25% (C) 32,25% (р) 33,25% (Е) 34,25% 
OA OC OV 
CP lx | |  6]098 
CNP j| 01. 


0,24 


Apesar de ser um problema relacionado com conjuntos, um modelo baseado em tabelas é 
muito mais prático que um baseado em diagrama de Venn. Usamos dados adicionais do 
problema: 

65% da população de cabelos pretos têm olhos castanhos “Э CPOC vale 0,65 x 0,28 = 0,182 
olhos verdes que tem cabelos pretos é 10% do total de pessoas de olhos castanhos e cabelos 
pretos > CPOV = 0,1 x 0,182 = 0,0182. 

Então podemos calcular x = CPOA = 0,28 - 0,182 — 0,0182 = 0,0798 


OA OC OV 


E 0,28 
AE 


CNP 
0,24 


Dentro da populacáo de olhos azuis, comparando os que tem cabelos pretos, temos: 
20798 / 0,24 = 0,3325 = 33,25% 
R: (c 


F94 
p ) Colégio Naval, 2015 _ т 4 
ara obter o resultado de uma prova de três questões, usa-se a média pon erada entre as 
n š ао Е oa ‹ 
Pontuações obtidas entre cada questão. As duas primeiras questóes tem peso 3,5 e a 3*, peso 3. 
т aluno que realizou essa avaliação estimou que. "m 
7 %Ча nota na 1* questão está estimada no intervalo fechado de 2,3 a 3,1; e 


7 sua nota na 3º questão foi 7. 


Esse ; г а mi да menor nota que е . 
se aluno quer atingir média igual a 5,0. A diferenca da maior e da me a que ele pode 


“т obtido na 2* questáo, de modo a atingir o seu objetivo de média é 
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(A) 06 (B)07 (C)os (0)09 (E)! 
1% Solução: . 
` ° А а А А a Di ol А = 
A nota da 3º questão é fixa, mas tanto à da 1º quanto a da 2º são duvidosas, Cada imis 
i "n 1 i Ч i Ч ^ ЧЫНЕ. + Ци! 
pode ter um valor máximo e um valor mínimo. Náo importa qual seja a média deseja | olas 
Р tão ( | ana 2" vl | “ОЛ, « 
tirar a nota máxima esperada na 1% questào (3,1), a nota na 2 questão podera ser "4 M 50 


: vy. 5)" е 4 А oa raih : Nor, ` 
tirar a nota minima esperada na 1% questão (2,3), a nota na 2% questão terá que ser Se 
Como a 1? e a 2º questões têm pesos igu: 


ds, a variação (máximo ~ minimo) da vs 
dependerá da variação ( 


lina Q' š TA ' Quest 
máximo - minimo = 3,1 - 2,3 = 0,8) da 1* questão, Portanto esto 
para a nota da 2* questio 


variaci 
{ ° ^ i qo ` { 
ë a mesma da 1%, ou seja, 0,8, resposta (C). (10 


2* Solução: 
Ficou claro pela explicação acima que a nota máxima na 
1º questão e vice-versa. Vamos calcular a média ponderada nas duas situações; 


Мах 1: M = (355 x 3,1 + min? x 3,5 + 7,0 x 3/10 = 5,0 
Min 12: M = (3,5 х 2,3 + max2x 35 + 7,0 х 3/10 = 5,0 


Nas duas situações a média final tem que ser 5,0. Subtraindo as duas fórmulas poderemos 
determinar a relação entre min2 e max2, que são as notas minima e máxima permitidas para a 


2* questão corresponde q Minima da 


questão 2: 

3,5 (3,1 — 2,3) + 3,5(min2 - max2) = 0 

тах? -min2=3,1-23=0,8 

É interessante notar que não importa qual seja a média final desejada, e não importa a nota 
conhecida da 3º questão, a variação permitida para a nota da 2" questão será a mesma, 


Respsota: (C) 


E95) Colégio Naval, 2015 


Observe a figura a seguir. U 
Seja ABC um triângulo retângulo de 2 
hipotenusa 6 е сот catetos diferentes. Сот Pd 
relacio à área Š de ABC, pode-se afirmar "i / 


que: Fá c 





A) será máxima quando um dos catetos for igual a 32. 

B) será máxima quando um dos ángulos internos for 30 graus. 
C) será máxima quando um cateto for o dobro do outro. 

542 


^?) 


D) será màxima quando a soma dos catetos for 


E) seu valor máximo nào existe. 


Solução: a mas qi 
3 . . es 2 = ` ` il 13 
Ë preciso usar um pouco de geometria, já que trata-se de uma questão de рео Tes 
* [a . sf : IS, \ 
envolve ит conceito de álgebra importante, que sào os limites dos intervalos aberti acad di 
No triángulo ABC, como a base AC 6 fixa, a área vai ser máxima quando ü aro nus sobr 
B for máxima. Como o ángulo B ë reto, o vértice B pertence ao arco capaz ас! | É n de l, 
i > sa +. ЧЭ” ^ ` a ` "mt ч pu ) 
AC, ou seja, pertence à sem-circunferéncia de diámetro AC = 6, ou seja, à altura es ogni 
para que a área seja máxima, é igual ao raio dessa semi-circunferéncia. 
vale 3, que é o raio da semi-circunferência, e a área é (3 x 6)/2, que vale 9 uni 


[ssi 
dades t 
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E 477 
Р sta: a ser ахиц igual a à m 
pU a que esta altura seja máxima, e Igual ao Taio, o triângulo ABC te 

lados BC = BA. O problema indica que os c 1 sen 


atetos têm qu ; 
` - e 
Jes, COM 7 BA = BC. logo o problema nào tem solução TWE ser diferentes, ent 
дэс emos егі | sao. 
yA 























ão 


š иа 4 DONO Р e 
o PO esmo que perguntar, por exemplo, qual ë o menor número real do interval 0,1 
M go me: ë o menor de todos, mas ele nào pertence ao i ied uk 
pet 9 zero acm ege тираи , “Ө Intervalo. Não existe um 
) ae lo zero nos numeros rems, Pois se supusermos que existe um núemero re 

¿aho f ximo de zero, podemos tomar a metade des 


al tal, que 


„ bem pro S próxima 
Xy 


1 d | | te valor, Que serà ainda mai 
pa mesma [orma nào podemos tomar dois 


catetos “quase iguais” i 
SS : | : 5 015 sempr 
“ТО. a =. as M Ы . > ` ч 1 л . 5 E , P p e 
de 3% nos encontrar dois valores ainda mais próximos e ainda assim diferentes. Por isso o 
„Чеге! до tem solução. 


торт " 


resposta. (E) 


Colégio Naval, 2015 


m de divisores positivos de 107015 que são múltiplos de 102000 à 


№152 (B) 196 (C)216 (0) 256 (E)276 
Ч ү7- 


Solução: .. 
Antes de mais nada, notemos que o problema fala apenas de divisores positivos, 

i ` 5 ° - ` 9) ` ` - 

Se um divisor de 102015 6 múltiplo de 10200, precisa ter obrigatoriamente todos os fatores de 
X, Separando esses fatores obrig; 


atórios, o problema recai em formar um divisor de 1015 e 
multiplicá-lo por 1020, Devemos então determinar quantos são os divisores de 101: 


105 = 215515 , Para encontrar o núemro de divisores multiplicamos o produto dos seus 
expoentes de fatores primos, sendo cada expoente somado com 1: 
(19+ 1)(15 + 1) = 16 x 16 = 256. 


Resposta: (D) 


E97) Colégio Naval, 2015 


ado que o número de elementos dos conjuntos À e B são, respectivamente, p e q, analise as 


“ntenças que seguem sobre o número N de subconjuntos não vazios de AUB. 
UN =9P +94. | 

IN = 9pq-1 

Ill) N = 9p*q | 
IV) N = Эр _ | 


‚ Se a quantidade de elementos de Ас\В é p. 
Com isso, poq 


i sas afirmativ: ño verdadeiras é: 
e-se afirmar que a quantidade dessas afirmativas que são ve d 


C)2 D)3 E) 4 


` O mü a antos são os seus 
9 número de subconjuntos da união, temos que saber ач үний i l— 
Ф ` ` & 
` *'à isto usaremos a fórmula que dá o nüemro de elementos ni 
Os; 


ma d 
Os 


Eos AR amero de 
Ч - mas não dá o пи 

ч 9 número de elementos de А e o de B (p e q) 

as 


ua Inlersecào, vamos chamar este valor de r: 


ADA 
I Q- y 


9 di | S 
menta Podemos calcular o núemro de subconjunto 


. > - e Ч 
' 9 Número dos seus subconjuntos não vazios é 


não vazios. Se um conjunto 


i 
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Portanto o valor que o problema pede é 


—————————À'ÁÁPTR 


2n-] —2P'qT-] 

Resta agura analisar qual das opções (I) e (IV) é igual a este valor: 
I) М =2Р + 29 1 = 9P*q-r - 1 FALSO 

ID N = 9Pq-1 = 9pt*q-r — 1 FALSO 

Ш) N = 2р*9 – 1 -2P'aT- | FALSO 

ГУ) М = 2р- 1 =2P"9=- 1 (I 


А opcáo 4 apresenta uma fórmula condicionada à situaçáo em que a quantidade de elementos 
de AAB é p, ou seja, г = p. Sendo assim, o segundo membro de (IV) ficaria: 


IV) М =2P- 1 -2P'TP-1-231- 1, que também é FALSO! 
Portanto todas as alternativas sáo falsas, e a resposta é (A) | 


Resposta: (A) 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





Scanned by CamScanner 


Capitulo 1 2 


Inequacoes do primeiro 
grau 








Se você é bastante cauteloso, iniciou o capitulo passado considerando que ainda não havia 
chegado à metade do livro, afinal tinha completado 10 capítulos, e faltavam mais 11 para 
chegar ao final. Mas agora pode ter certeza de que passou da metade, foram 11 e faltam 10, 


Entretanto você já está bem além da metade, basta checar as páginas. Você já passa de 70% da 
sua preparação em álgebra. Parabéns. 


Os tópicos presentes no restante do livro são em menor quantidade, porém, com muito maior 
dificuldade. O importante é que você tem uma base sólida adquirida na parte inicial do livro. 
Prepare-se, pois o número de páginas restantes ser menor que a metade do total, a dificuldade 
é maior. Além da habilidade algébrica crescente, será maior a exigência com conceitos 
matemáticos a serem aprendidos. 


Já abordamos neste livro, equações do 1º grau, sistemas do 1º grau e problemas do 1º grau. 
Neste ponto da álgebra, estudamos: 


e Equações e inequações 

e Do primeiro e do segundo graus 
° Sistemas de equações 

èe Sistemas de inequações 

° Cálculo de radicais 


Seriam muitos capítulos para abordar cada um dos tópicos. Muitos livros juntam vários desses 

assuntos em um só capitulo. Faremos isto parcialmente, ou seja, juntaremos apenas assuntos 

cujos tópicos são muito curtos. Aqueles cujos tópicos são mais importantes e mais cobrados em 

Provas e concursos, como equações, sistemas е problemas do 1º grau, ficarão com capítulos 
3 

exclusivos. 


Varemos agora o capítulo 12, exclusivo sobre inequaçóes do 1° grau. No capítulo 17 
abordaremos inequações do 2º grau, sistemas de inequações do 1º e do 2º grau. Vermos 
também neste capítulo, as inequações com módulos. 


A forma final da inequação do 1º grau 


Uma inequação é uma expressão algébrica que representa uma desigualdade, ao invés de uma 
igualdade, como por exemplo: 
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2x+5> 13 

4x — I2 < 18 

Зх + 2y 50 
| 


— > | 
x + 1 
Зх - 15% 2x — 7 








tivo ligeiramente diferente das equações. Enquanto nas equaçõe 
as incógnitas que tornam duas expressões iguais, nas inequaçã : 
almente, intervalos desses valores, de modo que uma expresi, 

) 


As inequações têm obje 
procuramos os valores d 
procuramos valores, e princip 
seja “desigual” a outra. A desigualdade pode ser: 


Diferente 7 
Maior > 

Menor < 

Maior ou igual 2 
Menor ou igual < 


Os passos da resolução de inequações são muito parecidos com o de equações. Por exemplo, 
trocar um termo de membro trocando o sinal de adição para subtração, e vice-versa, decorre 


do fato de duas relações matemáticas: 


x+a=b Ə x- b- a (subtraimos a nos dois membros, mantendo a igualdade) 
x+a> b= x> b-a (a desigualdade também se mantém nesse caso) 


Entretanto 

x > y Y ax < ay, quando a é negativo 

x > y Y ax > ay, quando e é positivo 

As inequações têm inúmeras aplicações, por exemplo, obrigar a expressão dentro de um 
radical a ser positiva, quando o radical têm índice par: 


Se y = 3x — 5, devemos ter x tal que 3x - 5 2 Ü 


| 5 А jes do 
Neste capítulo iremos tratar das inequações mais simples, que são as chamadas inequações d 


1º grau. 

ue as equações, 
smo, pe 1 
es do 


As inequações com “2” são as mais fáceis. Resolvemos da mesma forma q 
porém é usado o sinal “Z”, ao invés de “=”. O método algébrico é exatamente O me 
menos para o primeiro grau. No capítulo 17 mostraremos os detalhes sobre inequaç 


grau com “Z”. 


е А де 
Nas inequações com os sinais “>”, “<”, "2" е “<”, temos que tomar cuidado com um aldade 
quando multiplicamos uma desigualdade por um número negativo, O sentido da desig" 
se inverte, como veremos adiante. 


das 


: T 1 uma 
Resolver uma inequacao é manipular algebricamente sua expressáo, até chegar em 


expressões nas formas: 


ax>b ax<b axZb ax2b ах<Ь. 
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"ndo ue o coeficiente a é positivo, essas inequações resultam respectivamente nas 
seg" 

т x<b/a; xf£b/a x2b/a; x < bja. 

> ) 
X 


for negativo, o sentido da igualdade é invertido. Por exemplo: 
ed 


S 
"E 10 = х < -10/5 


sinal de desigualdade nào se altera quando multiplicamos ou dividimos os dois membros 
por um valor positivo. Já que 20 > 10, entáo 2 > 1, 200 > 100, 40 > 20, etc. 


Quando toda a expressáo é multiplicada por um valor negativo, o sentido da desigualdade é 
invertido. Por exemplo, 20 > 10 resulta em que -200 < -100, -2 < -1, etc. 

Essa necessidade de inverter o sinal da desigualdade não se deve ao fato da expressão ter 
valores negativos em um ou nos dois membros, mas sim a fato da expressão toda ter sido 
multiplicada por um número negativo. 


Exemplo: 

_3 < -9 Y -30 < -20 

A presença de valores negativos não causa a alteração no sinal. O que ocorreu foi a 
multiplicação da desigualdade original por 10, que é um valor positivo, então o sinal se 
mantém. 


Exemplo: 

-5 < 3 > 50 > -30 

Nesse caso a inversáo do sinal ocorreu porque os dois membros foram multiplicados por -10, 
um valor negativo. 


Na resolução de uma inequação, podemos adicionar valores, ou trocar valores de membro, 
respeitando a troca de sinal. Apenas na multiplicação e na divisão, devemos ainda fazer a 


inversão da desigualdade. 


Exemplo: Зх + 12 > бх — 18 


Temos então: 
jx + 19 > 6x — 18 
X — 6x > -18 - 19 
“Зх > -30 
: agora dividirmos toda a inequaçao por -3, temos que inverter o sentido da desigualdade: 

X < 30 
*<303 = 10 

s= opção é trocar os membros de posição, trocando os sinais 

X ou 3x < 30 

Ex 

"Po Resolver a inequacáo 3x * 5(4 - 2x) * 2(x + 2) + 4(2 - 3x) 
io 10х < 2x + 4-8 — бх 

X + 20 « -Ах + 19 
=3x < -8 
Зх > 8 
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Eliminando os denominadores (MMC = 24), ficamos com: 


4(x + 3) - 6(x - 2) > 3(x - 2) 
4х + 12- бх + 12 > 3x - 6 
-2x + 24 > Зх – 6 
-5x > -30 

5x < 30 

x < 6 


A eliminação de denominadores, sendo eles positivos, não altera o sinal de desigualdad 
é algebricamente equivalente a multiplicar todos os termos por um valor positivos, q 
denominador comum. 


e, pois 
ue é o 


Exercícios 


El) Resolver as seguintes inequacóes. Note que em todas elas os denominadores podem ser 
eliminados, pois sáo nümeros positivos. 


























а) 1.52 aces 218 

5 3 2 
b 2 BL, gX-1,2-7x.4, x+4 

4 

ELEM С ps AT us 

4 7 9 18 6 
E uq ўа E E = 

3 4 3 
— — J) 2(3x + 5) - 2x - 5-4(x-8)>0 

e) | — Z 2.5 242 j) 2(3x + 5) — 2x — 5 — 4(x - 8) 


Conjunto solucáo 


O conjunto solução é o conjunto de valores que satisfazem a uma equacáo, ou Gan 
dada. No caso de inequações, o conjunto solução tipicamente é um intervalo, ou uma união 
intervalos. 


Exemplo: Encontre o conjunto solução de x + 5 > 3. 

x+5>3 

x > -2 

Logo, S = (-2, оо). 

a nas dU 


A menos que seja pedido pelo problema, a solucáo da inequacáo pode ser dad 
formas equivalentes: x > -2 ou S = (-2, 00). 


Inequações fracionárias 


Inequacóes fracionárias são aquelas que possuem variável no denominador. N 
devemos tomar dois cuidados: 


esse case 
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ed uzimos todas as fracóes ao mesmo denominador, mas nào os eliminamos. 
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nica de resolução consiste em reduzir toda a expressão a uma forma com uma expressão 
téc 


(x) no rimeiro membro, e zero no segundo membro. A seguir fazemos um estudo da 
(9/8 ão de sinal da expressáo f(x)/g(x). Do conjunto solução encontrado, devemos excluir os 
a 


„Jores de x que anulam o denominador. 
valo 





Jo: Resolver im 
ExemP x-1 


a) Restrição (valores não permitidos de x) — todos aqueles que anulam algum denominador. 
y-1F0 
xP 1 


b) Resolucáo: ЯГ 
4х-1 139 277 14.9 23 a adt iso э E э X— 
X — 


— ---»0 
p= х-1 =] x—1 х-1 





Agora fazemos um estudo da variação de sinal do numerador e do denominador. 


Х-2 - - 0 + 
Х-1 - 0 + + 


X-2 + Я > o + 
M Y — 
X-1 


X - 2 é positivo para x>2, e negativo para x < 2. Note que marcamos o valor O para x = 2. 
X ~ 1 ё positivo рага х>1, е negativo рага х < 1. Note que marcamos о valor O рага x = 1. 
А fração será negativa apenas em (1, 2) e positiva em (=00, 1) U (2, v). 


Note na terceira linha da tabela, que é o estudo da variação de sinal da expressão (x — 2)/(x — 
' Je marcamos os “pontos críticos”: 


0, quando x = 2 
Nào existe (símbolo é uma letra “E” riscada invertida) quando x = 1 


X "eremos que a fracáo seja maior que Zero, entáo temos que ter: 
E (~o 
DU (2, 00) 


i. 
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que a desigualdade é estrita (>), Se 
e os intervalos seriam є | 


asa ОАМбыдыг ` 


Observe que náo estamos incluindo 1 e 2 por 
fosse da forma € ou 2, incluiríamos 1 e 2 nesta etapa, 
00). 


й "едиасд, 
700, I| e [2 
) 


icã r diferente de 
Devemos agora excluir os valores da restrição (x deve se de 1, pois anu] 


тээг” ^ = : E as aria 
denominador). Como o intervalo encontrado já náo contém o valor 1, não haverá diferenca ' 


пса, 


Resposta: Š = ( —co, 1) U (2, оо). 


IMPORTANTE: Preste muita atenção nos pontos criticos, pois muitas vezes o aluno » 
esquece, por isso sáo usados em “pegadinhas” em provas de concursos. 





























Exercícios 
E2) Resolva as seguintes inequações fracionárias: 
a) (*) 2 — 5 «1-- l n**2,2<0 
шы >." x—] 2—X 
) 25-25) DES at) 
x-1 Х-5 
C) x—17. 3x15 h) х +1 >1 
2—x x—2 3х-2 
- | х-2 
0 25-33 >> 
x-1 x3 





Alunos da EPCAr 


Sistemas de inequacóes | 


No caso das equações, a determinação do valor de 


uma incógnita requer apenas uma equação. 
Entretanto no caso das inequações, pode 


mos ter uma só incógnita e duas ou mais inequações. 


Exemplo: Resolver o sistema de inequações 
3x + 5 > 20 
x+ 3 < .30 


| 
E um sistema com duas inequacóes e uma incógnita. Para resolvé-lo, fazemos a interse ^ 
| 











resultados das duas inequacóes, pois ambas estáo implicitamente ligadas por um conectivo É: 
3х+5> 20 E x+3<30 
Sendo assim, 


3x + 5> 20 > 3x» 15 9 x» 5 
x+3 <30 Y х < 097, 


Interseçáo: x deve ser mai | 
S = (5, 97] maior que 5, e menor ou igual а 27: 5 < x € 97. 
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; rocedimento i ; 
260p para resolver este tipo de sistema. Resolvemos cada inequação € 





























Est 
fazemos à interseção dos conjuntos solução. 
exercícios 
E3) Resolver os seguintes sistemas de inequações: 
a) x+3>2x-1 1-1 
х+1 2x ) 3<——<4 
— > — 
2 3 
b) ] 2x g) 4 
* 3x —— > 20- — x= 
() 4 3 7 « x—13 
2(2х-3)»5х-2 3410 5, , 
9 4 
C 5 3 
| —x+—<3x+] n) XL 
з 5 Х-2 
d saia 3х-4 7x-6 0 
5 4 2 4 
d 4x — _ x 
) X JET i) X 4 1. x Эх 10 
5 3 3 21 
3x+10 1-3х ax 1-х. х 23 
= 5 < —— t AY ——-—— 
4 10 9 6 12 18 
(CMB 2009) 
e) x5 2x43 
< —3 
4 2 
3Х-1 „=. da j) Resolver -6«3-2х54 
10 2 


Inequacóes com duas variáveis 


É possível formar inequações com duas ou 
mais variáveis. Apesar de serem mais raras, 
é necessário conhecé-las para lidar com 
questões de concurso € aplicações práticas. 


plo a inequação y — 2x 
+4 > 0. O conjunto de pares (x, y) que 
atendem a esta inequação é uma região do 
plano cartesiano, como mostraremos à 


seguir. 


Considere por exem 


mm ==» 4, 





Navio patrulha classe “Amazonas” 


dem a y - 2х + 4 = 0, termos uma reta, já 


nte os pontos que aten | 
sentada na figura a seguir. 


Se representarmos inicialme 
ta reta esta repre 


que trata-se de uma função afim. Es 


й 
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P dm 2x * 47060 mesmo que 
y72x-4 
Ao lado temos a representação n 
0 


plano ху, dos pon 
atendem a y = 2x — Р. 5 que 





Vejamos agora quais são os pontos que atendem a y - 2x + 4 > 0, ou seja, y > 2x - 4. Devemos 
tomar todos os pontos cuja ordenada (y) seja maior que 2x - 4, ou seja, todos os pontos cujo 
valor de y seja maior que valores da reta y = 2x - 4. Isto significa tomar os pontos acima da 
reta: 


Os pontos da reta são os que 
satisfazem a y = 2x - 4. 


Os pontos acima da reta sào os 
que satisfazem a y ? 2x - 4. 


Os pontos abaixo da reta sáo os 
que satisfazem a y < 2x - 4. 





Vemos que em uma inequagáo com duas variáveis, o conjunto solugáo náo é um intervalo dos 
reais, mas sim, uma parte do plano R?, 


Suponha agora que temos um sistema com duas inequacóes de duas variáveis: 


y -2x+4>0 
x+y<5 


Devemos entáo tragar as duas retas, qué 
atendem a cada inequacáo, conforme 


A figura abaixo mostra as regiões que 


MIB y no primeiro membro, e marcar as regiões 
y Seja maior ou menor que uma função de x. 
satisfazem a cada uma das inequações dadas: 


y 
y=2x-4 
y=2x4 
i > x 
y<2x-4 мин 
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cn add АЕС 


А solução do sistema é a região de interseção d 


as duas regiões acima, ou seja: 





Não existe uma forma compacta de definir esta região, além de escrever simplesmente: 


$={(х,у)є R? | у> 2х-4еу<-х +5) 


Deve ser levado em conta ainda, que quando a desigualdade for estrita (> ou <), as linhas de 


fronteira devem ser pontilhadas, e quando for uma desigualdade não estrita (2 ou S), a linha 
de fronteira deve ser continua. 


nados não e uma solução do sistema abaixo? 


Exemplo: Qual dos seguintes pares orde 
[ Зх + 2y 56 


2x - 5y 2 10 
AB- (B(0.-2 (C)C2-9 (D)(0.3 (90. 


Solução: 

Serão soluções os pontos que ate 
cada uma das cinco opções, para ve 
qual não satisfaz. Testando todas elas, 


ndem a ambas as inequações. A soluçào consiste em testar 
rificar quais pontos satisfazem a ambas as inequações, е 
vemos que o único ponto que não satisfaz é o (D): 


3.0 + 2.(3) 56 OK 
2.0 — 5.(3) 2 10 ? МАО!!! 
Resposta: (D) 


Equações com módulo 
om módulo não estão no programa do ensino fundame 


rsos como CN e EPCAr. 


ntal, mas 


As equações e inequações c 
podem aparecer “disfarcadas” em concu 


eliminando o módulo. Neste 


Exemplo: |3x + 6| = 18 
dulo positivo € conteúdo do 


resolução consiste em de 
Processo, temos que considerar 
módulo negativo. Na determinaçã 


ção em duas, 


conteúdo do mó 
recaímos em inequações. 


smembrar à equa 
duas situações: 
o dessas condições, 


4)3х-620-Эх2-2 eliminação: 

a esse caso fazemos o conteúdo 
x+6=18 .. 3x=12 

X = 4 


positivo € fazemos a 


do módulo 


p" 
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Agora fazemos a INTERSEÇÃO com a condição x 2 -2. A eliminação do módulo m 


| a š : 4 vinculada ao fato desta Expressa 0 
o sinal da expressão no seu interior está d š Pressão ser Positiva 
= 4 (interseção). Como x = 4 


: ; > Ze x 
portanto é preciso ter simultaneamente x 2 —2 atende ; 


condição x 2 —2, esta solução encontrada é válida. 
Testando a resposta: de fato, fazendo x = 4, encontramos |12 + 6| = 18. 


b)3x*6«0 


x <> 


Nesse caso, a expressáo dentro do módulo ë negativa, portanto eliminamos o mó 
a inversáo do seu sinal: 

-3x — 6 = 18 

—3x = 24 

x = -8 


Devemos fazer agora a interseção desse resultado com a condição x < -2. De fato, -8 ë menor 


que –2, portanto esta resposta é válida. Podemos testar o valor encontrado -8 na equação 
original: 


13(-8) + 6| = |-24 + 6| = |-18| = 18 


De fato esta solugáo também serve. O fato de termo 


condição (valor no módulo positivo ou negativo) garante que as soluções estão corretas, não é 


necessário fazer uma verificação final. Entretanto é bom fazê-la para detectar eventuais erros de | 
cálculo. | 


s feito a interseção de cada solução com a 


Inequações com módulo 


Para resolver uma inequação com módulo, é preciso antes eliminar o módulo da expressão. À 
eliminação do módulo na expressão |f(x)| consiste em considerar f(x), para f(x)20, € 
considerar —f(x) para f(x) < 0. Isso resulta em um sistema: 


Exemplo: 
Ix-3 ]>5 


Resultará em dois sistemas, cujas solu 


{ x- 320 (restrição) 
a) x — 3 > 5 (inequação com o módulo eliminado) 


ções devem ser unidas: 


Y 
x-3<0 (restrição) 
b) { ( 


5, + > 5 (i "noa ^ 
3 > 5 (inequação com o módulo eliminado) 


Resolvendo os dois sistem 


(a): 


48: 


Restrição: X-32023 x23 
Inequação: X-3>53 хув 
Interseção: x>8 


A 
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icio х-3<0 = x<3 
mequaçáo x+3>5 > х<-2 
Interseção x > 4 


Esta soluçao роде — de outra forma. O valor |x ~ 3| é a distância entre x e 3 

enericamente, 1х Е | é a distância entre x e k). A inequação pede que a distância de x até 3 
seja maior que 5, então x deve ser maior que 8 (o lado direito na reta real) ou x deve ser 
menor que -2 (o lado esquerdo). 


29 З 8 


Inequações “indeterminadas” e impossíveis 


A rigor, toda inequação é indeterminada, já que seu conjunto é um intervalo, que 
infinitos valores, ou seja, não encontramos um valor especifico de x que seja solução, mas sim, 
o maior intervalo possivel de valores que x pode assumir. Por isso o termo "inequacáo 
indeterminada" nào é muito utilizado. Podemos, entretanto, considerar informalmente como 
“inequação indeterminada”, aquela que é satisfeita por qualquer valor de x, ou seja, seu 
conjunto solução é R (reais). Ao encontrar uma dessas inequações, não a classificamos como 


“indeterminada”, mas simplesmente indicamos que seu conjunto solução é R. Essas inequações 
têm como característica, o “desaparecimento do x" em sua resolução, sobrando apenas 
5 * 0, ou 3 < 0, por exemplo. Se a 


números. No final teremos uma sentença numérica, como . 
mos que o conjunto solução é R (“indeterminada”). 


ão é impossível, ou que o conjunto solução 


possui 


sentença numérica final for verdadeira, dize 
Se a sentença final for falsa, dizemos que а inequaç 


é Q. 


Exemplo: x + 2 < x + 3 
O x desaparece e resta apen 


Resposta: S = R 


as 2 < 3, que é sempre verdadeiro. 


Exemplo: x - 5 > x - 2 
Resulta em 0 — 3 > 0, que é sempre falso. 


Resposta: S = @. 


Módulo 
Operações com módulos são tipicamente matéria do ensino médio. Comprove isso verificando 
no edital do seu concurso. Entretanto, questões «disfarcadas" de tópicos avançados são muitas 
vezes propostas em concursos, como o do CN. Nada impede que qualquer um deles use a 
técnica de “definir e cobrar”, ou seja, a questão сотеса apresentando a definição de um 
Орїсо qualquer, mesmo fora do programa, € à seguir pede шэг рине арчы чийгээ 
se € o caso das орегасбез com módulos, por isso foram aqui apresentados. Á abordagem 
iderando o valor no interior do 


clássica para o módulo é abrir sua expressão em casos, cons | | 
módulo como negativo, depois como positivo, e fazendo as devidas interseções e uniões 
° 


песеѕѕагіаѕ, Vamos apresentar aqui dois “macetes” que usam interpretação geométricas para 


id 1 
аг com módulos. 


“г 
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|2x ~ 8] < 6 


A técnica apresentada serve para qualquer expressão similar a esta, Como [ах | Dec Ë 
preciso que c seja positivo QU Zero, caso contrário à expressão nado tem solução, () со өн 
de x tem que ser positivo, lembre-se que podemos trocar os sinas da expressão no interior do 
módulo, pois toma-se no final positiva, o sinal não importa, Podemos simplificar loda q 
expressão pelo coeficiente de x, para que se tome da forma |N = d| 70, O termo adicionado 
com x tem que aparecer com um sinal negativo, portanto transformamos x C ox (y 

Fazendo esses ajustes, usamos o principio de que, na reta numérica, |x <a] 6 à distância de 3 


até a. Faremos isso na expressão do exemplo: 


I8- 2x| <6 
|2x - 8| «6 (tornamos o coeficiente de x positivo) 
Ix - 4| $3 (simplificamos toda a expressão por 2) 


A expressão resultante indica que: x ë um número tal que, sua distância até 4 & menor que 3, 
O resultado está representado graficamente na reta numérica na figura abaixo, 


1 4 7 
Portanto x deve ser um número compreendido entre 4- 3 * Le 4 * 3 = 7. A solução da 
inequação modular é o intervalo (1, 7). 


Ix-a| < |х ~ b| 

Este tipo de inequação modular pode ser descrito graficamente como: “a distância entre x c a 
ë menor que a distância entre x e b”, ou de forma mais simplificada, “x está mais perto de a 
que de b”. A representação gráfica é a figura abaixo. Devemos levar em conta, entre a e b, 
qual deles é o maior е qual é o menor. Tomamos o ponto médio entre a e b, que é (a + b)/2, е 
a regiáo à direita ou à esquerda desse ponto, conforme qual dois módulos € o maior ou o 


menor. No nosso exemplo tomamos a região que contém a, pois pela inequação, |x - a| é 
menor que |x - b|. Lembre-se de colocar a e b na ordem correta e considerar a desigualdade 


(no exemplo, mais perto de a). 





a (a+b)/2 b 


Exemplo: 

Resolver |x +5| < |x — 3| 

No caso, x está mais perto de -5 que de 3. Tomando o ponto médio (1), temos a solução: 
Resposta: x < | 


Exercícios 
F4) Resolva as seguintes inequações: 
а)')5-|х+8| 53 tls [x+ 2| 
0)() |4x -2| 58 0) Ix-3| S [x +5] 
с) |3- 2x| <4 h)|x-* 1| < [x- I| 
d) |2 - 2x |58 ) (*) |3x - 9| > 12 
e)()|[x *3|] *[x-5| S 10 00 |x+ 5| < [x + 10] f 


p 
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ЕРЕС $^ 0 777 т A come 
yniáo e intersecao? 

A resolução tanto de inequações normais, quanto a de equações ou inequações com módulos, 


requerem operações de união e interseção desses conjuntos. Todos esses tipos de igualdade e 
desigualdade têm uma lógica na formação desses conjuntos. Lembre sempre o seguinte: 


р da linguagem comum transforma-se em INTERSEÇÃO na matemática 
QU da linguagem comum transforma-se em UNIÃO na matemática 


Um sistema é um conjunto de duas expressões que devem ser verdadeiras ao mesmo tempo, 
portanto temos aqui um conectivo É implícito. Nesse caso, “juntamos” os resultados usando a 


INTERSEÇÃO. 
Exemplo: 


Зх + 2у < б 
2x — 5y 2 10 


Em sistemas, resolvemos cada uma das inequacóes, encontramos um intervalo para cada uma 


delas. Em sistemas temos sempre um “E” implícito, portanto fazemos a interseção dos 
intervalos. 


A UNIÃO, operação matemática resultante do conectivo “OU” da linguagem comum, resulta 


de situações quando abrimos uma expressão em dois casos possíveis, ou seja, pode ocorrer um 
caso OU outro. 


Exemplo: 
|х-5| =2 


Sabemos por definição que o módulo de uma expressão é aberto em duas expressões: 


|x| = x, se x20 
ou 


|х| = —x, se x<0 

Cada uma das duas expressóes tem na sua formacáo, um, conectivo “E”: 
(x20) E |x]=x 

(540) E |х|--х 


А primeira linha resulta em um intervalo 1, e um resultado Ry. À segunda resulta em um 
Intervalo I} e um resultado Ro. 


O desmembramento acima resulta em quatro 4 expressões que irão gerar 4 resultados, As 
inequações resultarão em intervalos, e as equações obtidas com a eliminação dos módulos irão 
dar resultados, que na verdade são conjuntos-solução. As operações que devem ser feitas 
Nesses Conjuntos para chegar ao resultado final são: 


(I, CY Ri) U (Т) ГҮ Ro) 


J. | adores zero, radicais negativos (raiz de indi 
OBS. O mesmo principio se aplica a denominadores E . : de or e Í i dice 
Par) e similares, Quando eliminamos um resultado encontrado | trariar a restrição, 


4 


Scanned by CamScanner 





492 A 


S -GEBRIs,. 
estamos na verdade fazendo uma interseção entre o resultado encontrado e a Testriça : 
0 


: : Le » 
um conjunto da forma “Reais exceto valores proibidos”. > Que é 


Exercícios de revisão 


E5) Considere a inequação < () e responda se ela for: 





(A) possível apenas para 0 < x S 1/3 
(B) possível apenas para x > 0 

(C) possível apenas para x S 1/3 

(D) impossível 


(E) NRA 


i 





E6) Resolva 2541 <-—] 
2 


(A)x<-5 (В)х<0 (C)x>32 (D)x<-32 (E)x<-23 


E7) Determine o inteiro que satisfaz o sistema 





ні >0 
2x+2 
x xo l 
3 2 


ES) Determine o maior valor inteiro de x que satisfaz à inequação: | 
2x-4>5(x-1)+3 | 
| 


ЕЭ) A soma dos valores inteiros де k para os quais a equação 2(x - k =4+k-1 tenha uma 
raiz no intervalo |-5, O[ é: | 


(А) -7 (B6 (С)-8 (0)5 (E-9 


E10) Resolver 
x43 х-2 x-2 


—————— 


6 4 Š 








E11) Resolver 5 <2x +3 «8 


E12) Resolver 1-1. 5*5. 
3 


E | 

4 | 
| 

3х—5 

x—5 

(A)x<15 (B)x>5 (C)5<x<15 (D)x>3 (Е) 5/3 «x «5 


E13) Resolver >4 





ova P а 
шар 


Е r 
El4) Rosana teve notas 95, 87 e 86. Determine qual nota x é necessária na o s 
aritme 


obter média final maior ou igual a 90, sabendo que deve ser usada a média 


(A) Impossível (B)x290 (C)x280 (D)x292 (E) x>97 
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X 
Resolver 
x+4 


13 





£15) 


£16) Resolver 7 < 2x+1<9 





х +1 < 2 е dar a resposta em [orma de intervalo 
2 


lver 
p17) Resor” o 


(A) (00, 2) ou [5, oo) (В) [2,5] (С) (2, 5] (D) Todos os reais exceto x=2 (E) [-1 , 2) 


20 





E18) Resolver 2 
x+1 


F19) Resolver 7<3x+1<10 

(д) 0,3) (B(-4,-2) (0)(12 (D)(-3,-1) (E) (3, 4) 

E20) Resolver |2x — 5| - 7 2 -2 

8) (00,00) (В) (-c0, QU [5 ©) (C) (5/2, co) 0) (0,5) (E) (9-1) I =) 


+1 


E21) Resolver 5 «2 
1 





(А) (-0,1)U (3,00) (В) (—оо,1] х [5,оо) (C)(25] (D)x*1 (Е) (1, 3] 


l >1 
x+1 


E22) Resolver 





(А) (-1,0] (В) [-1,0] (С) (-00,-1]U [0,00) (0) (-00,-1) ([0,00) (E) (-0,-1) v (-1,00) 


E23)Resolver a inequação |х — 3| < 2 


(А) (1,5) (В) [1,5] (C)(-00,1] [5,00) (0) (1, о) (E) (=00, 5] 


£24) Resolver a inequação 





3 2l 
x-1 
(A) (1, о) (B)(-00,4] (С) 1,4) (D)(L4] (E) (-%, 1) U [4 ©) 
E25) Resolver Ix-1| <0 


E26) Resolver [х-1|-5<4 
(A) [-8, 10] (B) [210,8] (С)(-8,10) (0) (510,8) (E) [-9, 9 


E2 ie 
7) Resolver a desigualdade x-3 < 0 
x+2 


99.3) (3,9) (Су (2,3) (D)(=00,3) (E) (20) 


E28) Resolver: X = >0 


X 
AI Mesa (929 0)(-өг 9069) (C72) Y [3 ж) 


b... 
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E29) Resolver |3x - 6 | - 2 < 10 


(А) [-2,6] (B) (-2, 6) (C) (—00,-2] (D) [6, o) (E(-99 /-2| U [6, о) 


E30) Resolver —5 < |-3x «10 
ALA (8) 5,2) (01-52 00-140) (0 (000 bs) 


x—8 
x+8 
(A) [-8,8) (В) (=00,-8) U (8,00) (C) (00,8) (0) 18,90) ( 


E31) Resolver >0 





2) (= 00,8] U [8,00) 


E32) Resolver a inequação |x + 1| > 3 
(A) (2,00) (В) (=00,-4) U (200) (C) (-0,4] U [^ o) (0) (-4,2) (91-52 


< —2 





E33) Resolver a inequação 
2-1 


(А) (01/2) (В) Co) (CHo) (D) 1-01) (B) (091/90 0, 9) 


E34) Resolver a inequação |?x - 3| -2<-1 
(A) x< 1/7 (B)2/7<x<4/7 (С) 57 <x < 1/7 (D)x«4/x (E) Sem solução 


1-Х 





E35) Resolver +2>0 


X — 
(А) х<1 oux>6 (B) x<6 ou х>11 (C)x<6oux211 (0) х>11 (E) 6<xS11 


E36) Resolver |-4x - 12 |S 4 
(A) [24,2] (B) 4, 2) (C) (=00,-4] (D) (-00,-4) ou [-2,00) (É) [2, 4] 


E37) Resolver |3x - 4| S 5 
(A) x < -3 (В) 3 <S x < — (C) x < -1/3 (0) -l3 < x < 3 (E) x <3 


*»0 
x—3 





E38) Resolver 


E39) Resolver 223 
x+5 





> Ü 


F40) Resolver |x + 1| < |x - 1] 


FA1) Resolver 2x -3 < () 
x7 
F42) Se a < b e c < d, qual das seguintes afirmativas é SEMPRE verdadeira? 


(A) ac «bd (В) (a/c) < (b/d) (C)a*b«c*d (D)ja-b«d-c (Batb? 


c* d 


x+2 


X 





E43) Resolver « () 
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pítulo 12 - Inequacóes do primeiro grau 
Ca 
po Х-2 
tre o dominio de f(x)= 
ри) Encol j f(x) 21 


coNIINUA NO VOLUME 2: 48 QUESTOES DE CONCURSOS 


respostas dos exercícios 








El) a) x < —5 d) x < —5/17 g)x>8 j) S = R (Reais) 
b) x > 6 е)х<2 h) x > -38/17 
c) x < 28 f) S = Ø (Impossível) i) x > 243/44 
p) а)0<х<1 d)x> 1 g)x<3/20ux>5 jx <5oux> 13 
b) x < 1/2 ou x > 1 e)x270ux<5 h) 2/3 «x < 3/2 
c) 1/2 < x < 2 f5«xs13 i) -17/4 < x < -3 
ЕЗ) 8x«3 d)S=@(x>11 e x «52/21) 9)4 «x < 6 j) -1/2 < x < 9/2 
05-02 e)1«x«5 h)x> 5 
c) -3/10 < x < 45/41 f) 10 <х<13 i) 33/5 < x < 48 
E) | a)x2-6oux < –10 d)-3«x«5 0)Х2-1 j) x > -15/2 
b) -3/2 < x < 5/2 e) S = [-4, 6] h)x«0 
c) -1/2 < x < 7/2 f) x < —5/2 i)X>T7 ou x <-1 
ES) (A) E6) (D) E7) -2 E8) -1 E9) (E) 
E10) x « 6 E11) 1 «х «5/2 El2)x«58  El3)(C) F14) (D) 
El5) (-132, -4) E16) 3« x «4 E17) (A) El8) x <-1 oux 20 
EI9) (A) F20) (B) E21) (A) E22) (A) E23) (B) 
E24) (D) E25) x - 1 E26) (A) E27) (A) E28) (E) 
E29) (A) E30) (C) E31) (B) E32) (B) E33) (D) 
E34) (B) E35) (C) E36) (A) E37) (D) E38) 2S x <3 
E39) x < -5 ou x > 3/2 E40) x « 0 F41) -7 < x < 3/2 
£42) (C) E43)-2€ x «0. E44) (—00,-1) U [2,00) 
Resolucóes de exercícios selecionados 
E2 a) X l x x-l, x l 0 
p m _ ` - A y € Ü > — + © 
1-х | x—]l ad x-1 х-1 х-1 
“Үхэл 2 x 
eu Э ^* <0 ә ——«0 
х-1 х-1 


E 
“udo de Sinal do numerador e do denominador: 
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ASA 
Nx AAA 
эх: AR 
Resultado [+ [= 


0 X 
R:0<x<1 | 
E3 b 
| зх 1.202 
4 3 


2(2x—3)> 5x -1 


15 inequação: 

> > 20 2X > 36x-3>240-8x Y 44x> 243 Э x > 243/44 
3 

2* inequacáo: | 


2(2х 3) > 5х 9 16x - 24» 90x - 3 D dx 5 21 Ə 4x < 21 > x < -21/4 
4 


Interseção das duas inequações: 

0, pois x não pode ser ao mesmo tempo maior que um positivo (243/44) e menor que um 
negativo (-21/4). 

R: S = Ø. 

E3 f) 3< = <4 


Esta forma de desigualdade equivale a um sistema com as duas inequações, e devemos no 
final fazer a interseção das soluções. 





15 inequação: jg Э 9<х-19 x>10 


28 inequaçao> IU х-1<12 > x«13 


Interseção: 10 < x < 13 
В: 10 <х < 13 


E4 а) 5 – |х+8| 53 

Arrumando а inequação antes de eliminar o módulo: 
5-|x*8| 8323 5-3<|x+8] Y |x * 8| 22 
Agora que a inequacáo está com uma forma simplificada, analisemos o sinal de x * 8: 
a) x + 8 2 0, x 2 -8: o módulo é próprio valor: 
x + 8 2 2 Ə x > -6 

Intersecáo: x 2 -8 e x 2 -6 Y x > -6 

b) x +8 < 0 Ə x < -8 

-x-8223Y x < –10 

Interseção: x < -8 e x < -10 Ə x < -10 

Uniáo dos casos (a) e (b): x > —6 ou x < -10 


Outra solução: A inequação |x + 8| 2 2 pode ser vista como o conjunto dos núm 
que a distáncia de x atë -8 ë maior ou igual a 2, na reta numérica. Isto equivale a 
x 2-6 ou x S -10. Para resolver inequações com módulo devemos usar a as expre 
|x - k|, é a distância entre x e k. 
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capitulo 12 - Inequações do Primeiro grau 
_ 5| ёа distância entre x e 5, 
эй 3| é a distância entre x e -3. 


0 ponto do qual “x dista de” ë aquele que torna o módulo igual a zero 





9r <, sem alterar a desigualdade 
: Ja que é positivo. 

|4x - 2] 8» [x — 1/2| < 2 

A solução é o conjunto dos valores de x tais que sua distánci а I 

Então x pode ser no máximo 1/2 * 9 e no mas. 12 -9, cia a 1⁄2 é menor ou igual a 9. 


R: -3/2 S x < 5/2 


Ete)|x+3| + |x—5| < 10 


—3 5 


ka AR 
кз AAA 


Como existem trés intervalos, é preciso desmembrar a equação original em três. Os pontos 
críticos são -3 e 5, e é preciso levar em conta sinais 2 e S para esses valores. Como esta 
operação é trabalhosa e sujeita a erros, recomendamos uma forma mais fácil: trate todos os 
intervalos como abertos (ou seja, use sinais > e <), e no final, teste se os valores extremos 
satisfazem à expressão original. Com base na tabela acima, eliminamos os módulos levando 
em conta o fato das expressões x + 3 e x — 5 serem positivas ou negativas: 


4) х <-3; b) -3 < x < 5; C)x>s 


a) x < —3: 

X-8-x+5S 10 Ə x 2-4, fazendo interseção com x < -3 ficamos com —4 S x < —3 
b) -3 < x < 5: 

Х+3-х+5< 1059 8< 10 Э 5 = К, fazendo a interseção com a restrição: —3 < x < 5 
c) x > 5: 


Х+3+х-5<10 > 2x<12 x < 6, fazendo a interseção com a restrição: 5 < x < 6 


Fazemos agora a uniao dos trës resultados: 
E -3) U (з, 5) U (5, 6] 
Devemos agora reconsiderar os pontos críticos, testando seus valores para verificar se atendem 
à equação original (|х + 3| + |x — 5| S 10). 
“2-8 [0| + |- 8| < 10: OK 
“5: [8] + |0|< 10: OK 
ёо -3e5 fazem parte do conjunto-solução. 
3) у (-3, 5) U (5, 6] U (-3, 5) = M, 6] 
Ssposta: S = [-4, 6] 
441) [3x -9I > 19 


Plicaremos a solução por interpretação geométrica. Podemos dividir a expressão toda por 3, 
cando com 
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A 


MAA 


А expressão significa que a distância entre x e 3 é maior que 4. 


4 3 7 


Ou sejam devemos ter x > 7 oux < -1 


R:x>7oux<-l 


EA j) |х+ 5] < |x+10] 

Como sempre esta inequação com módulo pode ser resolvida pelo método tradicional ou por 
interpretação geométrica. 

No método tradicional, consideramos dois pontos críticos que anulam os valores dentro dos 
módulos. São eles x = -10 e x = —5. Devemos então eliminar os módulos, levando em conta os 
sinais que essas expressões têm nesses intervalos. Em cada um dos três casos, fazemos a 
interseção com os intervalos considerados, e no final fazemos a união de todos, lembrando de 
checar se os pontos críticos atendem à inequação. 

A resolução por interpretação geométrica é muito mais rápida. O que a inequação modular 
indica é que a distância entre x e -5 é menor que a distância entre e x e —10. А figura abaixo 
ajuda a chegar à solução. 





Toma-se o ponto médio entre -10 e -5, que ё —7,5 os valores de x da solução devem estar á 
direita deste ponto, para que fiquem mais próximos de -5 que de -10 (|x + 5| < |x + 101). 


| 
| 
-10 -/,S -5 
| 
R: x > -7,5 | 
| 





Gripen NG 
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| 
I 


<H 
d 


grau 
A 


. Equa 
Eme ё 
1 ano do 
© EPCEx, EEAr, vestibulares em geral). 
| estar apto a “detonar” as 






7 


Fquações do segundo 


' Uma equação do segundo grau em X 
| coeficientes reais e à 
- sim, do primeiro grau. A presença do term 


лт ALP MW 
үт», " ; — — 
[< " a т 


cóes do segundo grau 
um assunto abordado em praticamente todas as provas de matemática de nivel de Y 


ensino fundamental (Colégio Naval, Colégio Militar, EPCAr) e médio (EFOMM, 
O aluno que pretende passar nesses concursos deve 


questões desse assunto. 


em a fonna ax! + be + 0, onde a, b e сн 


Z0. Se a valer zero, entáo nào termos uma equação do segundo grau, € 
o em x? é portanto obrigatória. 
Resolver a equação significa encontrar OS valores de x que fazem com que à expressão do 
primeiro membro seja igual a Zero. Esses valores são chamados de soluções ou en са 
equação. No caso da equação do 2º grau, tipic duas raízes, mas ё possive 
também o caso da raiz dupla (ou duas raízes iguais) 
n . га! z 
Existem vários métodos de resolução do 2° grau. au qt 
geral de resolução, cujo nome é “fórmula quadrática , mas erron — € 
como “formula de Báskara". Existem outros métodos que devem м conhecidos, po 
alguns casos, a fórmula geral de resolução resulta em cálculos complicados. 


ao das equações 


Formas incompletas incompleta, 
o segundo grau na forma in P Зо está em uma 


itas vezes encontramos equações d - 
mais sí jp + e = Ú, NER a : 
simples. Dada a equação ax бсіепіе a não pode ser zero). 
b=c=0 (apenas o coe 
м incompleta quando b=0, ou с^» ou 02С 
todos Os Casos, a equação tem duas S. 


y 2 + bx = 0, (с=0, а#0 e Ь#0) A solução é obtida colocando-se X 
* Caso, a equação não possui O termo 


e 

evidencia: 
" * bx = 0 

ax + . 
n ero. Temos então аз soluções: 


: nos será zero quando um dos dois fatores for 2 
ou 


independente. 
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AAA AAA 


ax+b=0 


x = -b/a 
Exemplo: 
5x2 — 35x = 0 
x(5x — 35) = 0 
x=0 ou x = 7. 


b) ax2 + c = 0 (b=0, a#0 e c#0) 


Este tipo de equação possui duas raízes simétricas. 


ах? + с = 0 

x? = —c/a 
C 

x = +f.|—— 
a 


Sáo portanto duas raízes simétricas, ыг E us E É preciso entretanto que -c/a seja 
a a 
positivo, ou seja, a e c devem ter sinais contrários. 


Exemplo: 4x? - 36 = 0 
4x? = 36 

x? = 36/4 = 9 

x = 3 ou x = —3 


c) ax? = 0 (а#0, b=0 e c=0) 
ax 


2=0 

x2 = 0 

х-0 (raiz dupla) 

Esse tipo de equação possui duas raízes iguais a zero. 

Exercícios 

El) Resolva as seguintes equações 
а) 2x? + 4x = 0 01-х2:0 k) (*) 3x2 = 0 
b) () 5x? + 9x = 0 g) ()x2-25=0 |) 4x2 = 0 
c) 5x = x? h) x? = 81 m)x2=0 
d) 7x = -3x? i) 5x2 + 20 = 0 n) 0 = 5x2 
e) 4x2 — 12x = 0 )() 4х2-1=0 0) 4x? = 7x2 


Equacóes do 2° grau impossíveis 


Dependendo dos coeficientes uma equação do 2º grau poderá não ter solução. Na verdade 
não possui solução no conjunto dos números reais. Por exemplo, a equação: 


x2+1=0 


Como x? nunca será negativo se x for um número real, ao somá-lo com 1, o resultado nunca 
poderá ser zero. Este tipo de equação tem solução se estivermos trabalhando com os números 
complexos, entre tanto no ensino fundamental, tipicamente usamos no máximo os números 
reais, para os quais a solução acima não tem solução. Se usarmos os números complexos, 0 
resultado existe, obtido da seguinte forma: 


————————————— _— asti 
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unto dos números complexos, chamamos ү—1 =і. Passamos a calcular todos os 
ҳо con) ámeros complexos em função de 4, que ë o número que elevado ao quadrado resulta 
18 n 


sr i» exemplo, 4/-9 vale 3i. 
e ' 


LH 
81 | 
411 
| t | 
| 
Ë 


opo do ensino fundamental, números complexos nào sáo considerados, e dizemos que 
esc 
NO 


ção é impossível no conjunto dos reais, ou que o conjunto solução é vazio, quando o 
onjunto dos reais. 


e angry 


verso é О € 


forma fatorada 


nica geral para resolver equações, não apenas do segundo grau, é manipular a 


a téc : 
Un de forma que tenhamos zero no segundo membro, e uma expressáo fatorada no 


vação ha s 
yimeiro membro. As raízes da equacáo seráo os valores de x que anulam esses fatores. 





9-162023 2х= 94 Y) х= 4 
Portanto, $ = (1, 2, 3, 41 


OBS.: Obviamente fazemos nesse caso а união das soluções, já que a expressão valerá zero 
quando qualquer um dos fatores for zero. 


Exemplo: Resolver (x - 1)(x — 2)(x - 3)(2* — 16) = 0 | | x 
Esta equação não é polinomial, pois mistura termos polinomiais e exponenciais. As soluções | Ч | 
ão aquelas que anulam algum dos fatores do primeiro membro: | 4 
х-1=0 9 х= 1 | | 
x-2=0 > x=2 1 
x-3=0 х = З | 

| 


А forma fatorada de uma equação do 2? grau ё: 


4x p)(x — q) = 0 (onde a é o coeficiente de x?, que pode ser simplificado na resolução) 


(X= р)(х – q) = 0 


t 
| 
Resposta: x = poux=q 
Podemos também indicar a solução na forma de conjunto: S = (p, q) 
io O a solução de uma equação do 2º grau na forma fatorada é muito simples. A soluções 
depara Próprios valores que estão subtraídos de x nos fatores. Ou se preferir, pode resolver 
adamente as equações obtidas igualando a zero os fatores: | 
PO х=р | 
| 


| 

| 

Ëxem 
k 


Plo: Resolver 5(x — 3)(x + 5) 
Solução. 
ção: As raízes são x = 3 ex= zb 
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E2) Resolver as equações 


-41x-2)=0 f) 3(х + 2)(x + 8) = 0 К) (5x + 3)(2x - 3) = p 
` E » : À g) 5(x - 3)(x + 9) = 0 i) (х + 7)(x -9)=0 
c) x(x + 3)=0 h) (x - 1/2)(x - 1/3) = 0 т) (4-3)2-х)-0 
d) 3x + 1)(х + 2)=0 i) 4(2x + 3)(3х + 7) =0 n) (x + 3(x – 3) =0 
е) 4(x + 12-0 |) 3x(3x + 1) 20 0) (4x - 1)(4x + 1) 2 0 


Se uma equacao do 2? grau nào estiver na forma fatorada, podemos em 
facilmente, usando o método de fatoração conhecido como produto de Stevin ( 
cálculos são simples, exceto no caso de raízes irracionais, nesse caso será 
fórmula quadrática, apresentada mais adiante. 


geral fatorála 
Capítulo 5). Os 
melhor Usar a 


Exemplo: Resolver x? + 5x + 6 = 0) 


A expressão x2 + 5x + 6 pode ser fatorada como um produto de Stevin. Temos que encontrar 


dois números cuja soma é 5 e cujo produto é 6, no caso esses números são 2 e 3. Ficamos 
então com: 


(x + 2)(x + 3) =0 
x = —3 ou x = -9. 


Exercícios 

ЕЗ) Fatore e resolva as equações 
а) ()x2-7x+10=0 D()x2+x-30=0 k) x? + 10x + 2420 
D)x2+4x+3=0 9)x2+2x-48=0 i) x? - 12x + 3220 
c) x?- 12x + 20 2 0 h) x? -3x- 1820 m) х2 + 2x - 35 = 0 
д) х2 – 15x + 5020 1)x?2+x-56=0 п) x? - 6x - 1620 
е) х2 + 15x + 56= 0 )x-6x-91=0 0) x? - 15x - 100 = 0 


Resolucáo por soma e produto 


Fatorar a equacáo como um produto de Stevin e encontrar os valores de x que anulam os 
fatores pode ser feito de outra forma, que é procurar as raízes pelo método da “soma € 
produto”. Quando uma equação do 2º grau tem a=1 (o coeficiente de x?), o coeficiente do 


termo em x (b) é a soma das raízes, com sinal trocado, e o termo independente (c) é o produto 
das raizes. 


Resumindo: 
x? + bx + c = 0 Ə Soma = —b, produto = c. 


Isto pode ser 


facilmente demonstrado. Considere uma equacáo do 2° 
raízes p e q: 


= m 
grau com a = 1 e (0 


(x - p(x- q) =0 


Ë fácil ver que p e q sáo 7 š Jvendo 8 
as Taizes, pois anulam os r i Desenvolv 
z espectivos fatores. 
expressão, ficamos com: P 


x? - qx- px + pq = 0 
x? - (p +q)x + pq = 0 
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ue b, o coeficiente d 
mostra 487» O termo de ]° | 
pa independente (c) é o produto ri Brau, éa soma das man 503 
0» determinado os números cuja soma s TalZes, Podemos resolve » COM sinal trocado, e 


eça » "- | ) 
" тээнэ cujo produto le essas equações “de 
gremplo: Resolver x? - 6x + 8 = 0 


: S números j 5 а 
Аѕ raizes sao O cuja soma e 6 e cujo prod | УР : 
meros São 4 e 6 


pxemplo: Resolver x? + 10x + 21 = 0 
Agora buscamos números cuja soma seja -10 e cui | 
ы Se JO produto seja 21. Os números procurados 


Exemplo: Resolver x? — 3x — 40 = 0 
Desta vez, O termo independente é negati 


Resumindo: 


Se c é positivo, as raizes têm o mesmo sinal, que é contrário ao sinal de b, e b representa a 
soma dos módulos das raízes. 


Se c é negativo, as raízes têm sinais contrários. O valor de b é a diferença entre os módulos das 
raizes. À raiz de menor módulo terá o mesmo sinal de b. 


Exercícios 

F4) Resolver mentalmente as equações, a partir da soma e produto das raizes. 
a)x2+8x+15=0 f) x2 - 13x + 30 =0 k) x: - 16x - 80-0 
0) 2+ 10x «24 = 0 g) x2- 14x + 48 = 0 )х2-5к-50-0 
0)x2+5x+6=0 h)x2-11x+18=0 os 
0)x2+17x+30=0 i) x2 - 35x + 150 = 0 iron 
6)x2+12x+20=0 )x2-20x+91=0 o) x? - 11x- 


Completando quadrados 


= 9 
Esta técnica permite a resolução de equações do 2* gr 
Бега] de resolução. Considere а equação: 


au sem a necessidade de usar a fórmula 


x-32 = 95 


uadrado, é igual a 25, que é o 
termo (x - 3), o ao q 


s resolução dessa equação é fácil. O ) vale 5, 00 entáo 


mesmo que 52. Isto significa que (x — 


D Primeiro caso, se x — 3 = 5, então X = 8. 


_ 2293-52-24 
No segundo caso, se x — 3 = —5, então X i 


rmamos um quadrado 


fo 
o grau quando número no 2* 


po, Note que este 


V 
“mos então que é fácil resolver uma 
emplo: 


eei no 1° membro, e um número Ї 
embro nem mesmo precisa ser um qu 
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LGE 
e-12=5 Rita 


x-1245, x=1+45 
х-1--45, х-1-45 





Podemos escrever x = 1+ V5, para indicar que estão indicadas duas raízes, conform 
tomado para o radical seja positivo ou negativo. Š 0 valor 
Sendo assim, a técnica de completar quadrados pode ser usada para a resolucáo de 
equação do 2º grau, sem a necessidade do uso de fórmulas. qualquer 


Exemplo: Resolver a equação x? + 6x + 5 = 0, pelo método de completar quadrados, 


Para completar quadrados, devemos fazer com que apareça na expressão, o quadrado de u 

expressáo do tipo x + k. Para tal, checamos o termo em x, que vale “duas vezes o a 
pelo segundo”. Sendo assim, 2.k.x = 6.x, isto significa que k=3. Devemos então manipular ; 
expressão para que apareça (x + 3)?, que no caso é o mesmo que x? + 6x + 9. i 


À nossa expressão tem um 5 ao invés de 9, portanto somaremos 4 aos dois membros, para que 
apareça o 9, fazendo com que tenhamos (x + 3)?. 


x2 + бх + 5 = 0 

x2 + 6x + 5 + 4 = 0 +4 
x2+6x+9=4 

(x +3)? = 4 


Esta manipulacáo é chamada de “completar o quadrado”, e consiste simplesmente em somar 
um número nos dois membros da equação para que resulte no primeiro membro, um trinómio 
quadrado perfeito. Podemos então extrair a raiz quadrada e levar em conta os dois sinais 
possíveis. 


x + 3 = 202 
x = —3 +2 
Logo, x = -1 ou x = -5. 
Exercícios 
E5) Complete quadrados e resolva as equações abaixo: 
а) (*)x2-4x-5=0 f) x2+ 8x + 1220 к)х2+х+2 =0 
b) (*)x 8х + 15=0 9)x2+24x-25=0 )x2-3x+2=0 
c) х2 + 14x + 33 = 0 h) x2 + 40x + 175=0 m) (*) 36x2- 24x - 77 = Ü 
d) x? - 20x - 300 = 0 i) x2 * 12x-45 = 0 n)4x2 - 8x * 370 
e) X - 16x + 39 = 0 j) x - 30x + 200 = 0 о) 9х2 + 36x + 35 = 0 


Fórmula geral da resolucáo 


Também chamada de “fórmula quadrática", a fórmula geral da resolugáo da eq Sd 
grau é conhecida erroneamente no Brasil como “Fórmula de Bhaskara - a g COMO 
exatamente o porque isso ocorreu. Segundo contam renomados professores e algun 
Elon Lages Lima, do IMPA, famoso e renomado matemático, por volta dos a indian 
autores de livros de matemática passaram a atribuir esta fórmula ao matemátü y 
Bhaskara. Na história da matemática, nào consta que Bhaskara tenha criado nhe? 
Outros autores brasileiros passaram a "repetir o erro", e atualmente esta fórmu? ° emb 


: e ser 
com este nome, somente no Brasil. Náo há mal em usar este nome, porem dev | 


( 


zo do 7 
us аре 
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Cap —— Luição ё indevida. Procure por “quadratic formula” na Internet e você verá o nome 


que - procure por “Baskara formula” e você encontrará apenas referências brasileiras. 


„la quadrática determina os valores das raízes de uma equação do 2° grau na forma ax? 


À t = 0. As raízes são: 
+ 


2a 


A formula fornece duas raízes, que sáo obtidas levando em conta o sinal “—”, e depois o sinal 
«,^ antes do radical. 


o: Resolver a equação x? - 5x + 6 = 0. 
Aplicando a fórmula, temos: 


5+ү25-4х6 _3+1 que resulta em 3 e 2. 
2 2 


A demonstracáo da fórmula quadrática é muito fácil. Basta completar quadrados na expressáo 
original. 


ax2+ bx + c = 0 
a2x2 + abx + ac = 0 


Para que apareça o quadrado de (ax + k), devemos ter 2ax.k = abx, ou seja, k=b/2. Devenis 
somar (b/2)2 aos dois membros: 


ax? + abx + (b/2)2 = (b/2)? — ас 
Ex + bj)? = (b2)2 — ac 
Multipliquemos toda a equação por 4, para evitar os denominadores 


(дах + b)2 = b2 


— 4ac 


ax + b) = дас 
x= 04 JP? -4ас 


2a 
Exercícios 
7) Resolver as seguintes equações usando a fórmula quadrática. 

n. IX T2 20 f) x2 - 15x + 56 = 0 к) 5x? + 20x - 25 = 0 
47 K+8=0 g) x?-3x-40=0 i) 6x2 + 24x - 192 = 0 
de 710-0 h) х2 + 14x+45=0 m) 6x2 - 36x - 162 = 0 
oo, 15-0 i) x? - 11x + 18 = 0 n) 6х2 + 96x + 378 = 0 

0 12+32=0 j) 5x2 + 60x + 100 = 0 о) 6x? + 18x + 12 = 0 


OBS: Simplifique por 5 primeiro 
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E7) Resolver as seguintes equações usando a fórmula quadrática. A 


a) 7x? — 48x + 36 = 0 f) 21x2 - 87x - 90 = 0 К) 4X? * 6x «629 
b) 5x? - 13x - 28 = 0 g) 3х2 + 17x + 10 = 0 ) 18x? - 3x -36 =Q 
с) 5x? - 4x 20 = 0 h) 4х2+х-3= 0 т) 4x? + 13x « 320 
d) 7х2 + 29x - 30 = 0 i) 6x2 – 39x — 21 = 0 n) 24x? - 52x + g » 
e)2x2-x-3=0 |) 4x2 + 9x +2=0 0) 12x? + 50x + 28 =p 


Em provas de concursos, raramente sáo propostas questões do tipo “resolva a 
mais comuns questóes que pedem valores para que seja atendida uma certa c 
caso é preciso saber não apenas resolver a equação, mas conceitos sobre o fun 
equações. Por exemplo, saber o conceito básico de que se a é raiz de uma e 
então P(a) vale zero. 


equação” Sáo 
Ondicáo, esse 
Clonamento d 
quacáo P(x) =0, 


Exercícios 
E8) Para que a equação kx? - 2(k - 1)x + 3 = 0 admita uma raiz igual a -1/3, k deve ser: 
(A)-3 (B)1 (С)3 (D)5 (E) МКА 


E9) (*) Resolver a equação 4 4 4x х-1 


4—2x х-4 x+2 








Е10) Determine o valor de x na equação x эх. 3х +1 


9-x! x43 x-3 





OBS: Eliminar os denominadores, e lembrar que valores que anulam denominadores devem ser retirados 
da solução. 


E11) Se o par ordenado (2, -1/2) é um ponto do gráfico da função у = x2/2 – 2х + 3m - 1, 
entáo o valor de m é: 


(А) 0,8 (В) 6/5 (C)! (D)O (E)56 


2 
2x 2 24а. = para х#+1. 


E12) Resolver a equação 
x+1 x—1 -1 





Discussáo pelo discriminante 


A expressáo b? — 4ac, que fica dentro do radical na fórmula quadrática, é chamada оо 
discriminante, (não confundir com “determinante”) e representada pela letra gres? Ñ 
maiúscula (A). O discriminante traz uma informacáo importante a respeito das raizes 
equacáo: 


a) À = 0: A equação possui uma raiz dupla real. 


— : será pulo. 
De fato, quando temos A-0, ambas as raízes reduzem-se a e. pois o termo DNA 


2а drado 
~ 4 ua 
Isto ocorre quando o trinómio do 2º grau existente no 1º membro da equação € um q 


perfeito. 


Exemplo: 
x2+2x+1=0 
(x + 1)2 = 0 

Raiz dupla x = -1 


A 
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-9 


D> 0: A equação possui duas raizes reais e diferentes RO  £@( —— 24 
b 


4 +A resultará em dois valores di 
s e diferentes. 





: i 
' erentes, e simétricos, o que resultará em duas 
ges те 


: A < 0: A equação não possui raízes reais. 


Como não é permitido extrair a raiz quadrada de 


| um número п gati 
sultará em números imaginários, ou seja, ханыг 
re 


, O te 
fora do conjunto dos reais, mo +4А 


Note que se é pedido apenas que a e 


quacáo seja discutida (d 
acima), não é preciso resolver a equaçã anay oan 


ps дэ condições 
' apenas calcular o valor d 
aizes (reais е iguais, diferentes ou inexistentes (não reais, ou Pega > e dizer como sáo as 
Exercícios 
E13) Discutir as equações abaixo. 
axi -3x * 570 f) 4x? - 12x + 302 0 k)x2-10x+25=0 
b)x?-x+10=0 9)x2-5x-11=0 )x2+x-99=0 
0)x2+6x+9=0 h) x? + 40x + 1000 = 0 m)x2-2x+10=0 
d)x+x-11=0 


i) 2015x? - 4x -1 2 


в) х2 + 4x - 1220 1 7x? -3x «1120 


п) 16х2-х+1=0 
0) х2 + 10x+20=0 
El4) A equação x? - (2m — 1)x + m(m 


- 1) = 0 admite raízes reais para: 
(A) m-0 (B) m-2 (С) m=3 


(D) qualquer valor de m (E) (2m - 1)? - 4m(m - 1) = 0 
El5) Resolver X + 3 (X+2 4 2x +7 


x + 2 x+3 (х-3Хх-2) 





El6) (*) A equação x2 + (Sm — 1)x + (p? 
(А) т = 1/5ер> 3 
Ш) т = 2/5е-2 <р<9 


— 9) = 0 terá raízes reais e simétricas рага: 
(В) m = 2/5 ер <2 (С) т = 2/5ер < 2 оцр> 9 
(Е) m = 2/5 ер = 2 


2 
Para que а equação y? КЕ 


E17) 





= ax tenha raízes reais, é necessário que: 


ахь (B)bz0 (Cjaz2b (D)bz2a (Е) МКА 


E18) (*)А equação 2x? — 5x + a — 1 = 0 tem apenas uma raiz nula para: 


Ma=2 (Ba-0 (C)a=338 (D)a-1 (Eja=178 


Gráfico do trinómio do segundo grau 


ma equacáo ë uma proposição matemática que pode ter dois valores: verdadeiro ou falso. 
0 
i “Xemplo, considere a seguinte equação do 2º grau: 


S Ga 


ч. “entença matemática é afirmação de que o valor da expressão (x? — 5x + 6) tem valor 
li: Esta afirmação é verdadeira ou falsa? Isto dependerá do valor de x. As raízes AN 
: “ан 880 justamente os valores de х que tornam a afirmação verdadeira, no caso, x = 2 e x 
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Considere agora a expressáo x2 — 5x + 6, sem levar em conta se seu valor ë zero 


Ou nã 
uma expressão algébrica do tipo polinomial, do 2° grau. Chamamos esta Pta E Esta 
trinômio do 2º grau. Como o valor deste trinômio depende de x, podemos usá-lo ыо de 
uma funcáo, também chamada de trinómio do 2° grau. Podemos entáo escrever efinir 


f(x) = x? — 5x + 6, ou y =x2- 5x + 6. 


Como toda função, o trinómio pode ser representado em um gráfico no plano cartesiano, p. 
gráfico é uma curva chamada parábola. MO 


Ao lado temos o gráfico da função dada por 
y = x?— 5x + 6 


O gráfico mostra alguns dados interessantes 
Note que o eixo x ë interceptado pela curva 
nos pontos x=2 e x=3. Esses valores sáo as 
raízes do trinómio, ou seja, os valores de x 
que fazem com que o valor do trinómio seja 
igual a zero: 


y =x? — 5x + 6 Ə x-2 ou x=3. 





Observe que a curva corta o eixo y em y=6. Este é o valor da função quando x=0. De fato, 
fazendo x=0 na fórmula, teremos y = 02 - 5.0 + 6 = 6. 


Esta parábola tem sua concavidade voltada para cima. Isto ocorre sempre que tivermos 420, 
ou seja, o coeficiente de x^ for positivo. 


As parábolas possuem um ponto onde apresentam um valor máximo ou mínimo. Este ponto é 
chamado de vértice da parábola. Existem fórmulas para calcular as coordenadas do vértice de 
uma parábola: 


x, = —b/2a = média aritmética das raízes 
yy = À—A/4a 


No capítulo 21 abordaremos detalhadamente o assunto. 


Exemplo: Qual equação é melhor representada pelo gráfico abaixo? 


(A) f(x) = -x? - 4x + 3 
(B) f(x) = x^ - 4x - 5 
(C) f(x) = -x^ + 4x - 3 
(D) f(x) = -x2 + 4x + 5 
(E) f(x) = -x? - 4x - 3 
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P ptu? 13 - -3 š E 
giu dade da parábola está voltada para baixo, 





l 
A йн үй atendem a esta condição. ОВО devemos ter а<0. Todas as 5 
Jem 
q eixo Y é cortado em y = 5, logo с = “3. Apenas as alternativas (C) e (E) atendem. 


А ;pscissa do vértice (-b/2a) vale -2, então (-b/2(-1)) = -2, portanto b =-4. A resposta correta 
é (0) 


relações entre coeficientes e raízes 


gm qualquer equação polinomial, e não apenas as do segundo grau, os valores das raízes estão 


diretamente relacionados com os seus coeficientes. Nas equações do segundo grau, como 
mostraremos, as principais relações são: 


Soma das raízes: -b/a 
Produto das raízes: c/a 


Essas relações são utilizadas em um grande número de problemas. 


Soma das raizes 


Considerando uma equação do 2º grau na forma ax? + bx + c = 0, com raízes x, e хо dadas 
por: 


-b- JA. —b VA 
= —— 3 Mi RR 
2a 2a 


X 
Somando os dois valores temos: 


pex OVA -b+ A -2b 5 


2a 2a a 


Produto das raízes 
Partindo da fórmula das raízes, calculemos seu produto: 


tx, в-а) (+) 2-А b-(b-4a) c 
— au, 2 
a 


2ax2a 4a” 4a 





obviamente, quando a=1, essas relações ficam reduzidas a S = —b e P = c. Sendo assim, uma 
Mação do 2° grau pode ser escrita como: 


um 1 

» - 

e ман raízes de uma equação do 2º grau, podemos compor à equação calculando sua soma 
uto e usando a fórmula acima. 

(A) ela Considere a equação 2x? — 10x + 1270 e responda: 

Оо нан das raízes ë 10 (B) A soma das raízes é -5 

(E) Аз oduto das raízes ë 6 (D) O produto das raizes € 5 


*$ sáo irracionais 
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510 O ALGEBRISTA 
Solução: Antes de mais nada, simplifiquemos a equação por 2, ficando com: 


х2 — 5x + 6 = x? - Sx + P = ; então S=5 e P=6 


Testemos agora as afirmativas: 


(A) Soma das raízes é 5, e náo 10 

(B) A soma das raízes é 5, e não -9 

(C) O produto das raízes 6 6: CORRETO !!! 

(D) O produto da raízes ë 6, e náo 5. 

(E) As raízes náo sáo irracionais, pois A=1, que é um quadrado perfeito. 


Resposta: (C) 


Diferenca das raízes 
Eventualmente podem surgir questóes envolvendo a diferença das raízes: 


-0-/a-Co+Ja)_ a МА 


X — X = 
2a 2a a 


). Quando se trata de diferenca entre dois 


Neste caso calculamos (a menor raiz) - (a maior raiz 
álculo o inverso. Se calcularmos a 


nümeros, nào está explícito se o que deve ser feito é este c 
maior — a menor raiz, o valor será o seu simétrico: 


JA 


— U 


a 


Outras operacóes com as raízes 


Muitas operações com raízes podem ser expressas em função d 
Chamando as raízes de p e q, temos os seguintes exemplos: 


a soma e do produto. 


р2 + 4 = (p + 9)? - 2.p.q 
p? + q? = (p +q)(p? - pq + 9) = (p + 9р + q)? - Зра] 


1/p + 1/ = (p + q)/Pq 

Quase sempre conseguimos manipular expressões algébricas simétricas d я 
(aquelas que náo se alteram quando trocamos р com q) рага exprimi-las em funça 
do produto. 


e duas variáveis р q 
o da soma 6 


Exercícios 
| íze 

E19) Determine m na equação x2 + mx + 36 = 0 para que a soma dos inversos de suas raiz 

seja 5/12. 

(А) 16 (B)6 (C)9 (D)-6 (Е) МКА 


: | 
бы. que o produto ын 





E20) Dada a equação x° + = kx, determine o valor de k para 


seja 2 e a sua soma seja positiva. 
(4)3 (B)-3 (O13 (D)1⁄3 (E)0,5 
E21) Calcule a média aritmética das raízes da equação x? — 8x + 15 = 0 
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| (3141 | 
OA O e hi 
(A) = A 
*) CN 77 - A soma da média aritmética com a média geométrica das raízes da equação 1111 
P өх + a? = () dá: | | Ї 
_4+а? 8+a? 4+а? 11! 
pa (в) 2242 (QSS SE, ys 11! 
i a a | 


CN 83 - A soma dos cubos das raízes da equação x? + x — 8 = 0, é: 


a 8)-8 (0-12 (0)-6 (m8 


(04) А equação х? A + 1 = 0 tem suas raízes representadas por а e B. Determine o valor 


В? 


da expressão x T 


Resolvendo mentalmente - I (soma e produto) 


Lembremos que uma equação do 2? grau pode ser expressa na forma x? – Sx + P = 0, onde S 
e P são, respectivamente, a soma e o produto das raízes. Podemos entáo, com alguma 
habilidade numérica, resolver tais equacóes mentalmente, determinando "quais sáo os 
números que somados resultam em ... e multiplicados resultam em ... ?”. Na maioria das vezes, 
é fácil determinar tais números: 


x) 8х + 15 = 0: Soma 8 e produto 15, as raízes são Зе 5 

x2 + 30x + 200 = 0 : Soma 30 e produto 200, os números são 10 e 20, ambos com o mesmo 
sinal, que é negativo, pois -S = 30, 5 = —30, as raízes são -10 e -20. I | 

xi - 5x — 50 = 0: Como o produto é negativo, as raízes têm sinais contrários, então -Séa 
diferença dos módulos das raízes. As raízes são —5 e 10 (a de menor módulo tem o sinal de b). 


Já fizemos resoluções mentalmente no exercício 4. Ocorre que nem sempre isto pode ser 
usado. As raízes serão números inteiros apenas no caso em que À é um quadrado perfeito, 


caso contrário, serão da forma p+ Jq , e não será possível determiná-las mentalmente usando 


soma e produto. 


Resolvendo mentalmente - II 


Também fica difícil resolver mentalmente quando o coeficiente a é diferente de 1. Nesse caso, f 
resulta em: d 


ax tbx4c-Q 


х? + (b/a)x + (c/a) = 0 


quando à soma e o produto envolvem frações, O cálculo mental fica bem mais dificil. Por i 
15x2 | 


Mais sa á 
Quais 540 08 dois números que somados dáo 19/15 e multiplicados dáo 6/15: 


A Tes | 
очса is få ifici inad li 
de ilgebra), fica mais fácil quando usamos o seguinte artifício (raramente ensinado em livros | 


1 
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PE ÓOEE + CS a E a E 
1) A partir da equação original ах? + bx + c = 0, formamos uma outra equação na forma y? 
bx + ac = 0, ou seja, com coeficiente de x2 igual a 1, com o coeficiente de b igual ao d 
equacáo original, e com termo independente igual ao produto dos coeficientes aec da 
equacáo original. 


2) Resolvemos mentalmente esta nova equacáo e determinamos suas raízes. 


3) Dividimos agora essas duas raízes pelo coeficiente a da equação original. Esses valores seráo 
as raízes da equação original: 


Exemplo: Resolver 15x? - 19x * 6 = 0 

Nova equação: x? - 19x + 90 = 0 

Suas raízes: 10 e 9 (soma 19 e produto 90) 

Dividindo por 15: 10/15 e 9/15, que simplificando resulta em 2/3 e 3/5. 
Exemplo: Resolver 2007x? — 2008x + 1 = 0 

Nova equação: x? — 2008x + 2007 = 0 

Soma 2008 e produto 2007: 1 e 2007 

Dividindo por 2007: 1/2007 e 1. 

Resposta: 1 e 1/2007. 


A justificativa para o funcionamento deste artificio ë muito simples. Comparemos as duas 
equações: 


—-b+vb” -4.a.c 


Equação original: ax? + bx + c = 0, raízes são 
a 
PE 
Equação transformada: x? + bx + ac = 0, raízes são —b+vb —4.l.ac 
2 


Comparando as duas fórmulas, vemos que dadas as raízes da equacáo transformada, basta 
dividi-las por a para obter as raízes da equação original. 


As regras de sinais são as mesmas para todas as equações do 2º grau: 
1) Se necessário, troque todos os sinais para que a fique positivo 
2) Se c é positivo, as raízes têm o mesmo sinal, e b é a sua soma, com sinal trocado. 


3) Se c é negativo e b é, em módulo, a diferença dos módulos das raízes. A raiz de menor 
módulo tem o mesmo sinal de b. 


Exercícios 

E25) Resolver mentalmente as equações 
а) (*) 2€ +6x+4=0 f) 7x? + 10x+3=0 К) 4x2 + 12x+5=0 
р) 2x2 * 7x * 320 g)2x? * 9x «7 z0 i) 3у2 + Ty 4-0 
с) 3x2 + 8x + 5=0 h) 6x? + 11x «320 m) 5m? + 8m * 370 
d)5x? + 7x 220 i) 5x2 + 12x * 7 30 п) 3k? + 14k * 8 = 0 
e) 8х2 + 10x +2=0 |) 6x? + 25x + 24 = 0 о) 522+ 92+ 4 = 0 
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P) 1082 + 11х-6=0 0 IX + 15x «8-0 к) 6x - 19x «8-0 | 
р) 3x2 8x *570 g)4x? - 14x «7 20 |) 4х2 - 17x + 1320 | 
aa + 24x - 26 = 0 h) 13x? - 9x - 4 - 0 т) 11x? + 2x-9=0 191 
е) 112- 13x + 2 = |) 13x2- 16x+3=0 0)7x?-2x-5=0 (141 


|  gxercícios de revisão 


E27) Resolver as equações: 


з) xt - 169 = 0 f) 9x? + 7x = 0 к) х2 + 5x- 14 20 
b) 7x? - 1008 = 0 9) X - 13x + 36 20 i) x? + 17x - 138 = 0 
c) 42x2 - 24 = 6x2 + 201 h) x? - 15x + 44 =0 m) x? - 30x + 176 = 0 
dx -7x = 0 i) x -9x -36 = 0 n) x? - 8x - 660 = 0 
е) 8x? = Эх ) х2+ 11x «2420 0) 25x? - 20x - 96 = 0 
E28) Resolver as seguintes equações 
а) 2-х-11=0 0) x?-5x-5=0 К) 7x - 10x - 120 
Б) x?- 11x + 1970 9) x? - 7x - 1920 ) 2x? - 12x * 320 
c)? -9x * 970 h) х2 + 13x «420 т) 13x? - 2x-2=0 
d)x?+5x-5=0 1) 12x* + 10x-1=0 п) 9x? -2x-3=0 
e)? -3x-9-0 j) 7х2 + 6х-3=0 о) 5х2 +х-2=0 
E29) Resolver as seguintes equações SEM USAR A FÓRMULA QUADRÁTICA 
a) 2x?-2x-1=0 f) (°) Kx? — 2pkx + p? — q? = 0 k) x2 + 2bx — a2 + b2 = 0 
р) 3х2 + 4x-2=0 g) х - 2ax + a2 — b2 = 0 i) x? - 2acx + a2(c2 — b?) = 0 
c) 10x? - 26x + 12=0 h) x? – 4bx + 4b2 -R = 0 m)x-x-120 
d) (x - 15)(x + 15) = 400 I) xš — (a + b)x + ab = 0 n) 15x? -7x-12=0 
e) 42 + 17x+4=0 j) x? - 2ax + a? — 4b2 = 0 о) х2 +х+1= 0 


E30) Resolver as seguintes equações: 





















































2 — 
gd, 1 217» р 5 ,l2-x go Ll, 1, Ll, g 
Pel dud аша? +6 x-6 a b x а+ф+х 
? T ë 
T x+5 7 a ажх a+2x \+2 x-2 x-+l 
X Х- 0 2х — x2 
o) х рх-аах- h) RENE: 5 10 m) „2+. 
| Y M I 0-5 x+5 3 х+2 2x ` 
| 
; x х-1 х-1 x 
e) 1-ах ЛЭН pc) X+8 5. 24 
1-ах11-Ах-- х-8 х-4 
E31) Resolver as equações: 
a) 2x 2 
СЕЗЕ ¡EAT Н бий eg 
4 (m+n) (m+n)Y 
2 -4 3 
=p. PE гроза ШРИ РЕ MP. Ii 
5 х-2 x+2 x —4 I 
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E32) Resolver as equaçóes 


al. xl 
x 2x*+2x 
p — 8 4 4 








2х +1 10 2х—1 








2х-1 4x-1 2х +1 





2 
Je | TESE 
5 5 


f) 3x? + 7x2 = — 


g) 2 16-48 
x 
h) (x — 4)(x — 1) = 10 





Jae ЛОНЕНИЕ: 


x+4 x+6 x? +10x+24 








— — Tn AM—sA Nmsn —  — 











| n) 4x? + 8x — 10 = (2x - 3)(2x +7 
à-*5 4.3 225 92433 )4x (2x - 3)(2x +7) 
x+] x- x12 x«l 
1 | 6 ] 1 
41.82 үз 2 аб 1,1 
X X+3 x-1 х-2 х-2 х-1 2 1-х 
E33) Formar a equacáo do 2° grau cujas raízes sao: 
a)4e 13 f) 2/3 e -3/4 k) 1/(a + b) e 1/(a — b) 
b) Ве -11 g) 1 e 1/100 i)kek? 
c)99e-7 h) 1/a e 1/b m) 16 e -16 
d) 3 e 21 i) 6 e - 90 n)ke 1/К2 
e)? e. j) Jab , 2-1 0) 1/47 е 1/67 
b d a—b 


E34) Sabendo-se que p e q são raízes reais da equação 2x? — 7x + 2m — 3 = 0, encontre o valor 
de m, que satisfaz à relação 3p - q = 1/2. 


(A)5 (B-5 (O4 (D) (BS 
E35) Para que a equação kx2 — 2(k — 1)x + 3 = 0 admita uma raiz igual a 1, o valor de k deve 
ser: 


(1 (B)2 (O3 (D4 (BS 


E36) Dê a equação do 2? grau cujas raízes são a solução do sistema 
2x - 5y = -9 
x + 4y = 8,5 
(A) x? - 5x - 2 = 0 
(D) x + 5x + 2 = 0 


(В) 2x? - 5x +2 = 0 
(E) NRA 


(C) 2x? +5x +2 = 0 


E37) Considere as expressões abaixo e responda: 








1) x° = 4; 2) 2(5 + x) = 10 + x; 3) (x + 9)2 = х2 +4 
4 4i. 2 5) x+2_, 
x 2 x+2 2 


(A) Todas são verdadeiras para Vx e R 
(B) Uma delas não é verdadeira para nenhum valor real de x 


— ай 
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todas são falsas para Vx e R 
Apenas uma delas não é falsa para Vx e R 
E) Apenas as de números (1) e (2) são verdadeiras para Vx e R 


E38) Determine o conjunto solução da seguinte equacáo: 


3 5o 
СЕС ЖУЛ —3х x 


А) ИЗ) (B) (43) (О) (322. (D) (0) (Eg 


-I 
E39) Considere a equagáo x + 5 173 + e indique a alternativa correta: 





(A) V = {3} B) V= (17,3) (C) V = (1, 3) (D) V=(1, 17) (E) NRA 


F40) Determinar o menor valor inteiro de m, para que a equação x? — 3x + m/2 - 1 = O não 
possua raízes reais. 


E41) Determinar a soma das raízes da equação 2mx? + 4x — 3m – 2 = 0, sabendo que uma das 
raízes é nula e que m é um número real. 


E42) (*) Determine o produto dos valores de m na equação 2x? - (m - 1)x + 3 = 0 para que 
uma das raízes seja o triplo da outra. 


E43) CEFETO 98 - As raizes da equaçao 2x? + mx + 1 = 0 sáo positivas e uma é o dobro da 
outra. Determine m?. 


E44) CEFET 2001 - Sabendo que os números q е г são tais que д?г + q.r? = 6, podemos 
afirmar que q e r são raízes da equação: 

(A) 2x2 + 4x -6 - 0 (В)х2-х-12-0 (C) 3x2 - 9х * 4-0 

(D) -х2 + 6x «1-0 (E) -2x2 - 12x + 6 = 0 


E45) Determine o discriminante da equação x? + bx + c = 0, sabendo que suas raízes são dois 
múltiplos consecutivos de 5. 


FA6) CEFETO 2001 - Calcule o nümero inteiro positivo que deve ser adicionado a cada fator 
do produto 5x13 para que esse produto aumente 175 unidades. 


E47) CN 75 - Achar o produto dos valores inteiros de M que fazem com que a equação em x, 
4x? 
MM = 0 nào tenha raízes. 


Ao (i (p.i pa (E4 (FNRA 


Po (*) CN 75 - Calcular a soma dos valores de m e n de modo que as equações (2n + m)x? — 
t4=0e (6n + m)x? + 3(n — 1)x — 2 = 0 tenham as mesmas raizes. 
A 
998 (вул (C)-95 (0)-3387 (E)! (FNRA 
m CN 76 . Sabendo que na equação x2 + Bx – 17 = 0, B é positivo e que as raízes são 
ТӨВ, achar a soma das raizes: 


k W) (B) 16 (C)-17 (D)-10 (E) -16 





| 
| 
| 
| 
| 
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E50) (*) CN 76 - Dar os valores de m, na 
equação mx? — 2mx + 4 = 0, para que às suas 
raízes tenham o mesmo sinal. 


(A) m<0 (B) m23 (C) m27 (D) m<5 (E) m24 





r 
e 


E51) CN 77 - Se as equações do 22 grau (2p * 
q)x? - 63x -370 e (бр - 3q)x? - 3(p - 2x — 9 = 
0 possuem as mesmas raizes, então: 

(A) p=6q+2 (В)р+а=7 (C)3q=p*- 
(Dp-2-0 (Е) 2р + 342 8 

Е52) CN 78 - А soma dos cubos das raízes da 
equação x° -AM3x - 39 -0 ё: 

(A)-3 (B)-12 (O-9 (0)12 (BS 





Alunos do Colégio Naval 


E53) CN 78 - Para que 4+ ЛіІ seja uma das raízes da equação x2- Bx + C = 0, com B e C 


inteiros, o produto BC será: 

(A)20 (B) 40 (C)30 (D) 60 (E) 64 
E54) CN 78 

O valor de K positivo, para que a 
(уб (B)8 (C)5 (D)! (BI 


A soma dos valores reais de £ que fazem com que a equação x2 — 
suas raízes igual ao quadrado da outra é: 


diferença das raízes da equação x2 - 9Kx + 2K = 1 seja 10 é: 


E55) CN 78 - 9(k + Dx + k? 
+ 9k — 3 = 0 tenha uma de 


(A)3 (B4 (O5 (0)6 (87 

E56) CN 78 - Se na equacáo ax? + bx + c = 0 a média harmônica das raízes é igual ao dobro 
da média aritmética dessas raízes, podemos afirmar que: 

(A)2b?-ac (B) b2=ac (C)b?-2ac (D)b*=4ac (E) b2 = Bac 


E57) CN 79) - O valor de K na equação x^ + Mx + K = 0, para que uma de suas raízes seja 0 
dobro da outra e o seu discriminante seja igual a 9 é: 


(А) 20 (В) 10 (С) 12 (0) 15 (E) 18 


Е58) CN 79 
A soma dos quadrados dos inversos das raízes da equação Kx? — Wx + p = 0, sendo Кр®0. ё: 


W° —2K, W? -4K ug? 
MESE LL с) 2Kp-W^ p 4Kp-W' (р) АР 


p p p p W 

E59) C) CN 81 - Na equação x? — mx - 9 = 0, a soma dos valores de m, que fazem com que 2 
ruas raízes a e b satisfaçam a relação 2a + b = 7, dá: 

(A)35 (B)90 (C)105 (0)10 (E)9 


E60) CN 81 d Os valores de K que fazem com que a equação: Kx? - 4x + K = 0 tenha raízes 
reais e que seja satisfeita a inequação 1 — K < 0 são os mesmos que satisfazem a inequação: 


БЭР” 
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(0) x“-3x+2<0 (E)x2-3x+2>0 


61) CN 84 - O valor de a рага que a soma dos 
2+ (2 - a)x - a — 3 = 0 seja mínima é: 


Ар) 89 (O42 (D)-1 (E)-9 


862) CN 84 - А equação k?x — kx = k2 


A) um valor positivo de k 
(C) 3 valores distintos de k 


quadrados das raízes da equacáo 


- 2k — 8 + 12x é impossível para: 
(B) um valor negativo de k 
(D) dois valores distintos de k (E) nenhum valor de k 


E63) CN 85 - Sejam r e s as raízes da equacáo х2/3-3х-47-0. O valor numérico da 
expressão (r + s + 1)(r + s – 1) é: 


(A) 9/7. (B)37 (OM (0)48 E2 


E64) CN 86 - A média harmónica entre as raízes da equação 340x2 — 13x — 91 = 0 é: 
(A)7 (B)-7 (C)3407 (р) 17 (E)-14 


E65) (*) CN 87 - O conjunto dos valores m para os quais as equações 3x2 — 8x + 2m = 0 e 2x2 
-9х + m = 0 possuem uma e apenas uma raiz real comum ё: 

(A) unitário, de elemento positivo 

(B) unitário, de elemento não negativo 

(C) composto de dois elementos não positivos 


(D) composto de dois elementos não negativos 
(E) vazio 


E66) (*) CN 87 -A equação do 2º grau x? — 2x + m = 0, m<0, tem raízes Xj € xo. Se 
xr. +X, =a е x +X. =b, então х" +x? é igual a: 


(A)2a+mb (B)2b-ma (C)ma+2b (D)ma-2b (E)m(a- 2b) 


E67) (* 
ES 0 


CN 87 - Considere os números reais x — a, x — b e x — c, onde a, b e c são constantes. 
valor de x para que a soma dos seus quadrados seja a menor possível? 
(A) te (B) atbte (C) хэлж (D) € (E) ure 





E68) CN 98 - As raízes da equação 2x? - x — 16 = 0 são r e s, (r > s). Calcule o valor da 
expressão: r^ — s* 
r +r2s + rs2 + s2 
| (A) У129 (В) 4127 127 129 


== WO) (D) — (Е) impossível calcular 
` 2 4 4 


E6 
9) CN 89 - Um aluno, ao tentar determinar as raízes хү e x9 da equação ах? + bx + c = 0, 


а.с "Жу 
| o, explicitou x da seguinte forma: x = 


| Conta 
A) x, 


. Sabendo-se que não teve erro de 


—-b+vb” —4ac 
2с 


> Encontrou como resultado: 


ех» (B) -xX;e-x9 (C) lxiel/xə (0) схіесхә (E) a.xi e a.xg 
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E70) CN 90 - As raízes da equação ax? + bx + c = 0 são iguais a m e n. Assinale a equação 


o r 4 8 3 
cujas raízes sao m en”. _ 
) ax? - b(3ac - Ь°)х + c = 0 


А) adx? — b(3 + b2)x + с? = 0 a 
E 2352 + Wen foi a +c= 0 (D) ax? +b(b? – 3ac)x - с 
(E) ax? + b(b? - 3ac)x + сё = 0 


0 


е x 2 + bx + c = 0, a70, usa-se o recurso d 

91 - Para se explicitar x na equação ax ` ' 
E71) CN шил udi Usando-se o recurso da complementagao de cubos, um aluno 
da equacáo х3 - 6х2 12x - 29 = 0. Pode-se afirmar que: 


complemen 
determinou uma raiz real (r) 


(A)O«r«1 (В)1<г<2 () 24:43 (D)3<r<2 (E) 4<r<5 


E72) (*) CN 92 - Sendo m e n as raízes da equação х? – 10x + 1 = 0, o valor da expressão 
1 lag 
mw 


(А) 970 (В) 950 (С) 920 (0) 900 (Е) 870 
Е73) (*) CN 94 - Os números reais a, b e c sào inteiros náo nulos tais que: 
{ 1444 + 19b + с= 0 
256a + 16b + с = 0 
logo, Vb? —4ac pode ser 


(A)151 (B)152 (C)153 (D)154 (E)155 


E74) CN 94 - Calcule a soma dos cubos das raízes da equação x^ + x - 1 = 0. 
(1 (B)-4 (0-3 (0)-8 (Е) 6 


E75) CN 95 - Considere a equacáo do 2? grau em x tal que ax? + bx + c = 0. onde a, b e csáo 
números reais com aZ0. Sabendo que 2 e З são as raízes dessa equação, podemos afirmar que: 
(A) 13a + 5b + 2c = 0 (B) 9a + ЗЬ -c=0 (C) 4a - 2b =0 

(D) 5a-b=0 (E) 36a + 6b + c = 0 


E76) CN 98 - Um professor elaborou três modelos de prova. No 1° modelo colocou uma 
equação do 2° grau. No 2° modelo colocou a mesma equação, trocando apenas o coeficiente 
do termo do 2° grau e no 3° modelo, colocou a mesma equação do 1° modelo trocando 
apenas o termo independente. Sabendo que as raízes da equação do 2° modelo são 2e3€ 
que as raízes do 3° modelo são 2 e -7, pode-se afirmar sobre a equação do 1º modelo que: 

(A) náo tem raízes reais (C) sua maior raiz é 6 


sua menor raiz é š 
(D) po él | (E) a soma dos inversos de suas raízes é 2/3 
(B) a diferença entre sua maior e sua menor raiz é 7 


E н 
“ каны йн qos АВ cd h)2 — k, se a, h e k são constantes positivas? 
(A)3 (B2 (C) (D)O (E) nào pode ser determinado 


E78) Encontre o valor da constan 
te " 
2(x – 3)2-а= 0 а para que a equação abaixo tenha uma única solução: 


(А) 18 (В)0 (C)2 (D)3 (E)4, 


1 
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g79) Se uma raiz da equação 2x? - 5x + c = 0, é 4, então a outra é: 


(A) -32 (В) 13/2 (C)4-c (D)-12 (E) 258 


E90) A equação x^ + 3x — 1 = 0 tem raízes à e В. Qual é o valor de af + (a + B)? 
aya (8)2 (074 (Dj 


E81) Resolver = 241 3 








E82) Determine o valor da constante a, sabendo que entre as raízes da equaçao ax2 + x — 1 = 
0, uma é o quíntuplo da o outra, 


F83) Calcule a, dado que a+3b | 9bc _ _a-3b 


3c-a 9-a’ 3c+a 

















3bc B bc C bc 
e) 2b+2c š; b+c е 0) b+c "os 


E84) Qual é a soma de todos os possíveis valores de x que satisfazem a equação 


2x-16Y (28) e А 
x-4 x—4 
(1 (B2 (C) (D)6 (E)10 
E85) Os nümeros a, b e c sáo tais que b é a média aritmética entre a e c. Considere a equação 
quadrática ax2 + bx + c = 0 com apenas uma raiz. Qual é esta raiz? 
(А) -1-43 (В) -1+43 (С) -4+43 (D) 2-43 (E) -2443 


5 1 
E86) Encontre o produto das raízes reais da equação 5 y? = EC x+ : 








(E) Nào existem raízes reais 


(A) -1/2 (B)-2 (С)4 0) -1 
E87) Dada a equação 9x2 + 3x + c = 0, encontre todos os valores de c que resultam na 
equação não ter raízes reais. | 


(А) с< 98 (В)с21 (С) с> 9/8 (О) с<1 (E) Impossível 

E88) Sejam A е k as raízes da equação 9x2 — 9x + c = 0. Se 4hk = 11, encontre h + k + c. 

(А) 478 (B)20 (C)! (D)10 (BH 

E89) As raízes de x2 + bx + c são os quadrados das raízes de x? + dx + e. Exprimir b em 


função de d e e. 


E90) (*) Calcule a fração contínua 34 
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E91) Resolver 2x(3x + 4) + x? — 9 = 3x(x + 5) - 3(7 — x?) 
(А) 3,4 (B)-3,4 (С)3,4 (D)-3,-4 (E) 


E92) Sejam r e s as raízes de x? — 17x + 13 = 0. Sem resolver a equação, calcule os valores de. 
1) г252 ID :r?-s? Ш) r2s + s^r IV) г + s 


E93) Determine kX*0 tal que a equação y = kx? + (bk + 3)x + (6k + 5) tenha exatamente uma 


ralz. 


E94) Para quais valores de K a equação kx? -4x-k+5=0 tem raízes iguais? 


2 
E95) A expressão _Х_+7х-8 não tem significado pare x igual a: 
x^ -12x+35 


(А) 5007 (B)-5ou-7 (C)80ul (D)-80u-l (E) O 

E96) Se as raízes de x? — 4x + k = 0 são iguais, então k vale: 

(А) 16 (B)-16 (C)8 (D)4 (8) -8 

E97) Se -2 é uma raiz de 3х* + px? + 2px + 12 = 0, o conjunto dos possíveis valores рага р é: 
(A) (50) (B) 1-3) (C)(52,-3) DG (E) (-50,3) 

E98) Para quais valores de с a equação x! +4x+c=0 tem raízes reais? 


-— tem as mesmas raízes que a equação: 
x—5 

(A)x2-4x-13=0  (B]x"-2x-15=0 (С) x2- 9x + 17 = 0 

(D) x? - 4x +15 = 0 (Е) x? 8х + 13 = 0 





Е99) A equação | 
x+3 


E100) Considere a equação x2 + bx + c = 0, com coeficientes desconhecidos b e c. As raízes da 


equação são números inteiros e é sabido que uma é par e a outra é impar. Então: 
(А) ес sáo ambos números inteiros pares 

(B)bec são ambos números inteiros impares 

(C) b é um inteiro par e c é um inteiro ímpar 

(D) b é um inteiro impar e c é um inteiro par 

(E) nem b nem c são números inteiros 


E101) Determine a sabendo que a equação ax? — x/2 + 7 = 0 tem raizes iguais. 
(А) 28 (B)112 (C)17 (D)1/112 (Е) NRA 

E102) Calcule x, sabendo que x — 1 é o inverso de x + 1 

ais e diferentes? 


E103) Para quais valores de k a equação 3x2 — kx + 3 = 0 tem duas raízes re 
raiz 
utra 


E104) Se k é uma constante e uma das raízes da equacáo 9x2 — 5x + k = 0, calcule ад 


del unidade- 


p" 
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E105) Encontre k sabendo que as raízes da equação x? — 4x + k = 0 diferem 





| capitulo 13 - Equações do segundo grau 521 
g106) Para qual valor de c a equação 4x? — 12x + c = 0 possui uma raiz dupla? 


А) 144 (B)O (C)9 (Ю)81 (E) 144 


g107) Determine а diferença entre as raízes (maior — menor) da equação x? — 5x — 24 = 0. 


Аз (B)5 (C)8 (D)11 (Е) 24 





£108) Qual valor de p torna a expressáo 3p? + 9p + 30 = 9p? — 2p verdadeira? 


E109) Qual dos seguintes valores de k fará com que a equacáo 9x2 — kx + 3 = 0 tenha raízes 
racionais? 


ло (8)5 (O6 D)! (92 

E110) Encontre k para que a equação kx? + x + k = 0 possua uma raiz dupla. 
E111) Encontre a soma dos inversos das raízes de 6x2 + x — 15 = 0. 

E112) (*) Encontre k para que f(x) = kx? + x? + k?x + 3k? + 11 seja divisível por (x + 2). | 


E113) Encontre a relacáo entre p e q para que na equacáo x2 + px + q = 0, uma raiz seja o | | 
triplo da outra. 


E114) Encontre todos os números reais tais que [x2- 9| = 5. 


( 

i 

[ 

E115) Qual a relação entre os coeficientes b e c na equação ax? + bx + c = 0, para que uma | 
raiz seja o dobro da outra? | 
| 


E116) Encontre todos os valores de К para que о sistema 


{ме 70 ! 
2x - (2+ k)y = 0 | 


tenha outras soluções além da trivial (x = y = 0). 








| 
1 
E117) Determine k para que as raízes de x^ + kx + 24 = 0 sejam dois inteiros pares | | 
consecutivos. | | 
1) 
N | 
E118) Encontre a diferenca entre as raízes da equacáo 3x^ + 8x - 1 = 0. | | 
| 
E119) Calcule o produto das raízes de (x * 2)? + (x- к | | 
E120) Determine a, b e c para que o gráfico de y = ax? + bx + c passe pelos pontos (1, 4), (-2, | 
-9) e (3, 0). | 
E121) Calcule a fração contínua | 
| | 
2+ | 
2 t... 
iza) Determine c na equação 4x2 — 12x + c = O de modo que a diferença entre as raízes seja 
| E129) Dada a equação xd 9px + q? = 0, forme outra equaçao do 2? grau cujas raízes sejam, 
“Pectivamente, as médias aritmética e geométrica das raízes da equagáo dada, 
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E124) Para que valores de p a equação 4x2 + 4px + 4 - Зр = 0 em duas raízes reais distintas? 


E125) O nümero representado pela sequéncia infinita 2+ 2+ 2 +... é: 


(A) = (B) юэ (C) BH (D) = (E) E 


Y. i22 
E126) Resolver a equação em x: (а b TM. 2x 


а? +b 
E127) Resolver 6x?-17x!* 1270 


К: 3 


F128) Resolver Ë = = RENE 
x-2 x-1 (x-2Xx-1) 





E129) Determine k na equação x2 — 4x + k = 0 sendo R e S as suas raízes е sendo S5 . RR SR. 


RS = 256 
E130) Calcule a raiz de maior valor absoluto de 3x? + 4x - 2 = 0 


E131) Determine m e p de modo que sejam nulas as raízes da equação 
m(x2 — x + 1 +m)+px=x+2 

E132) Que valores pode assumir o parâmetro k de modo que a equação abaixo tenha uma das 
raízes nulas? x2 — 6x + k? - 3k - 4 = 0. 
F133) Determine k de modo que a equação (x - k)2 + 3(x - 2k) = 0 tenha uma raiz igual a 
zero. 


E134) Determinar o valor de m para que a equação 4x? + (m + 1)x + m + 6 = 0 tenha raízes 


iguais. 

F135) Determinar k de modo que as raízes da equaçao 5x2 + Ox + k = 0 sejam reais € 
desiguais. 

E136) Qual a condicáo para que as raízes da equação mx2 + nx + p = O sejam imaginárias? 


E137) Dada a equação 3x2 — 7x + 1 = 0, determine a soma e o produto das raízes, € resolva à 


equação. 


E138) Determine os valores de k para que a equação (9k — 12)x? — (2k + 7)x + k+5=0: 
a) tenha raízes simétricas 
b) Tenha uma só raiz nula 


E139) Calcule h na equação (h + 3)x2 E 2(h + 1)x +h-10=0 de modo que a soma dos 


inversos dar raízes seja igual a 1/3. 


E 140) Dada a equação x? - 5x + q = 0, achar q de modo que: 
a) A soma das raízes seja 3, 
b) A soma dos inversos das raízes seja 5/4. 


sd 
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: 523 
terminar K na equação x2 + Kx + 36 = 

Ше ук + LA” = 5/19. 0 de modo que entre suas raízes x' e x” exista 

216 


10) Sem resolver a equação 5x? + 22x — 15 = 0, diga: 
Ё Se as raízes têm o mesmo sinal, e porque? 
Ч Qu al o sinal da raiz de maior módulo, e porque? 


i inais d : 
тери sinais de Xj e xo (|х| < |хо |), raízes da equação em x, x2 + bx + c = 0, 
onde 


4) Qual o valor de k que torna equivalent | = 
E) езе ax! quiva entes, no campo real, as equações (x? + 1) — (x — К) 


£145) Os números а е b são raízes da equação em x: 10x2 + 3x + 10ab = 0. Calcule a e b 
sabendo-se que o quíntuplo do inverso de a é igual ao simétrico do dobro do inverso de b. 


E146) Dada a equação x? — 6x + 95 = 0, determinar a equação do 2º 


1: — — grau cujas raízes sáo as 
médias aritmética e geométrica das raízes da equacáo dada. 


m Determine c na equação 4x? — 12x + c = 0 de modo que a diferenca entre as raízes seja 


E148) CN 78 - Para que no sistema 


x+my=6 
ХУ) 
т 3 


o valor de х ѕеја о dobro do valor de y, m pode ter valores cuja soma é: 


АІ (B-2 (Сз (D)-1 (E5 
El49) Colégio Naval, 2015 


ага саршаг um terreno circular plano, de raio 7m, uma máquina gasta 5 horas. Quantas 
Oras gastará essa máquina para capinar um terreno em iguais condicóes com 14m de raio? 


&)40 (B)15 (С)20 (D)25 (С) 30 


CONTINUA NO VOLUME 2: 130 QUESTOES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) a)x=0oux=-2 e)x=00ux=3 i) Impossível m)x=0 
b) x= 0 ou x = -9/5 х= 1оих=-1 j)x=1/20ux=-1/2 п)х=0 
C)x=00ux=5 g)x=50ux=-5 k) x=0 0)x=0 
d) x= 0 ou x = -7/3 h)x=90ux=-9 )x=0 

Ёо) a)X=2oux=4 e) Impossível i)x=—J2oux=-/3 т)х=400х=2 
b)x=1oux=-7 х= —2ou x = 8 j)x=0 ou x = 1/3 n)x=30ux=-3 
%x=00ux=-3 g) x= 3 ou x = —9 k) x = -3/5 ou x = 3/2 0) X = 1/4 ou x = -1/4 
Dx=- 0ux=-2 h) х = 1/2 ou x = 1/3 |) = —7 ou x = 9 

S) 3)Х:201Х-5 e)x = —7 ou x -8 i)x=7 ou x = -8 m)x=50ux=-7 
X= A 0ux=-3 fx=50ux=-6 j)x=-7 0u x= 13 nx--20ux-8 





f + 
f | 

i 

i 


- - 2.» £4. e а 
а=. ^o - — Md — "e 
- == ES 


- = 


e. u 
- . — * 
мж х i I m... „2%. л РГУ _‚- we... SË als o c fem e ual UE Чы" o mme 


yu mA de 


a ЕЕРЕЕ — цэрээ: 
B 
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b) raízes imaginárias 


f) raízes imaginárias 


j) raízes imaginárias 


O ALGEBRISTA 


E a U UU = E a 
c) x= 20их = 10 g)x=60ux=-8 penao 0) X 9 0ux = 20 
0Х:1008х45 | h)xe-Son=6 |) Dxcáoux- 

=- = -10 i x= 5 ou x= 30 m)x=-20ux=8 
= —3 ou x = — e) x= 2 0U X | _ Nj А 

“ u f) x= 3 ou x = 10 )х=70их= 13 х= 3ouxz- 13 
E 2 ou x 7-3 g)x=60ux=8 M 0)x=-40ux= 15 
c) x= — -- _ _ 

= = |) x= —5 ou X 
s ЖаШ a | =30ux=-15 m) x = —7/6 ou x = 11/6 
=-10ux=5 e)x=30ux= 13 i) x 

2) d z = 5 f) x= —2 ou x = -6 jj x = 10 ou x = 20 п) x = 1/2 ou x = 3/2 
dl g) x= 1 ou x = —25 k) x = 1 ou x = -2 0) X = -5/12 ou x = -7/12 
d)x=-100ux=30 — h)x=-5oux=-35 )x=10ux=2 

E6) a)x=-8oux=-9 e)x=—4oux = -8 Raw Na r e 
b)x=10ux=8 fx=70ux=8 j)x=-20ux=-10 n) Nose 
c) х= 10 ou x 7 -1 g)x=-50ux=8 k)x=10ux=-5 0)x=-1oux=- 
d)x=30ux=5 h) x= -5 ou x = -9 )x=40ux=-8 

E7) а)х=боих= 6/7 e)x=-1/30ux=1/2 х= -1/20их=7 т) х= -1/4 ou x = -3 
р) х= 4 ou x = -7/5 f) x = 15/7 ou x = 2 j) x =—1/4 ou x = —2 n)x = 1/6 ou x = 2 
c)x=-20ux=14/5 9)х=-2/3 оих=-5 К) Impossível em R o) -254 441 oy 

12 
d) x = -5oux = 6/7 h) x = 3/4 ou x = —1 |) x = 4/3 ou x = 3/2 528—447 
12 

E8) (A) E9) x = 3 El0)x--1/6 E11) (Е) E12) x=4 

E13) а) raízes imaginárias e) raízes reais i) raízes reais m) raízes 

diferentes diferentes imaginárias 


n) raízes imaginárias 


c) raízes reais e iguais 9) raízes reais diferentes К) raízes reais iguais 
d) raízes reais diferentes h) raízes imaginárias |) raízes reais diferentes 


E14) (D) 


E17) (E) quaisquer valores de a e b tornarão A > 0 


E18) (D) E19) (E) (-15) 


0) raízes reais diferentes 


El5)x=-35  El6)m=1/5e-3<p<3 


E20) (A) E21) (E) E22) (D) 


E23) (A) 


E25) ajx=-10ux=-2 

b) x =-1/2 ou x = -3 

c) x = -1 ou x -5/3 

d) x = -1 ou x = -2/5 
E26) а)х= 2/5 ou x = -3/2 
b) x = 1 ou x = 5/3 
c) x = 1 0u x = -13 
d) x = 1 ou x = -12/7 
E27) a)x= 13 oux = -13 
b) x = 12 ou x = -12 


E24) 752 - 9 


e) x = -1/4 ou x = -1 
f) x = -3/7 ou x = -1 
g) x = -1 ou x = -7/2 
h) x = -3/2 ou x = -1/3 


8) x = 1 ou x = 2/11 
f) x = -1 ou x = -8/7 
g) x= 1 0u x = 7/4 
h) x= 1 ou x = -4/13 


8) X = 0 ou x = 3/8 
f) x= 0 ou x = -7/9 


i) x = -1 ou x = -7/5 
j) x = -3/2 ou x = -8/3 
k) x = -5/2 ou x = -1/2 
I) xX = -1 ou x = 4/3 


i) x=-5/3 0u x= 5 
jix = 1 ou x 3/13 
k) x = 1/2 ou x = 8/3 
|) x= 1 ou x = 13/4 


i) x = 3 ou x = -12 
j)x= -3oux = -8 


m) x = 1 ou x =-3/5 
n) x= —4 ou x = -2/9 
o) x = -1 ou x = AN 


m) x = -1 ou x = 9/11 
n) x = 5 ou x = 5/4 
0) x = 1 ou x = -5/7 


m) x = 8 ou x = 22 
n) x = -22 ou x = 30 
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c) x = 5/2 ou x = —5/2 
d)x=00ux=7 


11+ 34/5 
и 


9-345 
2 


c) 





мн a 1543 


2 
5) -25410 


3 
c) 2 ou 3/5 


E30) a) 3+ J2 


b) x = —2 ou x = 44 


c)x=00ux=9 
q) 1545 
2 


ЕЗІ) a)x=00ux=36 


4566 


9 
C)x=10ux=-1 


b x =+ 





E32) 


a)x=-3 


b) Impossível 
c) x = 5/4 


q 754129 
10 


F33) ард -17x+52=0 


b) x? + 19x + 88 = 0 


C)x2-2x-63=0 
d) x? - 24x + 63 = 0 


E34) (C) 





k. 





) х=40их= 11 )х= 6 ou x = -23 
_ 5 + 
2 2 7 
) 22355 h 21343017 о 54442 
2 7 
+ 
n 55345 ) 254/37 y 55430 
2 12 2 
d) 25 00-25 g)x=a+b j) x= a + 2b 
e) -1/4 ou 4 h)x=2b+a к)х=-р+а 
f) x= (р + q)/k )x=aoux=b l) х= ac + ab 


9)x=40ux=9 


grau 








K)x=20ux=-7 








h) x= 10 ==1() 
epes 29-40 ) x = 10 ou x 
ab 


ou X = 0, a e b tem que 
ser tais que nenhumi 


y 1+5 


E35) (E) 


denominador se anule e 2 

nenhum  radicando se 

torne negativo. 

f) x= -3ou x = 10 j) х= -80u x = 12 
K) x * -aoux 

g) x-5(-3245) 

d)x=2 9) Impossível 

e) x 2 £43 h) 1x2 

f) (m-n)? ou (m+n)? )x=-Goux=8 

e)x = 3ou x = 1/5 | 414 
) y=+— 

2 

f)x=-1/30ux=-2  j)x=0 

g)x=80ux=-8 k) x =- 

h)x=-10ux=6 ) 


e) bdx2+x(bo-ad)-ac = 0 i) x? + 84x - 540 = 0 


f) 122 * x- 620 


2ab(a - b) = 0 


g)100x? - 101x + 120 k) x^(a^-b?)-2ax*1 = 0 


h) abx? - (a + bx + 120 |) x - xk +k?) +k3= 0 


E36) (B) 


E37) (B) 


j) x?(a - b) -x(a? + b?) + 


0) x = —4 ou x = 60 


т) 15343 
13 


л) 15247 
9 


o) 15441 
10 


my 1545 
2 


т 7769 
30 
0) Impossível 


)x=00ux=-4 


т)х= 2 


j) К = 13/2 ou k = -17/2 


m)x=-10ux=4 


n) Impossivel 
0)x=-30ux=5 


т) x? - 256 = 0 
MER- (2 + fce kg 


0) 3149x? - 114x + 1 3 0 


E38) (A) 
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E39) (B) E40) m = 7 E41) 3 E42) -31 E43) 9 

ЕА4) (A) EA5) 25 E46) 7 E47) (C) Е48) (D) 

E49) (B) E50) (E) E51) Anulada - (A) e (D) certas p = 2 e q = 0 

E52) (E) E53) (B) E54) (A) E55) (A) 

E56) (B) E57) (E) E58) (A) E59) (C) E60) (D) 

E61) (A) E62) (В): к= -3 E63) (E) E64) (E) E65) (D) 

E66) (B) E67) (B) E68) (D) (cap 5, fatoragáo de x" - y” e diferença das raízes 
E69) (C) E70) (E) E71) (E) E72) (A) E73) (B) 

E74) (B) E75) (A) E76) (B) E77) (D) E78) (B) 


O pessoal das bancas examinadoras tem uma fixação por questões que dão resposta 0 ou sem 


solução. Em caso de desespero... 


E79) (A) F80) (C) E81) x = 5 E82) -5/36 E83) (A) 
F84) (В) E85) (E), porém —2-«/3 também é solução E86) (D) 

E87) (C) E88) (D) E89) b = 2e - d? E90) k= +8 
E91) (C) E92) 169, 263, 221, 4250 E93) k = -9 ou k =-1 

E94) k=1 ou k - 4 E95) (A) E96) (D) E97) (C) 

E98) c < 4 E99) (A) E100) (D) E101) (D) E102) x - £42 
E103) k > 6 ou k < -6 E104) 5/2 ou 1/2 E105) 15/4 

E106) (C) E107) (D) E108) -5 ou -6 E109) (B) E110) 1/2 ou -1/2 
ЕШ) 1/15 Ell2)R:k=30uk=5 E113) 3р2 = 44 E114 +2, 5414 


F115) 9ac = 9b? El16) -10u-6 Е117)10,-10 E118) m E119) -1 








E120) a7 -1,b -2, c7 3 E121) КЕ F122) -72 
E123) x? - x(p + 191) +р.191 = 0 E124) p <-1 ou p > 4 
+b a-b Е = 3⁄4 
125 E126) =2 ou x= F127) x = 3/2 ou x = 3/ 
E125) (B) ) x с Бүү" 
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g198) x = 3 E129) k = 4 E130) 24410 
3 
ғ131) (m = 1 e p = 0) ou (m = -2 e p - -1) E132) k = -10u k = 4 
p133) k= 0 ou k = 6 E134) m = 19 ou m = -5 E135) k < 81/20 
8136) n? «4mp | E137) 7/8, 1/3, мен F138) a) —7/9, b) —5 
E139) -16/5 E140) a) Impossível b) 4 El41) -15 


E142) a) Não, porque c/a é negativo; b) Negativo, porque a de menor módulo tem o sinal de 
b, sendo a positivo. 


El43) como a = lecé negativo, as raízes têm sinais contrários. A de menor módulo, x1, tem o 
mesmo sinal de b, que é positivo, portanto x1 é positivo e x2 é negativo. 

E144) k = -3/4 

A rigor, as equações não seriam equivalentes, pois a primeira teria uma raiz dupla igual a Y, 


enquanto a segunda tem uma única raiz igual a 1/2. 


El45)a=-1/2eb=1/5 El146)x?-8x 15-0 E147) -72 E148) (D) 
E149) (C) 


Resoluções de questões selecionadas 


El b) 5x? + 9x = 0 

x(5x + 9) = 0 

Г solução: x = 0 

2º solução 5x + 9 = 0 > x = -9/5 


R:S = (0, -9/5), também pode ser escrito como x = 0 ou x = -9/5 
El g)x?-25=0 
х? = 95 > x= £25 =+5 
Rx-50ux-.5 
x. 4x2-1=0 
* 129 (2x)2 = 1 > 2x=+1 > x= +1⁄2 
X= 1⁄2 ou x = -1⁄2 
El k) 3x2 = 0 


SODIO х-0 
R:x=0 


(х - 4(x – 2) =0 
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ERE 


O ARIS, 


ЕЗ a) x? 7х + 102 0 
(x - 2)(x - 5) = 0 
(x-2)=0Dx=2 
(x-5)=0Dx=5 


R:x=20ux=5 


ЕЗ f) x?+x-30=0 

Fatorando: 

(x + 6)(x — 5) = 0 (observe que na fatoração, o “maior leva o sinal do meio" 
x+6=0Dx=-6 

x-5=0Dx=5 


, . . ” 
R: x = 5 ou x = -6 (no caso das raízes, “a menor leva o sinal do meio”. 


E5 a) x; - 4x - 57-0 

x?-4x *4-4- 5-0 

(x-22-9=0 .. (x-22=9 ..x-2-339 х=2+3 
x=-loux=5 


R:x=-loux=5 


E5 b) x - 8x + 15=0 

x? — 2.4x = -15 

Teremos o quadrado de uma diferenca, já que o coeficiente de x é negativo, e o 2? termo é o 
que sobra com x, quando separamos um fator 2. Logo o 2? termo é -4, temos que formar o 
quadrado de (x - 4). Para isso temos que completar os dois membros com o quadrado do 
segundo, que é 16. 

x? – 8x + 16 = 16 - 15 

(х - 4)? = 1 

х-4= +] 

х=4+1 ә x-3oux-5 


В: х= Зоих= 5 


E5 m) 36x? - 24х - 77 = 0 

Nesse caso o “primeiro” vale 6x... 

(бх) – 2.6х.2 = 77 ...e o “segundo” vale 2. 
(бх) — 2.6x.2 + 4 = 77 + 4 

(бх — 2)? = 81 

6x - 2 = +9 Y 6x = 2 + 9 

x = (2 + 9)/6 > x = 11/6 

x = (2 - 9)/6 > x = -7/6 

R: x = 11/6 ou x = -7/6 

E9) Resolver a equaçao 25. A) 
4-2x x —4 x+2 


E NR iR 
x—2 (х-2Хх-2) х+2 


Restrição: x#2 e х#—2 
Fliminando os denominadores: 








(denominadores são x + 2 e x — 2, que não podem ser zero) 





—2 " 4x |. x-1 
-2 (х-2Хх-2) х-2 
? +2 Y aod 
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pu d зх + 2 
4+ 4x =D =3 
х“ 620 х ou X ! 
2- ção, devemos ter xZ2, logo a solução x=2 deve ser eliminada 
pa ré 
pr š 
¿A equação x2 + (5m — 1)x + (p^ — 9) = 0 terá raízes reais e simétricas рага: 
El = 2/5 
-1hep>3 (B)m=25ep<2 (C)m=25ep<-20up>2 
DN MEET (E) m «2/5 e p -2 лани 
p) equa ção tem raízes reais e simétricas quando é expressa na forma x? - k? = 0 Ə x = +k. 
ac os coeficientes a, b e c, é preciso que tenhamos b = 0 e a.c < 0. 


ip- 12039 m = 15 : 

; 9«0 (já que a vale 1) SY p^«9 Э -3<p<3 
correto dizer que a equacáo tem raízes simétricas quando p está no intervalo (-2, 2), apesar 

deste intervalo nao incluir todos os valores possíveis de p. Note entretanto que o valor de m 

obrigatoriamente tem que ser 1/5 para que tenhamos raízes simétricas, pois este é o único valor 

que anula o coeficiente de x. Este é um caso típico de questão anulada, que infelizmente 


ocorrem nos CONCUISOS. A resposta correta é m = 1/5 e -3 < p < 3. 
Rm=15e-3<p<3 


E18) A equação 2x? — 5x + a — 1 = 0 tem apenas uma raiz nula para: 

Aja=2 (Bja=0 (C)a=338 (D)a-1 (Eja=17/8 

A questão pode dar margem a dupla interpretação. Dois significados podem ser entendidos. 

|) A equação tem apenas uma raiz, sendo que a mesma é nula. 

2) Das raízes da equação, apenas uma é nula. 

Note que esta é uma equação do 2º grau, já que o coeficiente de x? é diferente de zero. Uma 

equação do 2º grau sempre tem duas raízes, sendo que elas podem ser iguais, no caso de A ser 

2610, Logo a interpretação (2) é a única que pode ser válida. Uma equação do segundo grau 

que tem uma raiz nula (e a outra nào nula, obviamente), é aquela da forma x? + bx = 0 (já 

simplificada), ou seja, o coeficiente c tem que ser zero. 

a-l=0 a=] 

т сот a confusáo de letras, pois o coeficiente normalmente chamado de a, por 
ençao, é aquele do termo em x?. Nesta equação o coeficiente de x? ë 2, o de x é -5,e 0 

q ? independente, normalmente chamado de c, é a - 1. 

(0) 


E22 
ы soma da média aritmética com a média geométrica das raízes da equacáo ax? — 8x + a? 





А 20 2 2 2 
“ше ME gi b) m. ys 

а а а 
nte a, -8 e a3, ou seja, o a da questáo é 
a3. Chamando as raízes de p e q, sua 
ca com a média 


“la e 
: Próprio, SãO 08 coeficientes a, b e c são respectivame 


Юте é bh a equação, e temos ainda b = -8/a e c = де 
Bométrica E S/a, e o produto é c/a = аЗ/а = а?. A some da média aritméti 


+ 
Y 
EIA 5 
0 2a e 
pro 


ema 
aqui é que Ja? = la , e nào sabemos nada sobre o sinal de a. Na verdade, a pode 


des. dvo 
= detalhe Negativo. É muito comum professores de b 
| ° acabarem propondo questóes que 880 pos 


ancas examinadoras esquecerem 
teriormente anuladas. Se a for 
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positivo, da =a, mas se a for negativo, Ja? =-a, claro que nesse caso -a ë positiv 

Certamente este é um caso de questáo anulada. Iremos resolvé-la adicionando a con dição 2 
que a é positivo, apenas para não abandonar a questão. 5 


4 4+а? 
ptg таа 5 
2 2а а а 
R: (D) 

E25 a) 2x? + 6x +4 = 0 

Como a # 1, multiplicamos a.c = 8 

Produto = 8, soma = 6 Y 4e2 

Sinais: ambas as raízes são negativas "Y —4 e -2 
Agora dividimos as duas raízes pelo coeficiente de x^: 


-4 e -2/2 Y -2 e -1 


R: x»-20ux 7-1 








E26 a) 10x? * 11x - 6 = 0 

Novamente temos a É 1, multiplicamos a.c = 60. 

O produto é negativo, entáo as raízes tém sinais contrários, e a menor em módulo fica com o 
sinal de b. O coeficiente b é a diferença das raízes. 

Produto = 60, diferença = 11 Y 15e4 

Sinal: a menor fica com o sinal de b: 4 e -15 

Dividindo as raízes por a: 


4/10 e -15/10 > 2/5 e -3/2 
R: x = 2/5 ou x = -3/2 


E29 f) k2x2 - 2pkx + p?- q^ = 0 
Pode ser feito pela fórmula quadrática, mas vamos completar quadrados, visto que tais 


quadrados já estáo prontos na expressáo. 
k?x? — 2pkx + p2 = 42 


R: x = (p + дук 
E30 j) x+8 2. 24 
x—8 x—4 


Antes de mais nada, é uma equacáo fracionária, portanto ë preciso fazer as restrigóes para qué 
os denominadores não se anulem Ə x Z 8 e x 74. 


x+8 2 24 


a od] JG - Xx -8) = -8) 


х2 + 4x - 32 - 2(x? - 12x + 32) = 24(x - 8) 
х? + 4x - 32 - 2x? + 24x — 64 = 24x — 192 
-x? + 4x - 32 - 64 = -192 
2 y = , = y 
x“ — 4x - 90 = Ü ,', x=-80u x = 12 (ambas as raízes respeitam as restrições) 
R: x = -8 ou x = 12 


Езок) l. 1,110 ! 
a b x a+b+x 


Restrições: x # 0 e x é -a -b 





dll 
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capítulo 13 - Equações do segundo grau 
“¡nando 08 denominadores: 531 
+ ax(a + b + x) + ab(a + b + x) = abx 


pat b + X) 2 + a2x 

ын + bx“ + a + abx + ax? + a2b + ab? + abx = abx 
AAA 

"aa b) “ха + Б + abla + b) 70 (dividi tudo por (a + b)) 
+2) +b) = 0 = x = -a ou x = -b 


g: x= -a ou x = 0 


x+1 х-1 2x+l 


y зде = 
£30 i) E) u^ xl 
ser usado o método tradicional de eliminar os denominador 





es, mas vé-se que sobraráo 
tará essas expressões do 3º 























Pode 
expressões do 3º grau. Aproveitemos para usar um artifício que evi 
grau: 
x4 _ x+2 l 1 .x-1 x-2 1 1 . 2х+1 ] 
i i = +— =1+ = 2 
42 x42 х+2 x2 х-2 х-2 x-2 x-2 x+l x41 
Escrevernos então a equação como: 
ма 22-1 a 
Х--2 x+] x+2 x-2 x+] 


e Doc + 1) + (x + D+ 1) = —(x + 2672 
-(d-x-2)* (02+ Эх + 2) = —- 2-4) 
= —x“ + 4 


2 + 4x= 0 Ə x=00ux=-4 


R: х= 0 ou x = —4 











Big 5-4. 1 
х-2 x+2 x —4 
Trata-se de uma equação fracionária. Restrição X Z 9 e x # —2 
Fliminando os denominadores: 
P ANM qM 
БА 


2 2 
бз рага não anular denominador) 


x -2x -8 - 3(x - 2) = x E | = 
-5x = -10 .. x = 2 (não permitido devido à restrição, 
R: Impossível 

E42) Determine o produto dos valores de m па equação 2x? - (m - 1)x + š = 0 para que uma 


raízes seja o triplo da outra. 
e uma é 0 triplo da OU 


лын as raízes de k e Pie já qu 

к= (m ур. к са К" ‚е ЗК = 3(m — 15, são as raízes, 
produto das raízes é 3/2, então 3(m — 1)^/64 = 3⁄2 

m - 1)2 = 32 | 

m-1-4432 =44/2 Y m= | 44/2 , portanto eX 

produto é 1 - 32 = -31 (produto da soma pel diferença) 


R: -31 


tra. Da equação, podemos usar que 


em função de m. 


stem dois valores possíveis para m, € seu 
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Lo ODE ss uuu Saa TEE u SS 
E48) Calcular a soma dos valores de m e n de modo que as equações (2n + m)x2 _ 4mx + PP: 
0 e (6n + m)x2 + 3(n — 1)x - 2 = 0 tenham as mesmas raizes. 


(A)95 (B)7/5 (C)-95 (D)-3387 (E)! (F) NRA 


Para que duas equações tenham as mesmas raízes, seus coeficientes devem ser proporcionais, 


Se usarmos a fórmula quadrática em uma equação do 2º grau com coeficientes а, b ec, e em 
outra com coeficientes ka, kb e kc, veremos que o k irá cancelar e restarão valores iguais nas 
duas fórmulas. Podemos no problema descobrir este valore de k, pois a razão entre o termo 
independente de cada equação é 4/(-2) = -2. Este mesmo fator se aplica aos demais 
coeficientes: 

Coeficientes de х2: 2n + m = -2(6n + m) 

Coeficientes de х: -4m = -2.3(n - 1) 

Resolvendo o sistema ficamos com n = 9/37 e m = -42/37 


R: (D) 


E50) Dar os valores de m, na equação mx? — 2mx + 4 = 0, para que as suas raízes tenham o 
mesmo sinal. 


(A)ms0 (B)m23 (C)m27 (D)ms5 (E) m24 

É preciso que c/a > 0 e A20. 

ca>0 Э m>0 

A20 Э 4m? - 4.m.4 2 0 .. m? - 4m > 0. Como m é positivo, podemos simplificar por m: 
m-420:.m24 


R: (E) 


E55) A soma dos valores reais de K que fazem com que a equação x? — 2(k + 1)x + k? + 2k - 3 
= 0 tenha uma de suas raízes igual ao quadrado da outra é: 


()3 (B4 (O5 (D)6 (7 

x? - 2(k + I)x +k? - 2k - 370 

x^ — 2(k + 1)x + (k + 3)(k - 1) = 0 (Observe que 2(k + 1) é a soma de (k + 3) com (k - 1) 
x^ — [(k + 3) + (k- 1)]x + (k + 3)(k - 1) - 0 

x^ — Sx + P = 0, o primeiro membro pode ser fatorado como um produto de Stevin: 

(x - (К + 3) - (k - 1) =0 

As raízes são k + 3 e k — 1, sendo que uma é o quadrado da outra, resultado em dois casos: 
a) k - 1 = (k + 3)? 

k2 5k + 10 = 0 Ə Impossível em R 


b) k + 3 = (k - 1)? 
2-3:-2-04 p- 3£V17 
2 
São dois valores reais para k, e sua soma vale 3. 
R: (А) 
E59) Na equação x? — mx — 9 = 0 | 
а e b satisfaçam a relação 2a + b = 7, dá, dos valores de m, que fazem com que as ruas rat 
(А) 35 (В) 20 (C)10,5 (D)10 (E)9 
Se as raízes sáo a e b 
sila » Podemos concluir а Partir dos coeficientes da equação (soma e produto): 
a.b = -9 


O problema dá ainda que 2a+b=7, Fo 


e a que envolve o produto, já que m ain rmaremos um sistema do 22 grau usando esta equação 


da não é conhecido: 
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Logo à 5° 
R: (C) 


865) O conjunto dos valores m para os quais as equações 3x? — 8x + 2m = 0 e 2x? — 5x + m = 
0 possuem uma e apenas uma raiz real comum é: 
(A) unitário, de elemento positivo 
unitário, de elemento não negativo 
C) composto de dois elementos não positivos 
(D) composto de dois elementos nào negativos 
(E) vazio 


Lembremos que as soluções de uma equação do segundo grau são as raízes de uma função 
chamado trinômio do segundo grau. As raízes são os pontos que cortam o eixo x, ou seja, Os 
pontos que fazem a função do 2º grau valer zero. Dadas duas parábolas, os seus pontos de 
interseção só poderão ser dois, um ou nenhum. Para encontrá-los, basta igualar as duas 
equações, ficando com uma nova equação que é a diferença entre elas. Teria que ser mostrado 
que dois pontos de encontro existentes, um deles é raiz de ambas as equações, o outro ponto 
de interseção, caso exista, não é raiz. Vamos resolver obrigando o sistema formado por essas 


duas equações a ter apenas uma solução, raiz de ambas as equações, e determinar os valores 
possíveis de m: 


3x2 - 8x + 2m = 0 
2x2-5x+m=0 


Trata-se de um sistema do 2º grau com duas incógnitas: x e m. Eliminemos o termo em x? 
para chegar a uma equação derivada do 1º grau. Para isto, basta multiplicar a 1º equação por 
2, e segunda por 3 e subtrair as equações: 
6x? – 16x + 4m = 0 
бх? - 15x + 3m = 0 
xtm=0 > х= 
Para satisfazer as equações, concluímos que m e x têm que ser iguais. Vamos substituir x por 
П na primeira equação e resolvé-la: 
m -8m +2m=0 > m=2oum=0 
do que o sistema não seja impossível, é preciso fazer o mesmo com a 2º equação, e fazer a 
Seção das soluções: 
Ogg n шт 09 ш-201-0 
à determina que para atender as condições do problema, devemos ter m=0 ou m=2. 


amos testar esses valores, verificando se as raízes das equações realmente atendem ao que o 
1 oblema pede: 


CAN 

X“ a ыг 

dE raízes 0 e 8/3 
цан Э raízes 0 e 5/2 


e fato 
| 2) m = saa m = 0, as equacóes tém uma, e somente uma raiz comum. 
3x2 
-8 = 
2x2 x+4=0 ә raizes 2 e 2/3 


no 49. 
De fa о > raizes 1⁄2 e 2 
Sse caso também, as equações têm uma, e apenas uma raiz em comum. 
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Portanto os valores possíveis de m são 0 e 2, valores não negativos, logo a resposta é (D) 
R: (D) 
E66) A equacáo do 2° grau x2 — 2x + m = 0, m<0, tem raízes x, € xo. Se x” + Ж ыа 
х'\+ху =b, então xr +x, € igual a: 
(A)2a* mb (B)2b-ma (C)ma* 9b (D)ma-2b (E) m(a — 2b) 
Quem disse que as questões antigas eram mais fáceis? Essa questão usa um “macetinho” 
algébrico que definitivamente está mais para Olimpíada de Matemática. É uma trapaça de 
banca. Já que estão trapaceando, vamos trapacear também. Note que nos resultados possíveis 
não aparece n. Tudo indica então que o resultado vale para qualquer n. Vamos então fazer n = 
10 para ver com mais clareza, numericamente, o que ocorre. Vamos também chamar as raízes 
de p e q, pois com letras fica mais fácil visualizar que com X, € Хо, Temos então: 

B. ds 
pq 
р” 5 q? =b 
O problema pede р! + q). Vamos fazer aparecer plo + 470 a partir da multiplicação de p? + 
q? por (p + q). Lembramos que p + q é a soma das raízes, que no caso vale 2, e pq é o produto 
das raízes, que no caso vale m. 
(р? + q9).(p + q) = p? + 90+ pa? + qp? = plo + 920 + ра(р?+ q) 
Substituindo os valores de рё + qÊ = a, p? + 4 = b, p + q = 2 e p.q = m: 
b.2 = pl + 410 + m.a 
рд + ql = 2b - ma 
Claro que dá para fazer tudo com x? хү =a, etc. 


R: (B) 


E67) Considere os números reais x - aa x -bex - c, onde a, b e c sáo constantes. Qual o 
valor de x para que a soma dos seus quadrados seja a menor possível? 


a+b+c (B) a+b+c (C) 2a + 2b+2c (D) a-b-—c (E) 2a — 2b + 2c 

2 3 3 3 3 
Idem. Diga-se de passagem que náo se trata de uma questáo da matéria do ensino 
fundamental, mas sim, um resultado algébrico estudado pelos participantes da OBM. A partir 
dessa época, tornou-se obrigatório para os candidatos ao CN, o estudo de técnicas derivadas 
das questões caídas na OBM. O resultado algébrico fora do programa é no caso, O fato de que 
a soma dos quadrados de expressões da forma (x - k) é mínima quando x é a média 
aritmética desses valores de k. Vamos deduzir isto para 3 valores, (x — a), (x — b) e (x — 0). 
S = (x - a)? + (x - b)? + (x — c)? . Vamos completar quadrados, da forma como fazemos nas 
equacóes do 2° grau: 
S = x2 — Зах + a? + x? — х + b? + x? — 2cx + c? = 
S = 3x2 — 9x(a + b + c) + a? + b? + c? = 
S = 3[x? — 2x.(a + b + c)/3 + (a + b + c9] + a2 + b? + c2 — (a + b + с)?9 
S = 3.|x - (a + b + c3]? + a? + b? + c? — (a + b + c)^9 с 
А expressáo de 5 tem um quadrado e um número fixo, função de a, b e c. O mínimo de 
ocorrerá quando o quadrado for mínimo, ou seja, zero, portanto x tem que ser igual a: 
a+b+c 

3 
Este resultado é geral, e vale para qualquer número de parcelas. É usado em vários 
matemática superior, como a teoria das probabilidades, e sua demonstragáo é 
princípio da indugáo finita. 


R: (B) 


(A) 


ramos da 
feita pel Ë 
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| шин й ed da | 
72) sendo m e n às C da equação x^ — 10x + 1 = 0, o valor da expressáo m T E a 
go (B) 950 (С)920 (D)900 (E)870 | 
34 1/03 = (mê + n” )/(m n°) 
jm y? = 3.mn.(m + a) (mn)? | 
“Í aPSyP?, onde Š = (m + n) еР= тп 
z | oeficientes da equação, vemos que S=10eP=1 


-—— 


C al | 
s- 3PSyP" = [1000 - 30]/1 = 970 | 
R: (A) | 
E90) Calcule a fracáo contínua 34 1 | 
1 
4+ EMEN | 
3+ | 
4+... | | 
Igualando esta fração a K, notamos que pode ser escrita como Ч 
> үсэн > K=3+ 5 Э 4K2+K=19K+3+K 
1 АК +1 АК +1 














K=3+ 


Ю2-12К-3-04» k-12+V144+448_3, y 


8 2 
Tomando o sinal negativo, teríamos para K um valor negativo (aproximadamente 1,50 — 1,73), 
entretanto K é formado originalmente por operações de frações com termos positivos, portanto 


A 
.- — E «Р ь- - - — > a н 
sd AED UE < — —— Ap EGO e ——. 


K não pode ser negativo. A única resposta é K = - 44/3 
2 


Rk= +13 | 
E112) Encontre k para que f(x) = kx? + x? + k2x + 3k? + 11 seja divisível por (х + 9). | 
О polinómio do 3° grau deve ter um fator (x + 2), portanto f (-2) = 0 | 
+k+4-9k2+3k2+11=0 `. k- 8k* 152093 k=3ouk=5 
Kk-3ouk-5 
| 
1 
4 


E73) Os nümeros reais a, b e c sáo inteiros nào nulos tais que: 


| 
| 
| 
i 
| 
| 
| 
! 
144a + 12b + c2 0 | 
256a + 16b +c = 0 | 
logo, p? —4ac pode ser | 
А 51 (В) 152 (C)153 (D)154 (E)155 x 
“minho mais intuitivo é encontrar os valores de a, b e c, e calcular o que se pede. 


Entretanto são 


“QUações, Tra 


| 
| 
{гёз valores а serem encontrados, е o sistema apresentado tem apenas duas | 
tase portanto de um sistema indeterminados, com infinitas soluções. Note | 


entretanto 


16 que as duas equações apresentadas são os valores de ах? + bx + c рагах = 12 e x = 


| tração o ез valores são 0, concluímos que 12 e 16 são raízes de ax? + bx + c = 0. Então a | 
Como a m raízes 12 e 16, e o coeficiente de x2 é a, sendo assim, a equação pode ser escrita | 
a(x? _ EX ~ 12)(х - 16) 20 

ou seja L^ 192) = 0 D ax? - 28ax + 192a = 0 

| _ ;— 78а e c = 192a. 


2 
— ac = 28222 да өрд = la. (784 — 768 =|a|/16 = 4а 


k. 2 | 
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Isto mostra que o resultado indicado pelo problema depende do valor de Bis, 
que podemos ter é que este valor é um múltiplo de 4, já que a, b e..." А бу, 


: 880 inta; 
dentre аз respostas que é múltiplo de 4 é 152. Inteiros, Ata 
R: 152 (B) 


E149) Colégio Naval, 2015 


Para capinar um terreno circular plano, de raio 7m, uma máquina gasta 5 ho 
horas gastará essa máquina para capinar um terreno em iguais condições com lám d Qua 


од) 40 (B)15 (O20 (D)25 (C)30 aio? 


Solução: | _ 

А Dd é tào fácil que até parece “рша “pegadinha”, mas- nao ë. O fundamental mi; 
lembrar que a área é uma funcáo do 2° grau do e; E ou seja, se uma figura lem ua 
medida proporcional a x, sua área será funcáo direta de x*. | = 

Por exemplo, se o raio é duas vezes maior, a area € 4 vezes maior, ou seja, é uma propor 
quadrática. Como o raio dobrou, ao aumentar de 7 para 14 metros, a área da Segunda 
circunferência será 4 vezes maior, assim como o tempo necessário para capiná-la, que pasar 
de 5 horas para 20 horas. 


Resposta: (C) 
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Capitulo 1 4 


Cálculo de radicais 











Este capítulo poderia ter sido apresentado antes. A maior parte do seu conteúdo usa apenas 
tópicos do capítulo 2, especificamente, as poténcias de expoente fracionário, e de fatoracáo, 
introduzida no capitulo 5. Optamos por apresentá-lo neste ponto, por ser maior o 
amadurecimento do aluno, a partir dos capítulos já apresentados, com maior experiéncia em 


cálculo algébrico. 


Operações com potências de expoentes racionais 


Neste capítulo aprenderemos a fazer cálculos algébricos, sobretudo com números irracionais. 


Exemplo: 
421 x 8x16 
432 x 42 


Escreva essa expressáo sob a forma X42" , sendo m e n números inteiros positivos e primos 
entre si. 


Dada a expressáo 


Obviamente poderíamos usar uma calculadora e realizar as operações indicadas, que podem 
resultar em um nümero irracional, com infinitas casas decimais, e eventualmente até em um 
número inteiro, devido a simplificações. O objetivo do cálculo de radicais é realizar as 
operações sem o uso de calculadora. As simplificações algébricas aprendidas para termos 
literais (capítulos 3 a 7) aplicam-se também a radicais. Produtos notáveis são igualmente 


utilizados. Por exemplo, uma expressão como (2 +43) é efetuada como um produto 
notável do tipo “quadrado da soma”, ficando entáo 2413424245. 


O cálculo de radicais é realizado com base nas seguintes propriedades: 
l) Todo o cálculo algëbrico ë válido, quando trocamos os termos literais por radicais. 
) P 
JA Potência de expoente racional p/q é escrita na forma de radical, como аё = Va” . 


3) V 
E alem todas as propriedades usuais de operações com potências, como: 
| ах ay = axty 








Hi 
1 
11 
lí 
1! 
li 
H 
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36 aXb*- (ab) 
37 ab = (ab) 


Daí podemos chegar a outras conclusóes, como: 
JVab=WVa. b (consequência de 3.6) 
Va" =a (pois а" = а!) 


Todas essas propriedades sáo válidas рага b 


expoentes' racionais, positivos ou negativos. 
negativas, desde que não ocorram raizes de índice par de números negativos. 


ases positivas (a e b nos exemplos acima) e 
As propriedades valem também para bases 


2º x 8x Y16 


De posse dessas propriedades, vamos resolver o exemplo da página anterior, --------- 
V32 x 2 


6 
J2 222-2 -8 
J8 = J442 2242 

í ab Š 
Y16=23=2 3=292º =242 
4/32. =4/16.4/2 -24/2 


J2 : Já está na forma mais simples. 


Nossa expressão portanto reduz-se a: 


8.2-/2.23/2 
24/2 A12. 


A parte inteira do numerador, 8х2х2, simplifica com a do denominador, 2, resultando em 16. 


O /2 do numerador simplifica com o J2 do denominador, sobrando então: 


16.3/2 
42 


Os radicais com 2 no numerador e no denominador podem ser simplificados, quando 


colocados na forma 2P/4: 


| 
3 i 1 
162 21623 * =16.212 2162 


24 





O problema pede que a resposta seja dada na forma 4/2" , com m e n primos entre si. 
Devemos portanto trocar 16 por 2* e exprimir a expressáo como uma única poténcia de 2: 


1 l 49 


1 
16.212 -25212-2 12 — 212 =4/2% 


эш. 


Scanned by CamScanner 


capítulo 14 — Cálculo de Radicais 


problemas de cálculo de radicais podem resultar em uma 
são mais comuns os casos em que muitas simplificações p 


539 


grande quantidade de contas, porém 
odem ser feitas (corta-corta). 


Radical, radicando, índice 


f necessário conhecer esses nomes: 


Js 
Radical: Éa expressão inteira, no caso, 3/52 


Radicando: Éa expressão que está dentro do “sinal de raiz”. No caso, o radicando é 52. O 
radicando é o valor que está “dentro do radical”. 


Índice: Refere-se à raiz que está sendo tomada. No exemplo, o índice é 3 (raiz cúbica). 
Convenciona-se omitir o índice no caso da raiz quadrada. 


Operações básicas 

O cálculo de radicais é baseado em efetuar as operações e sempre simplificar quando possível. 
Vejamos quais sáo essas operacóes e simplificacóes: 

Simplificacáo do índice 


Quando o índice de um radical e o expoente existente no radicando possuem um fator 
comum, podem ser simplificados, desde que a base seja positiva. Exemplo: 


Isto fica óbvio quando lembramos que o número 5 está elevado ao expoente 4/6, fração que 
simplificada resulta em 2/3. Para bases negativas, consulte o item “cuidado com o sinal”. 


Adição (e subtração) de radicais 

Não há forma de simplificar expressões como va dub. quando os radicais envolvem fatores 
Primos diferentes, como por exemplo, 42 +43. Para que uma simplificação seja possível, é 
preciso combinar esta expressão com outra, de forma que apareçam termos semelhantes, que 
serão colocados em evidência. Por exemplo, J8 = 442 = 4442 2242, portanto podemos 
juntar /8 +./2 como 2424 42 = 34/2 . Quando náo existem fatores comuns envolvidos, nào 
Podemos juntar os radicais como nesse caso. 


Colocar fora do radical 
Muitas vezes o radicando é rico em fatores, que podem ser simplificados com o índice da raiz, 
resultando em um radical com números menores. Exemplo: 


27 = 493 = 93 - 345 
V500 = V125.4 = V/1253/4 = 5V4 


Para realizar esta operacáo, devemos identificar dentro do radicando, um fator com uma 
Potência igual ou múltipla do índice do radical. 
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Colocar dentro do radical 


Pode ser necessário realizar a operacáo inversa, que é colocar um fator que multiplica o 
radical, para dentro do radical. O fator passará entáo a fazer parte do radicando, 
multiplicando-o. Exemplo: 


54/2 = 52.2 = 4/50 


Рага “entrar по radical”, um número tem que ser elevado а шпа potëncia igual ао indice do 
radical, e vice-versa. 


Multiplicacáo e divisáo de radicais 


Essas operações são apenas as operações básicas com potências de expoente racional. 
Exemplos: 


J2. 45 = 425 = VÃO 
2 42 


з 43 
Quando os radicais tiverem indices diferentes, devemos reduzir todos ao mesmo índice. 
Exemplo: 
J2 3/5 —$/23 8/25 — $200 , o que é o mesmo que dizer: 
1 1 з ж 1 i ! 
\/2.3/5 222,53 = 25.5% = (2: (5) k = [825]; = /200 


Operações algébricas com radicais 


Seguem os mesmos mecanismos das operações com expressões algébricas envolvendo 
variáveis reais: Exemplo: 


+ З} =: J3)= 7-3-4 (Produto de uma soma por uma diferença) 


Este ë um exemplo no qual sáo multiplicados dois números irracionais, com resultado inteiro. 


Potenciacáo de radicais 


Um radical nada mais é que uma potëncia com expoente racional. Elevar uma potëncia a 
outra consiste em multiplicar os expoentes. Exemplo: 


E qd 
лоў 416 =102 210 2 = 10/10 - Também pode ser feito como: 
(Vio) =/10* = 102.10 =10/10 


Reducáo ao mesmo índice 


Para multiplicar, dividir ou comparar radicais de 
ao mesmo índice. Exemplo: 
3 2 5 


11 32 5 
2.3/2 22223 =26.26 =925 


índices diferentes, é necessário reduzir ambos 
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Como 103 = 1000 e 322 = 1024, segue-se que VIO < 3/37 


Cuidado com o sinal 





p 


a 9 
A operação X , com x negativo e p e q primos entre si, não pode ser efetuada quando q for 
par. Vejamos alguns exemplos: 


e "m 
(-5)^ nào pode ser efetuada, é a raiz quadrada de -5, que não existe no conjunto R. 


6/2 
(- 5) pode ser efetuada, pois a base negativa resulta em um valor positivo, quando elevada 
a sexta potência, portanto sua raiz quadrada pode ser efetuada. 


Se nessa expressão simplificarmos o 6/2 para 3/1, estaremos errando, pois 


(-5)" = 125 enquanto Es” 24125 W 


Por isso dizermos que está correto simplifi 
quando a base é positiva. Quando a base 
resolvamos antes o problema do sinal: 


car O índice do radical por um valor par, somente 
é negativa, podemos fazer a simplificação desde que 


3 
l 


-5)2- (5)2-5 


Хо Caso de b 
“ja se não e 
elevada e Ч 


ases negativas, devemos antes de mais nada, checar se a operação é válida, ou 
Xiste raiz de índice par de uma base negativa, sendo que uma base negativa, 
expoente par, torna-se positiva. Só depois desse ajuste fazemos a simplificação. 

2 
(- 5) ° Perm 


Tesulta itido, pois o denominador do expoente é ímpar. O 2 no numerador torna o 
do 


Positivo. 


Es 


; | ” | 1/2 
4: Permitido, pois o 2 no numerador torna o radicando positivo. Reduz-se a +5!/º. 


Ao 
| mu "Contra; 
amos a 


uma base negativa, olhamos para o numerador do expoente. Se for par, 
? 
| Mm 
| er 
on. Tador 


ase para positiva, aí podemos simplificar e continuar. Se a — IN : : 
Craçã Or ímpar, então o denominador também tem que ser impar, 
ão é бул 
ção é Proibida. Exemplo: 
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(- 5) = NÃO PODE!!! 


OBS.: As operações consideradas inválidas no conjunto dos números reais são permitidas se estivermos 


operando com números complexos. 


Exemplo: 


x? 


Esta operacáo ë sempre permitida, porém o resultado nào é x, mas sim, |x |. Como tomando 
apenas a expressáo, náo sabemos a priori se x é positivo ou negativo, temos que usar o 


módulo. 


Questões com radicais envolvendo bases negativas podem ser usadas como “pegadinhas” em 
provas de concursos, entretanto, algumas vezes sáo falhas da banca, que pode nào ter atentado 
ao problema da base negativa. Nesse caso, o tratamento errado da base negativa resulta em 


um erro na questáo, que torna-se passível de anulacáo. 


Exercícios 


E1) Exprimir os radicais na forma de números racionais, quando possível: 


a) 425 
b) — 81 
c) -4/225 


9-8 
64 

e) ES 
144 


E2) Completar com >, < ou = 


а) :-[5 
5 2 


03.1 
9 9 
е) 2 _ 3 
7 7 


f) — 0,16 


0) 4-8 


h) -/1,69 
) iz 
16 
) 196 
25 


2 
3-0) 
3-13 
919 fe 
9 
b^ |7 
4 V4 
i) k __ Jk , I1 


I 
3 V4 


k) –4/— 64 
i) 0,49 
m) 40,0001 


n) == 36 
22 
o) 31-42. 
125 


Q3. 45 
hai. Js 
m) 4/50 47 


ү 
12 5 


42 


0) 


ES 
= 


p 
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k) Va?! b'c*a* 

) Jc pe? 

m) [xyz 


5 
n) Es 
12 
0) 4167 
2 


¡tul 

E trair as raízes dos seguintes monómios, considere positivas todas as variáveis 
ye TE ) /36x? y*z^ 

p) У9а2х 9) J0,04z5w* 

0) 25х*у h) y 125x? y6z? 

| E. 
à 25 p i) 3 X x) 
9 y 


E4) Colocar os fatores para dentro do radical e efetuar os radicandos 


а) 2/3 ) 345 k) 7/2 
b) хуу g) 343 i) 5J3 
c) 1042 h) 33/2 m) 548 
d) 2/10 ) 24/5 п) 94/3 
e) 5/4 j 745 o) 10/10 
E5) Colocar o maior valor possível para fora do radical 
a) /98 0 125 k) /243 
b) /27 0) 432 ) 450 
c) J18 h) 475 m) /54 
d) 472 i) /300 n) /500 
e) 3/16 p 3/32 о) 41024 
Efetue e simplifique 
p 4Ы 0 /50 — 8 k) J12 + 4/27 + /75 
b) J12 + 75 + /108 9) V28 + 7 + J175 ) /49x* + /9x* 
c) V2 + /8 + 4/32 h) V75 - 427 m) /81х —/64x 
d) 43x! +/12x? ) 5/2 - J32 n) 448 - 342 
e) J5k + /80k i) /72 -V50 o) 4/48 + V27 
E7) Efetue as multiplicações: 
4 Jão ах | — I з 78 5/78 , Бэл 
b) 53/5 a) 448.475 ) 3/6.5V15 
9 10.2 h) 24.53 m) 2 x.5 x , хэд 
о (у) ) (43) п (/8x (U2) 
9 se) j (43 - 42) 0) /3-/2143-42) 
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E8) Efetue e simplifique, considere todas as variáveis positivas 
а) /50 + J2 f) 36 + /2 k) /80 + J5 
b) 6/14 + 3428 9) 5J6 + J3 ) /98 + /2 
с) 43x7 y? + xy h) Ja? Pc* + Jabc m) AN [oz 
d) (6 +3/2 i) /200 =3/100 n) 4/24 + /6 
e) 4/54 «V2 Day + Jy 9 (x + Jy] +» 


E9) Efetue as potências 
a) (V2) 0 з) 9 (43) 
b) (sf g) plo? ! x>0 e y>0 ) (3.2) 
o) (243) h) (а:4с“р п) (200) 
d (3+5) ) (243) п (V8 +50) 
e) (50) j) (175) 0) (Jos - /72) 


Racionalizacáo de denominadores 


A racionalização de denominadores consiste em escrever uma expressão de tal forma que não 
apareçam radicais no denominador. O interesse em evitar radicais no denominador é facilitar 
as contas e reduzir os erros de arredondamento, pois antigamente esses cálculos eram feitos 
manualmente. Hoje em dia sáo usados calculadoras e computadores que apresentam erros de 
arredondamento menores, entretanto as questões de racionalização continuam sendo 
cobrados. Seu conhecimento é importante mesmo no caso de preparação de dados para um 
computador minimizar os erros de cálculo. Por exemplo, considere a expressão abaixo: 


É trabalhoso calcular manualmente uma divisão, na qual o divisor tem um grande número de 
casas decimais, como é o caso de (2. Mesmo que seja usada uma calculadora ou 


computador, o erro de arredondamento resultante da representação aproximada de J2. torna- 
se maior quando seu valor está no denominador. Este problema sempre ocorre quando temos 


nümeros irracionais no denominador. 


A racionalização de denominadores consiste em multiplicar a fração, no numerador e no 
denominador (para que não se altere) por um número irracional, de tal forma que 9 


numerador se torne um racional. No caso da expressáo A= 1/ 4/2 , este fator racionalizante é 


42: 
l 1х42 “2 


4-2 xd 2 


Portanto, a expressáo Е é igual a 1/ 42. , porém com o denominador racionalizado. 


__ И 
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gxemplo 1 ; 


que O denominador se torne um racional, multipliquemos ambos os termos da fragáo por 


. Racionalizar o denominador de 


pará 


+ 2: 


3х(/5-42 -3 54-72). 
EE 45-42) |м5--42 25-2 =(/5+2) 








exercícios 
E10) Racionalize os denominadores 
5 45 y 38 
a) — f) = r Г] 
Л 3110 343 - 242 
22 gl. p o3 
"$a 12—4/3 443 -5 
(2-1 Hi т) 5-743 
4241 47-45 1-43 


. 14 n) l 
тч усэ 58-85 





| | 60 
"ЧД 542 4243 5-43 


Radicais duplos 


7 á à ci i trata esse assunto sob o título 
i o título não será citado aqui 
fundamental. Em renomado livro cujo | 1 Y 
“Curiosidade” Outro livro tradicionalíssimo simplesmente não ec Ad — hoan 
lado, este ана ë sempre cobrado поз concursos para Í as militares, 

| este capitulo. 
constatado pelas questóes apresentadas na parte final d p 

ir a raiz (em geral quadrada ou cúbica) de uma expressão 
xtrair a 


O problema consiste em e до 
mero inteiro e um radical: 


formada pela soma de um nú 
4243 em outra equivalente da forma a+ Jb. 


| ão 44 
Ёхетар1о: Converter a exp ressao Va 2/3 4 +243 -ач Jb . Flevando esta 


;onai b tais que 
Queremos determinar os nümeros racionais a € q 


*quacáo ao quadrado, ficamos com: 


4243 -(8445| 


4-2/3-42 -5-2.45 
arte racional e uma parte irracional. Sendo assim, 


gu ionais devem também ser iguais. 


T 
*mos duas expressões que possue rtes irrac 


35 partes racionais devem ser iguais e as p^ 


a +b= 4 (1) 
ЭЗ =20/b=2/0b (m) 


— "mbp. cam T "2 а wa 





4 "eue, Qa — 20 фа. Q; L x. 


"pa u-— — n RADA A PACA 20 h... LT. Du P. Ñ. s s. ОЕ s... = 
>“ 
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Da segunda equação temos a?b = 3, ou seja, а? = 3/b. Substituindo este valor da ад na 1а 


equacáo ficamos com: 


3b+b=4 
b?-4b+3=0 


b=1lo0ub=3 


Substituindo b na 1º equação, achamos os valores correspondentes de a: 

b-lea-t/3 

b=3e а=+1 

Note entretanto que а raiz quadrada tem sempre um valor positivo, entáo devemos eliminar os 
resultados negativos. Além disso, de acordo com (II), a deve ser positivo. Sendo assim, as 


soluções válidas são b=1 е а= 3 eb-3ea- 1. Logo, 


444-2-3 -43-1 


De fato, se elevarmos (43 + 1) ao quadrado, encontraremos V4+ 2.8. 


Esta solução apresentada merece duas observações importantissimas: 


1) Este é o princípio geral para transformar um radical duplo em uma soma de radicais 
simples, e pode ser usado quando você esquece a fórmula (que será apresentada) que resolve 
o problema diretamente, ou em problemas para os quais a referida fórmula não se aplica. 


2) Se dois valores reais são iguais, então as suas partes racionais são iguais, e suas partes 
irracionais são iguais. Neste problema usamos que 243 =2a Jb (equação (IN), apenas porque 
temos certeza (o problema deu este dado) que a e b sáo números racionais, ou seja, 2adb é 
um “irracional puro”, e а? +b é um racional. Se essas informações não fossem fornecidas a 


respeito de a e b, não poderíamos formar essas equações. 





A fórmula de transformação 
Note que nem sempre é possível realizar a transformação de um radical duplo na soma de 
radicais simples. A transformação só funciona quando o número que está dentro do radical é 


um quadrado perfeito, ou seja, O quadrado de uma expressão do tipo Jx + Jy . Supondo que 


isto seja válido, vejamos a fórmula que realiza esta transformação. 


Seja o valor J A+ VJB ,ou seja, a fórmula que iremos deduzir serve tanto para y A+ 4В como 


para 44-48В . Faremos a dedução para o caso da soma, o da diferença é análogo. 
Queremos determinar x e y, tais que: 


44-48 -4х-/у 


Elevando ao quadrado temos: 


A+ VB =x+ y +2./xy P 
— 


Бэ? 
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oS supondo que esta transformação é possível, e que os valores de A, B, x e y são 
ais. Sendo assim, podemos identificar a parte racional e a parte irracional nos dois 


¡on : 
racio da equação: 


membros 


A= x+ (D 


y 
1 -2,у j 0 


pe (II) temos que B = 4.xy, ou seja, xy = B/4. Dessa forma temos a soma das nossas incógnitas 
+ y = А) ео seu produto (xy = B/4). Podemos assim formar uma equação do 2º grau cujas 
“luces sáo a soma € O produto das nossas incógnitas (22 – Sz + P = 0): 


2 - Az + B/4 = 0 
122 - 4Ат + В = () 

44+N164º —44.B _ A+NA—B 
E 24 Ё 2 


Сото partimos da suposição de que х e y são racionais, é necessário que o número dentro do 
radical, A? — B, seja um quadrado perfeito. Se isto não for atendido, não será possível realizar a 


transformação. Se chamarmos C = 4 4? — В, ficamos então com: 


Se o mesmo cálculo for feito para y 4— 4В , chegaremos a: 


Exemplo: CMRJ 2007 

Sendo А = Ju - 2430 Лт «24530 , o valor de (4+ р} ё: 
A0 8 (92 (руз (B4 

Solução: 


É claro que os radicais assustam aqueles que não conhecem o assunto. Nem pense € 
precisar elevar um nümero à 2007? poténcia, pois para isso seria preciso маан сар en Or. 
Quando esse cálculo é pedido, normalmente a base é O ou 1, que pode ser elevada a 


expoentes absurdos, dando como resultado, O ou 1. 








Sem Perda de generalidade, vamos mudar o nome da expressao de A para K, evitando 


confusão com o “ A” da fórmula ЯАВ . Será preciso transformar os radicais сар егп 
Somas ou diferenças de radicais simples, e sabemos que isto só ë possivel quando А? — B é um 
Madrado perfeito. Felizmente, vemos que em 17 -24/30 =17 — 4120 , ou seja, A=17 e явна 
eA? Bv ale 289 — 120 = 169, que e quadrado perfeito, então C=169 -13. Temos então 
PRM, B=120 e C=13. O primeiro radical se reduz a: 


‚ 417-/020- 17413: 17-13 _ 15-42 
k. 2 2 


T 


Бал: 
E 





Scanned by CamScanner 





548 O ALGEBRISTA 


O segundo radical fica: 
V17+/120 = 2 + — -415--42 


007 
Subtraindo, ficamos com К =-2,2 . O problema pede (k 4-242 J 209290 








Resposta: 0 (A) 


Exercicios 
E11) Transforme os radicais duplos em soma ou diferença de radicais simples 


а) /2+/3 9 4-7 к) /7-2/10 
b) /7+2,10 9 /10--24/21 ) J194- 8/3 
с) 417 - 4415 1) 412--2-/35 m) 46-24/5 
0411-6472 ) 4/52-30-/3 п) 1/25+4,/39 
e) 464-245 Du3-242 о) J19—6410 


E12) Simplifique as expressões 
а) ( 434 J134- 443 0450-5475 O 4/х-24х-1-4х-2мх-1 


(х22) 
b) 6-х-442-х 0) 43-22: 413 — Rug 348 
(08x32) 
с) 1/49 4 20/6 1) J17—2430 m) 474-246 447—246 
d) /14-- 6/5 ) /х--24/х-1 (02) n) 10+4-/6 —/10—4./6 


e) (*) 4/56+24/5 ) 4354-2043 о) 454 4144/5 


Raízes para lembrar 
É ütil memorizar algumas raízes quadradas e cübicas, vocé poderá ganhar tempo em algumas 
ocasióes. Aqui estáo raízes importantes para lembrar, com 2 casas decimais: 


Claro que lembrar raízes quadradas é mais importante que as raízes cübicas. Vocé por 
exemplo já deve ter memorizado a raiz quadrada de 2 como 1,4142, ou seja, até com mais 
precisáo, e a raiz quadrada de 3 como 1,732 e a raiz de 10 como 3,16. Se precisar de valores 
aproximados de raízes de outros números, pode fatorar e multiplicar os valores memorizados. 
Por exemplo, a raiz quadrada de 15 é igual ao produto das raízes de 3 e de 5. 













сэв. 
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ш) Efetue € ° 


a) (7-8 +) 
» 7 ¿43147 -48) 


c) r5) + 3) 


(Евра) 






2 
9048 +3076 +72) (02+) 
El4) Efetue e simplifique, considerando todos os radicandos positivos 
| 2 
a) уа -b (a, b positivos) 0 УУУ256 k) ух? 
a+b EE 
2 
) ЧЕЗ] g) x xx p Ух -239* (o<y<x) 
yx? +2xy + y” 
2 h) 5х“ -4y) m) ух -23 y (0<х<у) 
| lala 
“5 ух? +2ху+ y? 
0 3/57 T у) п) ie =3%y +39? -y* 
e) 3 E 3 2 7 
1.25 j) х Р bel y 0) За-/а ва? + {64а 
"s Чеше е simplifique, considerando positivos os radicandos literais 
3) /480 | зү к) /200x3/108 
(59) 
b) Ag 
128 g) (2x7) ) Ja+b+2Jab 
9У:12 
5 5 
m (43 + 7) m) 4/324/с” 
9 «2 +1 3 4 ç asap 
2 +4/162 ) V48 x1/72 »( Sab | «Vasa'b 


шо йг Cálculo de Radicais 549 
de revisáo 


implifique, considere as variáveis positivas 


0 421/5- 243 +442) 


9 11-43) 1-4) 


h) (2/10 -343143 + /2) 


) 384-437 3/8-4/37 n (255) 








121 
I 
š+ 


231 1 
28. 
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550 
0) 
079 АИ: 
Е16) Efetue e simplifique 
a) rr ordem crescente )CN 3 [ba Р sailab! + lab 
M5, 43,4126 
b) Calcule -/8х/6х/1542 x546 xV3 0) dto 02500 (42) 
5 3 2 
с) Calcule 4242 242.2... h) Керри 
| | ) 44/2500 + op ` 
d) Calcule 42 4-42 424 A2 J... 50). 2-4/3 
e) СМ J16x y -4259 —(х-5у)/ху |4/512 Iu) > 18 
x e y positivos 450 
Е17) Efetue e simplifique 
a) CN 65 r 9 49-4/54/9--4/5 k) 47-443 
Vx—1 
E g) J1-2/242-42 ) 42-43 
ot 
дсм 55 552 h) 10--3)7-443 п) | 242 
3-42 3-45 
- 24-43 3-43 34/5 -442 
CN 59 n) 
5, 2) | 2-45 3-45 245 -342 
NE 
гү (2 ) Calcule 2 0) Simplifique 
o) GU (5) = dad 
85748) 
125 
Е18) Efetue e simplifique 
a) (62 5). «Uie. {5 Tra ii | f Simplifique Р 
2x -5x+3 2x! +3х-9 12 
3x) +x—-4 (3x) 413x412 


—Ñ 
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б-б. 
7-4 242-45 45-43 


9 4 
+ —— 
92-45 245 -3-72 


(оаа yb )s x ab 


e) Simplifique a expressáo 











1.000.000 x 4128 х 32%? 
си RC 
(0,01) х 5, x 1024 
El9) Racionalizar os denominadores e simplificar 
a) Ух f) 25. 
42 — 4х 47:51 
b) 9) У3 +27 
Vx -1 J-J45 
c) V18 + V50 h) Ух - J5 
48 Ух +45 
d) Va+b+vVa-b i) 3-43 
Va+b-Va-b 5-3 
e) - a pod 
Va +b s+Y9 


E20) 


a) 


шалан l 
45 


5| +5125 +(2) 


"sa - Ja Js + Jaz) 
DO .. TEES: 


MAGZTER 


Cx = 
2+ 3 , encontre um inteiro ou 








551 
g) Simplifique Ух+3 q 2 
VX+3+2 4х-3-2 
h) Racionalize e simplifique 
x | 
4х-4х-3 | 
i) Simplifique | 


4412x? -5х427х 424 75x? 





k) Уз 
417 +2 
) 446 + 24150 
43 


1 
Va +1 
) 2 


45-48 





m) 





o) l- 
42-1 


f) Obtenha o valor numérico da expressáo 
abaixo, considerando x = 0,625, y = 0,125 
e z= 0,625. 


5 
х2 + 2(zy + ху) +4y? |? Ë 
x! +4y2 +4xy ! 





9)(0):43-:242:-43-242 
h) O número d 2434242 —43—242 é 


um número natural. Qual é esse número? Í 


i) Y-81x? —3xM3 + 54/24 
j)Se f(x)= Vx , calcule Sth) 10) 
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| 1 
racional igual a ҳ* + — · 
х 


is nú & 9880. O primeiro destes números é 
F91) (*) CN 78 - O produto de dois números ë 4 | bum 
san AR perfeito e o segundo náo é quadrado perfeito, mas A raiz quadrada do segundo por 
falta excede a raiz quadrada do primeiro de 2 unidades. O maior destes dois números é 


(A) múltiplo de 15 (B) menor que 50 (C) maior que 90 


(D) menor que 68 (E) maior que 70 


E22) Fatore 6al63ab? -341120 b + 2ab 343ab —5b J 28a b 


E23) Exprimir 412--4140 na forma а tabs sendo a e b inteiros. 


E24) Resolver a equacáo Yx—1= 45 


E25) Fatore a expressáo (x2 + 6)7/8 + 2x(x* + 6)48 + x*(x? + 6)%. 


E26) Calcule o valor de 1/2 2 27 p I ie 





E + (2° –19 m 


3(13)-2 






E27) Simplifique 


(99 (93 (© 3 0) = (E) 3^ 


тэ” |- 48r 5571 
E28) Simplifique Nc 


(А) ars Vz (В) wlz (C) 1622 (D) 4rsz (Е) МКА 
r 


3 
мод +9(7+2°) 


(А) 14 (В) 35/3 (С)117 (0)923 (Е) 46,7 


E30) Calcule {/9+45/5 -9 — 445 


(A)3 (B)6 (C)92 (D)27/0 (E) 18/5 


E29) Resolva a expressão 


p 
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14 - Cálculo de Radicais A 


presentar o número ү12+ 140 na forma a +b , com a e b inteiros, com a > b. 
e 


о e: (07 0! (94 


х+7 3:9 
implifique Ë — 
822) Simp 133 BEC 


(8 © сул ofi eds 
А = 2 


ë х 12 |2 2 Jr calcule P. 
as 0 
дин 838 O- (D)-1/12 (BIA 


5 


43-1 
д 16-1 (B) s(/3+1) с) 4,344) 055-1) 8 5(/3 +2) 
2 2 


43 


— 


E34) Racionalize 





E35) Efetuar e simplificar a expressáo 





3 
per 


3 
3 
А5 (в) уз (С)17 (D) E (E) МКА 


| da —b” € 
E36) O quociente da divisão de a° a+b por a va b 





| ) МКА 
^us mL ор ULL 
Ма+ 


„йн „ый 


ЕЗ7) Considere o número real m na exp pem 43 -1 т 


с) m = 73-1) 


Nestas condições; 


| é a raiz da equação m? — 5m — 14=0 - 
tos do conjun 
| Dispondo em ordem de gr andeza decrescente 05 elementos 


2; 110, 491; 3/0,1 ), temos: 

102110, зр, 0,1) в) (/01:3/0.15 1/10; pad 

л. Уол; 3/0,1; 0,2) (D) (0,2; (01: O; V 
‘Vol; y/0,1; 0,2; 1/10) 


0, 
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E39) Se x é um número inteiro € valem as relações 2x — J2 «6 e 1-2x« 4, então x vale 


(A)-3 (B)4 (C)3 12 (D)3 (E) Indeterminado 


48-48 é equivalente а 
E40) A expressão —— — € equiv ente a: 


5- 
5-3 


(A) 1⁄4 ву 65-5] (C)1 (D)-1 (E) МКА 


E41) Exprima É como uma porcentagem de 46. 
8 
(А) 75% (В) 50% (С) 25% (0) 6,25% (Е) 400% 


E42) Simplifique — ———— —— — yx] 
Vx? -x 4x? -1 


| — O). 2 1-4х (E) хух-1 
(A) = B) Jx+1-Jx (0 — (D) 1-4х y 


E65) CN 81 - 3/10+64/3 é igual a: 
(A) 1-47 (В) 1-46 (O) 1x45 (D) 1-43 (E) I+ J2 


x 2х41 2x 
A Е 22 Jes 


(A) 4397" +2) (B)27'«16 (О) 42%+1 (D) За) 602744 


ATADO 
3/8 


A) 2 ву?” (OAB 0) 242 0 242 


Е46) СМ 52 - Simplifique а ехргеѕѕао J16x? y — 425xy? — (x Sy Way 











E45) CEFET 99 - Simplifique 


E47) CN 75 - Simplificar a expressão AJA -343 

) p xp I 
(A) 4-9--443 (B) 4+3+34 (C 4-3+VA 
(D) 3-4443 (E) 9+ JA (F) NRA 


E48) CN 77 - O valor de 3/168 4/0125 é: 
(А) 248 (В) 4/4 (С) 4/2 (D 2/2 (E) 4/2 
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JA 14 - Cálculo de Radicais 
CN 77 
4 expressão do 1º grau Е anula para x = 4/2 е tem valor numérico 
una umérico dessa expressão para x = 48 ё: 
n 


1 В) 4/2 (С)42 (D342 (E) 2/2 
| 


2+43 2-43 
- Efetuando |— + , obtém-se: 
0) CN 82 2-43 12-/) ши 


‚ 843 (С)У2 (0)24 (Bi 


555 


2-48 para x = 1.0 





A 
pi) (*) CN 83 - 32 242 -43-24/2472 , é igual a: 
nt 82 (O3 (D4 (Е)5 


E) (* CN 85 - Уа? —2ab — b? , onde a e b são números positivos é um nümero real se, e 


somente se: 


aj 221442 8) 722 (© -242 (D) 520 © 221 i 


E53) CN 83 - Calcule o valor de: 


a) _| (0333...) (54) 
53 


29 B X | 








(А) 139 (В) 120 (С) 92 (D)121 (E)100 


E54) (*) CN 86 - O número V1 +3/4 + 3/16 está situado entre: 


4)1e1,5 (В) 1,5е2 (C)2e25 (D)25e3 (E)35e4 


—— — A Mim ч 


l 


55 () CN 87 - O denominador racionalizado de — —— é: | 
J3 +412 +1 | 


41 (B8 (суз (руз (B)2 





98 - O valor da expressáo ye Pr cit n 199 +10 


”т 14-42 
? (8)-9 (C)19 (D)9 (E)10 
E57 c 
CN gy. O denominador da fração irredutível, resultante da racionalização de 
| 


50. 
" S75 - /128 - 16/48 
0)22 (C)33 (р)44 (E)55 
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556 O ALGEBRISTA 
E58) CN 92 - O resultado mais simples para a expressão 4/(V48 + 7) „(аз -F е 
д) 23 (В) 445 (O4 0) 247 (5)4/3-7-4443-7 





1 
42.42 4.3 


(44241 (В) //2-2 (С) VV2-1 (D 42-42 (41-42 
E60) CN 96 - Calcule o valor de: X42 «43 5-2) Вон l 


М? 45451) -1| V2 3: 5 
J2 3-5 с) 2933/2 - 30 E 430 ii 


E59) CN 93 - O número 





y A q dl 
(D) 243-4332 4/30 (E) 243 43244430 


24 24 





E61) (*) CN 98 - 2 __ 2 é um número que está entre: 
45-43 7 

(А) 0е2 (B)2e4 (C)4e6 (D)6e8 (Е)/8е10 

CONTINUA NO VOLUME 2: 97 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) а)5 f) -04 k) 4 
b) -9 g) -2 1) 0,7 
c) 15 h) 1,3 m) 0,01 
d) -7/8 i) 3/4 п) -6/5 
e) 1/12 j) 14/5 0) -3/5 
E2) Completar com >, < ou = 
2 
EE 954(5| 0 4335 
5 \5 3 43 
p l«[L 9 16, [16 9311... Js 
16 116 9 9 
« < 
4 14 


gás já ) k> Jk , юм 

i i i 
з. б 

e) = < |> 4. 17 
7 É ies? -J2 
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55 


1 ” 14 _ Cálcul 
t 






557 





› (e 
m 





" e) 7h ) ху: m) xbytszis 
| a) 4X 2,3 . 
6) ) ‚2 f) 6xy^z j) xy n) xzzw? 
н re д ere 2” o) 2y3/z 
d) 5k2/3 129 
5 e) 3/500 i) 3160 m) /200 
И) = 9 J45 j 4245 n) 4243 
р) yx 
| 2427 0 98 o) 41000 
à 200 h) 3/54 ) 475 
j) /40 | 
B e) 23/2 ) 1043 m) 3/6 
B) a 123/4 n) 1045 
b) 343 0 545 w 
7 h) 543 ) 542 
d) 6/2 Р 
) 42 тал 
B) 21145 e) 5/5k ) 4/2 п) 1142 
b 1343 9342 ГЕ 0) 743 
)8 7 k) 1043 
c) 7/2 : 2,8 |) 10x 
d) 343 h) m) 10x 
e) 3x2 i) 343 6/95 547? 
E) а)20410 y 5-246 nae y 
b) 4/5 J k) 6х 
C) 245 5 | 45410 
d)k h) 3042 fy? 
т) xyz Y2 
: i) 4800 Š 
ь ° ) Ao 1 
l 2 
b) J2 0 342 04 ГУ e 
4/2 
©) y43/x g) 5 
)7 
d) $/54 h) abee 5 m) 200042 
i) 24 n) 98 
9) a) 2.7 e) юэ j) 31543 0) 242 
3 5 
M i 1er дэ 
c) 12 g) y 6 ‚6 
d) 84-2415 h) һс?%а?Ь 
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558 
E10) 


E11) 


E12) 


E13) 


E14) 


E15) 


a) 


547 


7 


b) J5 +1 
c) 3:05 


0 3153 


à J6 + /2 
2 
b) /5 +/2 


c) 245 +45 
d 3-42 


a) 43:41 
р) 2—42—x 


с) 43 42 
y A02 
2 


с) 104-2421 
d) /21 


a—b 
a) 
a+b 


b) х2 у? 


TE 
5 


d) J3 





a) 4430 
b) 8/2 


c) -5 





| 214/6 -28 ) 10+6/2 
e) —— 
19 
-6415 
п 980 , Bone 
2 
h) J7 4-5 ) 1243 +15 
23 
e) 4/5 +1 i 343 —5 
f Jide? n J2-1 
2 

4 47-43 o 4/5 -J2 
h) 47-45 |) 4+43 
е) 4/5 +1 ) 4/х-1-1 
n S62) 0 245 +415 
g) V2 «1 2 x=1 
h) V15 -V2 ) 2/2 
е) 4/3 +4+3./3 +./6 i) 3 
f) Л0-2-6-8 j) 54246 
g) 2 k) 64245 
h)2430 + 44/5 -9-346 1) ХУ 
0) v5 1) 
f) 2 j y^ у? 
0) 4х yl 

X 
nyGt-ayy nz 

x+y 
e) 9/3 i) 2453 
п 26—153 ) 742 

8 

g) 14 k) 60/2 


O ALGEBRISTA 
m) 643 —13 


0) 
1542 +5430 -10/3 


m) 4/5 –1 
п) 13 4243 
о) 410-3 


т) 246 


n) 4 


0) 7445 


m) °| ху” 
g+15/3+18 
c ey нийлээд 


n) : 


m 2х 
y+x 


n) x— y 


o) a(16a — sa 


m) 2./с 


n) 5ab 
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! «lo 14 — cálculo de ка 559 








гр! Ç xf h) 92/14 ИРИ г 
15 «4/26 < УЗ 9 j 
2 : 2 ici y2 
12 f) 9abJab ) -30/3 
e) 25/64 x 
ДЕ 17222 )2443 п) J 45 +1 
х-1 
Alp ) 2/14 y 3Bv6 +2 6-410 
b) —— n E 
b 10 2 
I9 g) 342-2 в 2 (5.1) o) Х+УХ -3x 
2 2 3 
d) -1/256 h) 1 
132 (5-1) 
8) а) 4/2 +2 d) y'za b + хуЬМа g) x+7 
ab x 
b) 442 SI h xx! -3x 
3 
) 745 0. 2x-3 ) 3x 3x 
JGx + 4(2х +3) 
El9) do. 
e e) 4 6-43 m 3/42 —3/a +1 
2-х aa? -ba +6?) "Гүү? аы 
a+b? 
y Ух+1 p 577-5 y 25-519 +343 n) -5«J7) 
REA 6 134 
4 
| 9) —2 К) [51-23 о) 3/4 +3/2 +1 
13 
IL g х45-2/55 0142 
: зог. 
-5 
" a) | Í 
N2- 3. s әз g) 2 y V2+h- 2 
b) 5 3 Л 
gg 4 e) 194 h)2 
Y а, —36abJ7ab E23) /7+у/5 E24) х-545-1 
| 6)7/6 l 
Чха» 1162 Е26) 2 E27) (B) E28) (A) 
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560 O ALGEBRISTA 
E29) (B) E30) (A) E31) (A) E32) (B) E33) (C) 

E34) (A) E35) (C) E36) (D) E37) (C) E38) (E) 

E39) (D) E40) (В) Е41) (C) E42) (B) E43) (D) 

E44) (E) E45) (С) E46) 3x xy Ей7) (В) E48) (D) 

E49) (E) E50) (A) E51) (B) E52) (A) E53) (A) 

E54) (C) E55) (C) E56) (D) E57) (D) E58) (C) 

E59) (C) E60) (D) E61) (B) 





Resolucóes de exercícios selecionados 


E12 a) 4344134443 
Radical mais interno: 4134-443 -4113--4/48 
C 2413? - 48 = /169-48 = 4121 =11 


[axes = (1251, E - i2+1=2/3+ 
Radical mais externo: 

(34203 +1=4+243 -444-Л2 
C-44-12-2 


[aedi = [652 872 яа 


R: J341 
E12 e) 1/564-2445 


Inicialmente calculemos a raiz quadrada, depois a raiz quadrada do resultado. 


456 + 2445 546 


Os números vào ficar grandes, mas podemos colocar 2 para fora do radical, ficando com 
números menores. 


456 2445 = — 180 


C 2414? -180 = 


456--24-/5 = (= 2 | 2(3+4/5)= )= 6+2./5 


Extraindo a raiz novamente 


464245 = ү6+4/20; C=V6* -20 =4 


añ (E 5. s 


R: 4/5 +1 








” 
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2 242.2... 


810 c) 03 expressáo de P, podemos escrever 
chama? 
PF ДА Р = 0 ou p 25 2 
Po pode ser zero, logo 
n 
p=2 
pP? 
1 

» CN 65 — — 
874) 0 Үрээ 
Solução: 


0 fator racionalizante do denominador de Va —3/b é obtido pelo produto notável 


ey + y) m - y. Fazendo x=? a e y=3 b , ficamos com: 


lado la? + ab + las 


No nosso caso temos: 


l V +\/х +1 2 +35 +1] 


1:-1 Bh? +3/x+1 х-1 
R: de + Ye +1 


Х-1 


E17 k) 47-4-/3 


Solução 
Como é uma raiz quarta, temos que extrair a raiz quadrada duas vezes. 


V143 =? 
^77,8-48, С-442-8-1 


V 445 — |А+с HOC audi 
2 2 


indo a rai; quadrada novamente: 

2443 -9 

А = 

ы илла 

и ы 2-1 -2 
Vo t |— =——(/3 +1 

n 2 2 ; 03 | 

R: v2 

703 +1) 


80 exi | 2 
хун: fórmula para transformar radicais que envolvem raízes cúbicas em soma. 
i ë chamar os dois radicais de a e b, e elevar a + b ao cubo. 
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O ALGEBRISTA 


(а-5) =a? +3ab(a+b)+b* 
(a+ b) =9+4/5+9-45 +3ab(a +b)= 18+3ab(a + b) 
Pelos valores dados, vemos que ab vale 3/9 +445 x 39-445 -481-80-1 


Entáo, chamado a + b = K, ficamos e levando em conta que ab=1, ficamos com: 

K? = 18 + 3K 

O problema dá uma ajuda, afirmando que o valor dado é um inteiro. Aliás, um inteiro 
positivo, já que o primeiro radical é positivo, e o segundo notamos também facilmente que é 
positivo. Testemos portanto o valor K = 3: 

27 = 18 + 9: OK 

Vemos portanto que K = 3 é raiz da equaçao. 

Fatorando o polinómio K3 - 3K - 18, colocando K - 3 em evidëncia, ficamos com: 

K3 - 3K - 18 = (K - 3)(K? + 3k + 6) 

O trinómio do 2º grau obtido na fatoração tem 
único valor de K que satisfaz é K = 3. 


delta negativo, portanto raízes imaginárias. O 


Resposta: 3 
E20 g) 43242 - 43-242 
Solucáo: 


K e eleve ao quadrado. Veja porém se O sinal da expressáo é 


Se esquecer a fórmula, chame de 
dical é maior que o segundo, então o resultado é positivo. 


positivo ou negativo. O primeiro ra 


K=413424/2 —43-242 
К? 234242 43-242 —243- 242 5413-2242 
К? 26-249-8 


K?=4 Y K=2 (vimos que a expressão é positiva) 
Resposta: 2 


E21) CN 78 - O produto de dois números é 2880. O primeiro destes números é um quadrado 
perfeito e O segundo náo é quadrado perfeito, mas a raiz quadrada do segundo por falta 
excede a raiz quadrada do primeiro de 2 unidades. O maior destes dois números é 


(A) múltiplo de 15 (B) menor que 50 (С) maior que 90 

(D) menor que 68 (E) maior que 70 

O enunciado foi descuidado, mas faltou dizer que tratam-se de dois números inteiros. Um 
deles ë certamente inteiro, pois é um quadrado perfeito, mas seria melhor ter dito que ambos 
são inteiros. Em questões atuais, como existe revisão e anulação, este descuido não ocorreria. 
Partindo do principio que ambos são inteiros, obviamente são positivos, para que as suas raízes 
quadradas existam. Como 2880 é o produto dos números, vamos fatorar 2280 e ver como seus 
fatores podem ser distribuídos pelos dois números: 
2880 = 20.3.5 

Рага que о primeiro número seja um quadrado perfeito, ele deve apenas ter duplas de fatores 
iguais. O fator 5 deve obrigatoriamente pertencer ao segundo número, que não é qua 
perfeito. 

2880 = 4X 4X 4X9x5 






4X4X4x9x5 
4X4x9x5 


— 
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Agora vamos extrair as raízes quadradas, sendo que a do primeiro número é a exata, e a do 
segundo número ё por falta a menos de uma unidade, ou seja, qual é o menor inteiro menor 
que o número dado, de forma que seu quadrado seja menor ou igual ao número dado. As 
raízes são então: 


Raiz do 1º número Raiz do 2º número 





De todas as possibilidades, a única que atende ao enunciado é a terceira, os números são: 
4x9=36e4x4x5=80 


Resposta: 36 e 80 


ИЗ) 110--6-/3 é igual a: 


№147 (8) 14-46. (С)1-45. (0) 1443: (E) 1+42 

Solução: 

м гайса! duplo só pode ser transformado na soma de radicais simples, quando o radicando 
Um quadrado perfeito ou cubo perfeito (no caso de raiz cúbica) de uma expressão na forma 
44-45. A condição de que A? - B seja um quadrado perfeito, que torna possível a 

nacio, assegura-se na verdade que a expressáo no radicando seja de fato o quadrado 
чар. especificado. O mesmo ocorre com cubos, mas a expressão é um pouco mais 

i. "a Á forma mais fácil ë fazer tudo ao contrário. Se o radicando do enunciado ë o 
le 4, , UMa expressão com raiz, esta só pode ser uma raiz de 3. A única opcáo que tem esta 


raiz de 3 ¿ 
à expr E a (C). Devemos então elevar ao cubo a expressão (D) para verificar se o seu cubo é 
“ssáo do enunciado 


г 2 
De f 1434 +3/3(1+ /3)=10+643 

Se não. P gio correta é a (D). 

aa Pudéssemos testar, teríamos que estipular o resultado com parámetros desconhecidos, 


e . . A a 
» elevar ao cubo e igualar os radicais nas duas expressões. Como e expressão ao 





US. ufi. S mo mer c 9 he bes. A E 
> . as e. a R <= a. . ` 


мл a AR фы 7 





(1! 
| 


{ 
| 
: 
! 
i 
| 
| | 
| ` 
| 

ili 


| 
š 
| 
) 
H 
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III PALGEBRISTA 


cubo é 10+643, a expressão original deve ser da forma A+BW3, já que não existe outra 
raiz envolvida. 


(4+BV3) =10+6/3 

Æ +38 3 +3(A+ B43) AB43 

2 +94B? + V3(3Bº «34^ B)-106/3 

Como A e B são inteiros, igualamos os termos irracionais das duas expressões, ficando com: 
J3(38º +34B)= 6/3 

В+ АВ=2 

В( 4° + В? )=2 

A equação só pode ser satisfeita por valores А е B inteiros quando A=1 e B=1. Testando esses 
valores para a parte racional, temos: 

4 +9АВ? =10 OK! 

Portanto a transformação fica com A = 1 e B = 1, ou seja, o valor procurado é 1+ 43 


Resposta: (D) 


E51) /3+23/2/2 -/3-23/24/2 , é igual a: 
(A)1 (B2 (C3 (0)4 (E 


Solução: 
Podemos eliminar facilmente a raiz cúbica, pois 39 = (V2 y, entáo podemos escrever a 


expressão como. 


134242 --43-- = 43--/8-43--48 


Fazendo С-442-48 =1, a expressão é reduzida а: 


EEE 


Resposta: (B) 


E52) Va” —2ab—b* , onde a e b são números positivos é um número real se, e somente se: 
(A) 221+42 (В) 722 (C) 242 (D) 520 (E) Хэл 


Solucáo: 

É preciso que a expressáo dentro do radical seja positiva ou nula, ou seja, 

а? -2ab—b* 20 

Note que as opcóes discutam o valor de a/b, entáo vamos dividir toda a expressáo por b^ о 
que é permitido, porque este valor é positivo. 


2 
a a 
— | -2—-120 
B b 


Completando os quadrados no primeiro membro, ficamos com (somamos 2 aos dois 
membros): 


2 
2 ye 
(2) „^2 


А expressáo do primeiro membro ё um quadrado, portanto: 


Р” 
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a || 22 
b 
Para q 
módulo seja maior que J2 , OU seja 
a_1> 42 ou Z-1«-J2 
ñ b 
A segunda opção não ocorre, pois a e b são positi _ 
A única opção válida é a primeira, ou seja: Positivos, a/b não pode ser menor que —1— 2 


242423 221442 
b 


o quadrado da expressa ê 
ue O q pressão entre parênteses Seja maior ou igual a 2, é preciso que seu 
) 


Resposta: (A) 


E54) O número y 1 +3/4 +16 está situado entre: 
(A)le1,5 (В) 1,5е2 (С) 2e 2,5 (D) 2, e3 (E) 3,5 e 4 


Solucáo: 


Uma calculadora resolveria o problema rapidamente, mas nào é o caso. Facilitaria se 


te al 


3 
2 2-1 





4-1_ 3 
2-1. 2—1 
M estimar o valor da raiz cubica de 5, através de aproximacóes sucessivas. Este valor está 
байрлан entre 1 e 2, pois esses números elevados ao cubo sáo 1 e 8. Vamos entáo 
Ls no a primeira aproximação, a média entre 1 е 2 = 1,5 

ох 1,5 x 1,5 = 2,25 x 1,5 = 3,375 
| ые podemos encontrar uma aproximacáo melhor, que é 1,6. 

"»-L6xl6x16- 4,096 

dine um pouco maior que 4, entáo a raiz cúbica de 4 é um número um pouco menor que 
' >J4 que tomando 1,5 o resultado é 3,375, que é tão menor. Já que о problema pede valores 


а . 
Proximados tomemos 1,6. Entáo a expressáo seria: 
: -l 1,6 S 1 E 0,6 E 


rt é portanto um número um pouco maior que 5, e 45 vale 2,23. Como as opções 
22 “ma dão faixas de tolerância bem largas, podemos ter certeza que este valor está entre 
RUE é a opção (C). Claro que na prova não podemos usar calculadora, mas se 
5 0 valor exato seria aproximadamente 2,26. 
Sposta: (C) 


55) O denomi "ГЭ l | 
Minador racionalizado de —————— é: 

(A) 10 J3 +4/12 +1 
8)8 (С)4 (pa (Е)2 
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Solucáo: | nr 
Podemos formar uma diferença de quadrados no denominador, multiplicando ambos Os temos 


da fração por 43312412 : 
(31-12 J3 1-3/2)2 3«1«243 - 12 


Como 412 = 24/3 , esses radicais cancelam e o resultado é 4. 
Resposta (C) 


é um número que está entre: 


2 2 
Eb “==: 
45-43 42 
(А) 0е2 (B)2e4 (C)4e6 (D)6e8 (E)8e 10 

Solucáo: 

Devemos racionalizar denominadores, mas substituir valores sempre é uma boa ideia. 

2 _ 244/5 +43 - 15403 

45-43 5-3 

Esta primeira parcela resulta em 2,23 + 1,73 = 3,96, aproximadamente. 

A segunda parcela envolve a raiz cúbica de 2, que é 1,25. Fazendo 2/1,25 encontramos 1,6 
Finalmente calculamos 3,96 - 1,6 = 2,36. A faixa que engloba este valor é (B), entre 2 e 4. 


Resposta: (B) 
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ишо dificilmente surgem мэс em concursos que peçam a simples resolução de uma 
carão do segundo grau. Ao invés disso, são mais comuns as equações que não são do 2º 

mas através de uma manipulação algébrica e uma substituição apropriada, recaem no 
segundo grau. Os principais tipos são: 


Equações irracionais 
Equações biquadradas 


As equações irracionais envolvem radicais com incógnitas. Em geral a solução é obtida 
eevando-se ao quadrado os membros da equação, visando eliminar os radicais. Ao final é 
preciso testar as respostas na equação original, pois o procedimento de elevar ao quadrado em 
geral introduz raízes estranhas. 


As equações biquadradas são equações especiais do 4º grau. Para resolvé-las é preciso fazer 
ша substituição de variáveis, resultando em uma equação auxiliar do 2º grau. Também nesse 
“280 € preciso eliminar as raízes estranhas. 


ае capitulo traz ainda exemplos de outras equações que não são do 2º grau ou biquadradas, 
"sam técnicas de resolução parecidas. 


Equações n; 
ações biquadradas 
s quadradas são equações do 4º grau que mediante uma substituição de variáveis 
“ma equação auxiliar do 2° grau. O tipo mais simples de equação biquadrada é: 


Ml A 


I 

are de 

ro “quação do 4º grau que possui apenas expoentes pares para x. Para chegar à 

y, ° A substituição x? = y. Assim recaímos na equação auxiliar: 
by + C m () 
LW Р 

е uma : 
“нь, dois е" do 2° grau ет у. Ота vez resolvida сот а fórmula quadrática, temos 
* Ores possíveis para y: Yı e y2. A seguir resolvemos as duas equacóes: 


t 








1 
Í 
| 
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х? = у 
х^ = уз 


Não se trata de um sistema de equações, mas sim, de duas БУ I яарна, com suas 
próprias soluções. O conjunto solução da equação original é a união dos conjuntos solução das 
duas equações acima. 


Exemplo: Resolver x* - 13x? + 36 = 0 


Fazendo x? = y, ficamos com a equação auxiliar y? - 13y 5 36 = 0, cujas soluçóes sáo 
S = (4, 9). Agora usamos esses valores de y na equação x“ = y: 


х2=4 > x = 9 ou x = -2 
x2= 9 3 x = 3 ou x = -3 


Testando as raízes, vemos que as quatro satisfazem à equacáo original, portanto: 

Š = 12, -2, 3, -3} 

Exemplo: Resolver (x? + x)? - 8(x? + x) + 12 = 0 

Esta não é uma equação biquadrada, mas é do quarto grau, e pode ser resolvida através do 
uso de uma equação auxiliar do 2° grau, com a substituição y = x? + x. Ficamos com: 

y?- 8y + 12 = 0, cujas soluções são y, = 2 e уо = 6. Temos agora duas equações: 


1) x? +x=2 9 x2+x-2=03x=1lo0ux=-2, 
2) x2 +x=6 > x2? +x-6=0 > x-20ux--3. 


Portanto o conjunto solução é: S = (1, -2, 2 e -3) 


Exercícios 
E1) Resolver as seguintes equações 


а) х - 17x? * 7220 f) xt- 11х2 + 2820 К) xt + 5x2+6=0 
рх -9x-*870 9) x - 13x? + 36 = 0 ) х20 — 1025x10 + 1024 = 0 
c)x*-8x2-9=0 h) x* - 1332 - 48 =0 m) 22x - 40.2x + 256 = 0 
0) х*– 8х2 + 15=0 ) x* - 6x2 - 16 =0 Е 

П — 20 = 
е) х 122+ 32=0 — ) 2x -34x -2020 


0) Ax —7Íx-8=0 
Equacóes irracionais 


As equacóes irracionai incóeni | 

йн quas 5 режем E incognita dentro de um radical. Para resolvê-las, é preciso 

temos que testar as raí е evar à equação ао quadrado, visando eliminar os radicais. Ao fina, 
aizes encontradas, pois quase sempre surgem raízes estranhas. 


Exemplo: Resolver x —3 +4=1 
(А) 12 (B-6 (0)0 (DG (E) NRA 


“ 
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[s-34471 
/2-3--3 


х-3=9 
х=12 


569 


ora testamos а raiz encontrada na equação original: 


[2-3+4=1 


34471: RAIZ ESTRANHA 


A raiz encontrada não serve como solução. Trata-se de uma raiz estranha 
Resposta: (E) NRA 


Exemplo: Resolver ETA 6 x 

Solução: Isolando o radical no primeiro membro e elevando ao quadrado, temos: 
43x 4-16 -6- x 

43x -16 2 x € 6 


3x416 7 x^ +12x +36 

х +9x+20=0 

х= —4 ou x = —5. 

Testemos as soluções na equação original: 


x--4 ,3(-4)-16-6--4 
2-6--4 ОК!!! 


х=-5: 3(-5)+16-6=-5 
1-6--5 ОК!!! 


As duas raízes servem. 


Resposta: S = [-4, -5) 
Аз equações irracionais não têm uma fórmula geral. Diferentes configurações podem surgir 
durante o algebrismo necessário à eliminação dos radicais. Algumas vezes é preciso elevar 


toda a equação ao quadrado mais de uma vez. 


Exemplo: /5x-1-Vx+6=3 


Solução: Isolemos o primeiro radical. 
УЗх-1-./х+6 =3 

У5х-1 =3-x+6; Elevando ao quadrado temos: 
dx] -9-х-6-6/х-6 

4Х-16--6/х-6 

218 = -34x +6; Elevando ao quadrado: 

40 -32x +64 =9(x +6) 


ied =41x +10 = () 
Raizes: 10 e 1/4, 
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Testando as raízes na equacáo original: 


Х-10: 45.10-1-410-6-3 
7-4-3 OK!!! 


Х-1/:5/4-1-41/4-6-3 
1/2-5/2=3 RAIZ ESTRANHA !!!! 


Resposta: x = 10. 


Exercícios 

E2) Resolver as seguintes equações: 
EN red ) Vx+5+ Vx =1 k) /14x-21=x+2 
b) х-5-4х-7 gJ7-4x-43-2x21 0) Jx+4=2+Jx-4 
0) 1-у2х+1 = х nt) /3Х-1-4/х-4-3 т) 2+4/12-2х=х 
d) V3m+1 =2—.3m ) х-3-244х-3 n) /3х+18 = x 


90)-10-6Х-х-3 рта 2 =3 


Outras equações redutíveis 


Equações com outras formas algébricas podem ser resolvidas com o auxílio de uma equação 
do 2º grau, ou até mesmo do 1º grau. À ideia geral é fazer alguma operação algébrica para 
chegar a uma equação auxiliar mais simples. Devemos tomar muito cuidado com a introdução 
de raízes estranhas. As raízes encontradas devem ser testadas na equação original e eliminadas 
caso não a atendam. Isto normalmente ocorre quando elevamos a equação ao quadrado, o 
que faz valores negativos tornarem-se positivos. 


Exemplo: 
Resolver a equação 25 -* = 64 


=- ° ~ . е 
No caso temos uma equação exponencial. Uma expressão exponencial deve ter a bas 
positiva, e a simplificação a ser feita é: 


ах = а) €» x=y 


Ou seja, duas exponenciais de mesma base são iguais se e somente se seus expoentes 880 
iguais. No nosso caso temos: 


29% = 64 
Эх x = 2° 


x2 — x = 6 


š "ET - uas 
Ou seja, nossa equacáo exponencial original foi reduzida a uma equacáo do 2° anger 
soluções são x = -2 e x = 3. Geralmente a redução de uma exponencial não resulta em 
estranhas. Por via das dúvidas, é bom testar sempre. 
x = —2: 





, 
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(ay 42) = 6 — 64 OK! 


Resposta: x = —2 ou x = 3 


gxemplo: 


Resolver (у2 + y)” - 8(y? + y) + 12 = 0 


Solução: 
Podemos desenvolver o quadrado, mas ficaremos com uma expressão com potências 4, » 2e 
| e uma equação que nào ë biquadrada. Entretanto podemos fazer a substituição k = y^ * y, 


ficando com: 
2 - 8k + 12 = 
devem ser unidas (OU): 
k=2:y2+y=2 > ул | ou y = —2. 
k=6:y2 +y = 6 Э y = 2 ou y = 9 


0 > k = 2 ou k = 6. Isto resultará em duas novas equações, cujas soluções 


Resposta: S = (1, 2, -2, -3) 


Exercícios de revisão 
E3) (*) Resolver x — J -6-0 


x — 64 , a soma das solucóes será: 


FA) (*) Resolvendo a equação jj 
ar g- (05 m2 8&7 
E5) Encontre a soma das raízes da equação 9? 27* a 
дз as (0% D-2 0998 


E6) Resolver a equação 2” ^ 264 


E7) Resolver x4 - 12x? + 32 = 0 é 


E8) Resolver a equação k 5 
]-& 


f 
F9) Resolver x4 + 5x2 — 36 = 0 


El 5 2 
0) Resolver x! - 3x? - 4 = 0 3 _ g = 0, encontre 0 valor de a^ + b”. 
xô e Je d 


ЕШ) Ѕепдо а e b аз raízes reais da equação 


E12) Resolver x 2 + x  - 6 = 0 





b... HEN 
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E13) Resolver | ! __1_ 


1-х l+x 


E14) Resolver x! + 2x? - 8 = 0 
2 — 
E15) Resolver 24 7 =1/8 


E16) Resolver yag = 256 


E | 


O ALGEBRISTA 


E17) Resolver para x: a^x ? -2ax | -1=0 


E18) Resolver J2x -5 +(2x+5) 2 J4x 4-20 


E19) Calcule x em 8/6 + x"? 27 (3-42) 


E20) Se x"? +y"? = 4(x? — y? ), encontre a relação x/y. 


E21) Resolver x^^ 4- x^ -6-0 


E22) Calcule x em função de a e b: p = 2-25 
x 


E23) Se 1 — 6/x + 9/? = 0, determine 3/x. 


2 
3 
E24) Resolver 27 * 216 


E25) Resolver (y? + y)? - 8(yº + y) + 12-0 


] l 
E26) Resolver —— + =] 
| Jx xx 








Е27) Resolver | 
х-4 


E28) (*) Sejam À e B dados por: 
= —— B = 
A ] 


x+] 


2x-16| (2х-16 
х-4 


2- 


los 


2 
2 
2 





y E 


Se | AB|74, qual é a soma dos possíveis valores de x? 


E29) Resolver 8|x*1|? - 2|x + 1| = 15 


a 
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E (a 


| gncontre X em Kx Mx mx 7 
| : ү 83 (02 (0) 1 (Е)9 
Jx+6-v2x—5 =17 


-2 


do" 
(C) 6 ou -4 (0) 60u4 (E)-6 


131| юэ 6 


-2 





Resolver a equação | 


32 
(A) 4 (B 1/12 


2 2 : 2 
E33) Resolver a equação + 2 5 бх 4 2 +9=0 


E34) Resolver x d e 


ЕЗ5) (*) Resolver = +4 E 
x — 


х-4х-1 M 


E36) Resolver | ——— = 
i Аі 3 





K 5-320 é: 


10 (E8 


E37) (*) A soma das raízes reais de x 


(A) Nào tem raiz real (B) 65 (C)5 (D) 


3 3/3х-1-46 
E38) CN 88 - A solução da equação 427 N3x-1 + 3x 


fator de 40 
(A) divisor de 30 (B) múltiplo de E (C) fa 

ti divisível por 
D) múltiplo de 7 (E) ИГ?” 


: аш 
drada tem duas raízes respectivamente 1g" 


E39) CN 86 - Uma equação biqua sanft ooa do é 


valor do coeficiente do termo de 2° 
47 (B)-7 (O1 (D)-ll (E) 1 

МО) A equação 9x — 3x1/2 + 1 = 0 tem du 
AJ (B 12 (C54 (0)4 (E 3⁄2 


sas soluções 
хос A soma des 
as soluções. 


Ч) (*) CN 86 - O valor de x no sistema 
léx- yz] 


1x«2-4y333 =1 
é: 


‚& 
42 (E) 1546 
№5145 (в) 1541242. (O) is.10/2 (0) 15** 


k 
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E42) Resolver x? + V12x-28=0? 


E43) Quantas soluções reais possui a equação үх +I] + Jx =үх+уүух+7 ? 

(А) 4 (B3 (C)2 (D)! (EO 

Е44) CN 85 - Considere а ѕота de n parcelas 5 = n!5 + n!5 + n!5 +... + п, Sobre as raízes фа 
equação 4/5 =13n? — 36 podemos afirmar que: 


(A) seu produto é -36 (В) sua soma é nula (C) sua soma é 5 
(D) seu produto é 18 (E) seu produto é 36 








E45) Determine o domínio da função f(x) 


(А) [5, 10) (В) (5, 10) (С) (5,20) (D) (5,22) (E) (-00,+00) 

EA6) Resolver a equação 4* — 18.2* + 32 = 0. Qual é a diferença entre as duas soluções? 
(4)0 (B1 (O2 (D)3 (E4 

EA7) Resolver a equação 39** = 9x, 

(A)x=-2 (B)x--1 (С) х=0 (D)x-1 (E)x=2 


IPM e 
x+ /x xx o 


F49) (*) Resolver Vx +9 —Ax-9 23 


E48) Resolver 





E50) Quais sáo as raízes reais da equacáo х? +18х+30 = 24 x? +18х +45 ? 
E51) CN 84 - A soma das raízes da equacáo x! -6x49 2 4 x? -6x+6 é: 
(A)6 (B)-12 (C)12 (D)O (E)-6 

E52) Resolver Jx+10 + 4/x +10 =12. 

E53) Resolver a equação x4 — 6x18 +8 = 0 

E54) Quantas soluções reais tem a equação 4х-5-3-22 

E55) Resolver (x? - 3x + 2)(x2 - 3x — 4) - (x? - 6x + 8) = 0 

E56) Resolver 22x — 3.2* - 4 = 0 

E57) Resolver (x? — 3x)? = 4 - 3.(8х — x?) 


E58) (*) Determine ceR tal que x2—4x—c=.8x'—32x—8c tenha exatamente duas 
soluções reais para x. 


— . 
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E59) Quantas soluções reais tem v 10y—1=x+2: B 
go 8i (0? 0)° 97 


Resolver à equação exponencial 25 24 


60) 
)x-0oux-2 (C)x=1 (0) х=400х=2 (E)x=0 


a? © 
das 


E61) : 
A)x=-1 ou x Zé (B) x = 3 (C)x=00ux=3 (D)x=0 (E) x=1 


Resolver a equação exponencial үх -3х- 


E62 Resolver a equação 32591 дэд 


(a) 1 (Bo (С) 1/4 (0) 13: (Е) SA 


E63) Resolver a equação Je =52+81 ESI 
5 (8)-5 (© -52 (D)9 (ЕЗ 


E64) Resolver 410-2x — 4096 
(A) 1024 (В) -2 (c)2 (D5 (BE! 


E65) A equagáo x+ / +9 = 7 admite para raizes 

(A) dois números racionais fracionários positivos 

(B) dois números racionais inteiros 

(C) um nümero racional inteiro € positivo 

(D) um número racional inteiro € negativo 

(E) NRA 

E66) A respeito da equação x+l үү- Jx42 — 0 podemos afirmar: 
2 

e ela é irracional 


e ela é racional positiva 
e ela é racional negativa 


(A) só admite uma solução, 
(B) só admite uma solução, 
(C) só admite uma solução, 
(D) é impossível 

(E) NRA 


sabendo que „+1 e x#+4 


2 
х -8x+16 х? –5х+4 3 _ 2 


E67) Resolva a equação abaixo, 


53-16. 2x48 x+] 
A dp 


o e calcule Z- 


— 


E68) Resolver a equação 


9 Considere as equações abaix 





ээг) 
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EA M MES RESTA, 


E70) (*) O valor de io , com xeR,, é certamente: 
x +1-x 

(A) Um valor entre 0 e x 

(B) Um valor entre x/2 e x 

(C) Maior que 2x 

(D) Um valor que diminui à medida que x cresce 

(E) Um valor entre x e 2x 








E71) CEFET 2010 
2 
Sendo x um número real positivo, q — 2 e b= [55] , entáo a/b vale: 
(x + ly Хас 
(А) Ух B Vx Vx 24 x 
— QQ (0) — 
x(x * 1) x (x +1) x(x+1) 


E72) CN 75 - Calcular o menor valor positivo de K, para que a raiz real da equacáo 
4-Ax' -K =1 seja um nümero inteiro. 

(4) 1 (B)60 (С) 27 (D)37 (E)40 (Е) МКА 

E73) CN 76 - Dar a soma das raízes da equação 42x —4 – 34/2х-4 = —2 

(A) 12,5 (В) 1,15 (C)7 (D)75 (E)O 

E74) CN 77 - Uma das raízes da equação 4/2-х-42-х-42 ё: 

(А) V2 (B-J5 (0-43 (0)-42 (E Vô 


3/ 
E75) CN 78 - A soma das raízes da equação Nodx 27 _ 5/1458х--729 2 2 é: 
3 
(А) 20,5 (B)10, (С) 33,5 (р) 30,5 (E) 23,5 


Е76) CN 79 
Sendo хе y números positivos е х maior do que у, que satisfazem o sistema 


{ х+у+ух-у =5 
x2— y! =6 

vamos ter x? + y? igual a: 

(A) 48,5 (В) 42 (C)405 (р) 45 (E) 45,5 


E77) CN 80 - Sendo X = (-3, — 42 , -2, -1, 1), será vazio o conjunto: 
(A) (хєХ | ү2үх? -1-242) (В) (xeX | x2»1ex«-2] 
(C) (xeX | x2 + x = x + x) (D) (xeX | x-/x+2=0) 


2 
(E) (xeX | x +5 
=x+2 


>0) 





Р» 
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CN 80 : 
878) das soluções da equação 42х-1-412х-1 +3/2x+1 = O dá um número: 





А som? 

ulo | (В) par entre 42 е 310 
(A) impar maior que 160 (D) irracional 
x racional 


с79) CN 81 - А equação У3х +1 – у2х—1 =1 tem duas raízes cuja soma é: 
aj (B)4 (c)8 (0)5 (EJ6 


CONTINUA NO VOLUME 2: 113 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 
E) a S= 5.-3242,-242] 1) S= 2-2-7 == | К) Мао tem raízes reais 


)5-1,41,242,-24/2| 9 S=(2,-2,3,-3) ) S=(1,2) 
o) S = {3,—3} h) S = (4,4) m) S = {3,5} 
шан 13,-43,45,-45| ) S = Q42,-242 | n) $ = El 
)s-b-2242,242, DS-C12j o) 5= 188) 
Е2) а)х=10оих = 10 f) Impossível ет К К) х= 5 
b) S = Y g) x = -1/2 ou x = 3/2 )х-5 
Eom hs- т)х=4 
d) m = 3/4 ) х= 7 n)x=6 
e) Impossível em R j) x = 2 
E3) x=30ux=-3 E4) (E) E5) (B) E6) x --20ux = 3 
E/ x=+2 ou х= +24/2 E8) k = 1⁄2 E9) x = 2 ou x = -2 
E10) x = 2 ou x = -2 Е11) 5 E12) x = 1/2 ou x = -1/3 
E13) x= O ou x = -3 El4) x2 £2 Е15) x - oux = З 
E16) n = -2 Qu n = 4 F17) х= a2 -1) ou x=-alV2 +1) 
E er е 
18) X = NS E19) x = 97 E20) 25/9 E21) x = 27 ou x -8 


53) E23) 1 E24) x =-loux=4 


, 2, -2, -3) E26) x = 2 E27) x = 4 ou x = 0 
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E28) -2 E29) x = 1/2 ou x = -5/2 E30) (E) E31) x - 3 


E32) (D) E33) x 1 оих = 2 E34) x = ou x = -2/3 


E38) (A) x=3 


E42) x = —3 +31 


E35)x--1/15  E36)x--16/18 E37) (D) 





E39) (D) E40) (C) E41) (B) 

E43) (D) E44) (C) E45) (C) E46) (D) E47) (B) 

E48) x < 1 oux 23 E49) x=+4/5 E50) х= -9 V 61 

E51) (C) E52) x = 71 E53) x = 8 ou x = 64 E54) 0 

E55) x=+V2,x=2,x=4 E56) x = 2 Ез) x = -1, x ^ 4 ou «= 285 
E58) 12 «c «4 E59) (C) E60) (B) E61) (C) 

E62) (E) E63) (A) E64) (C) E65) (E) E66) (C) 

E67) x - 2 E68) x=17 — E69)z=0 E70) (C) E71) (A) 

E72) (D) E73) (A) E74) (C) E75) (C) E76) (A) 

E77) (D) E78) (E) -363,5 E79) (E) 


Solucóes de exercícios selecionados 


E2 e) 410-6х-х-3 


Solugáo 

Elevando ao quadrado: 

10 - 6x = x2 - 6x +9 È x? =1 > x=1oux=-l] 
Testando as raízes: 


106.1 =1-3 (FALSO) 


410-6(-1| =—1—3 (FALSO) 
Foram introduzidas raízes estranhas quando a equagáo foi elevada ao quadrado. 
Resposta: Náo há raízes reais 


E2 h) V3x+1+4Vx-4=3 


43х-1-3-4х-4 
3Х-1-9-х-4-64х-4 
2x-4=-6/x-4 
х-2--34х-4 


x! -4x+4=9x-36 
х2-13-40-0Э x = 5 ou x = 8. Testando na equação original: 


a) x = 5: 


— . 
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capítulo 15 - Equações redutíveis ao segundo grau 
15+1+У5-4 = 3 

4+1=3: FALSO ! 

b) x = 8: 

[4*1 8-4 ES 


579 


Resposta: S-Q 


ЕЗ) Resolver | x 2 "ES _6=0 


Solugáo: 
Sabemos que Vx? = |x. Fazendo y = |x| ficamos com: 
y-y-6=0 = x=-2 ов = y = g 


A solugáo x = —2 náo serve pois um módulo náo pode ser negativo. Serve apenas y = 3: 
|х| =3 > x = 3 ou x = -3. 


Resposta: x = 3 ou x = -3 


F4) Resolvendo a equação 2º ** = 64, a soma das soluções será: 

(1 8)-3 (O5 D2 Ba 

Soluçao: 

64 vale 2º, então: 

xX2+x=6 г. х2+х-6=0 x =2oux =-3i 3. A soma das soluções é -1 








Resposta: (E) 
E28) Sejam A e B dados por: 
2 
T" ИНН Na 
1 2 
1- A a ЗЭН 
1 2 
let 2s 
x41 x +2 


Se |AB|=4, qual é a soma dos possíveis valores de x? 
Solucáo: 

Simplificando, temos A = -x e B = 2(x + 1)/x. 

Fazendo |AB| = 4, temos: 

Ix*1|-223 x =] ou x = -3 

A soma dos valores possíveis de x é -2. 


Resposta: -2 


ЁЗ5) Resolver E +4 A =5 
х х—1 


Solução: 
lcaremos com menos cálculos ser fizermos: 
х=] | x _1 
— = q , nesse caso o outro radical será 221 = 
x x-— a 
À equação ficará: 


ão à = = 4. Agora determinamos x: 
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a=1Ə 471 =| > impossível 
X 


а-4 1-1 (6 > x=-1/15 
Х 


Resposta: x = -1/15 


E37) A soma das raízes reais de x^ >? —3=0 é: 

(A) Não tem raiz real (B)65 (C)5 (D)10 (E)8 

Soluçao: 

Façamos a substituição y = x” . A equação poderá então ser escrita como: 

y? — y - 2 = 0, equação que tem duas raízes reais para y, pois seu delta é positivo. 
O problema pode a soma das raízes reais para x. Se as raízes reais para y são a e b, as raízes 
reais para x serão a? e 55, já que x = y?. Portanto o que o problema pede pode ser calculado 
como a? + bš. Os valores a e b são raízes de nossa equação auxiliar, e conhecemos os valores 
de (a + b) e a.b, em função dos coeficientes dessa equação: 
ad + b? = (a + b)(a? — ab + b?) = (a + b).[(a + b)? - 3.ab] 
Logo a? + b? =1.[1 — 3.( -3)] = 10 


Também poderíamos ter encontrado as soluções da equação auxiliar, que são e 





+13 
2 


calcular a soma dos seus cubos, que dá o mesmo resultado. 


Resposta: (D) 


F41) O valor de x no sistema 
16х— у =] 
Vx+2-4/y+33=1 

е: 


(А) 1541442 (В) 15+12/2 (C) 15+10/2 (0) 15+8/2 (Е) 15+6V2 


Solução: 
16x = y + 1, então y + 33 = 16x + 32. A 2º equação fica: 
l6x-y=1 


Ух-2-416х-32-1 

Ух-2-24х-2-1 

Façamos k = 4/х+2 

Ficamos entáo com 

k? - 2k - 1 = 0 , cujas soluções são k=1+ J2. Como k tem que ser positivo, pois é uma raiZ 


quarta, ficamos apenas com a raiz positiva, k -14-/2.. Substituímos este valor na fórmula 
original e determinamos x: 


k=/x+2=1+2 
Vx+2=(1+ 4/2) =3+24/2 
x+2=(3+2/2) =17+1242 
х-15-1242 

Resposta: (B) 


— 
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E49) Resolver 31х-9-4х-9-3 


ао: 
Soluça аве (а= b)? = a3 – b? — 3ab(a – b) 


(sernos нон, 
| +9)-(x-9)-3 х? —81.3 


= 
e -81 n —l=x -81 Y x=+4.5 


х-3445 


9 
Resposta: 


p58) Determine ceR tal que x^ —4x—c= V8x? —32x —8c tenha exatamente duas solucóes 
reais para xX- 

Solucáo: 

Observe que o radicando é igual a 8(x? — 4x — с) 
аа м8а , sendo а= х? —4x—c 

As soluções da equação transformada são duas: a = 0 ou a = 8: 

Equação 1: х2-4х-с-0 

Equação 9.x2— 4x — c = 8 

Para que tenhamos exatamente duas solucóes, temos duas opções: 

Opção 1: cada uma das equações 1 e 2 tem uma solução, totalizando duas soluções. Isto não 
pode ocorrer, pois mesmo contando uma vez só cada raiz dupla, não existe como ter um valor 
de c que torno À = 0 em ambas. 

Opção 2: Uma equação tem duas raízes reais, e a outra não tem raízes reais. Será preciso 
escolher c adequadamente para tal. 

Fazendo A>0 na equação 1: 16 + 4c > 0 > с> -4 

Fazendo A>0 na equação 2: 16 + 4(c + 8) > 0 > c > -12 

Para que o número total de soluções seja 2, é preciso que uma equação tenha 2 raízes reais e a 
outra nenhuma, e vice-versa. Se ambas as equacóes tiverem 2 raízes, entáo a equacáo original 
terá 4, contrariando o que o problema pede. Devemos ter entáo c entre -12 e —4. Para с> -4, 
serão 2 raízes de cada equação, totalizando 4, e para c < -12 o número de raízes será zero. 


Resposta: -12 < c < -4 


» portanto podemos escrever a equação como: 


E70) O valor de d ‚ com x €R,, é certamente: 
x +1-x 
(A) Um valor entre O e х 
(B) Um valor entre x/2 e x 
(C) Maior que Ox 
) Um valor que diminui à medida que x cresce 
(E) Um valor entre x e 2x 
Solução: 
penas uma delas é correta para qualquer valo 
n adas. Fazendo x = 0, a expressáo valerá 1. 
as Opçóes do problem 4: 
] está entre 0 e 0: FALSO 
1 está entre () e 0/2: FALSO 
* Maior que 0: CORRETO 
D) Fazendo X = 1, valerá 1 = J2 id 2,41 aumento 
E) 1 2-1 
está entre 0 e 2 x 0: FALSO 


Testemos os valores de x = 0 e expressão = 1 


u e não diminuiu: FALSO 





r de xeR+. Vejamos quais opções podem ser 


| 
x 
x 
x 
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imediatamente eliminadas para x = 0, a (C) é a única que tem 
uer xeR,. Para não perder tempo fazendo a prova, 
mas podemos provar isto para qualquer x, e não só 


582 


Das 5 opções, quatro são 
possibilidade de estar correta para qualq 
esta é a opção que deveria ser marcada, 
usando eliminação. Devemos mostrar que: 


| inverter a expressáo náo afetará o sinal (>): 
Vx +1-x 


ух? +1- x< 53 () /. 4х2-1« 1 + x (?) Elevando ao quadrado: 
2% 2x 


» 2x (?). Como x é positivo, 


x^ +1< es £x +10) 2 0« 2 (O que é sempre verdade!) 
4x° 4x° 


Logo provamos que a opção (C) é verdadeira para qualquer x 


Resposta: (C) 
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sistemas náo lineares 


Estudamos nos capítulos 8, 9 e 10, as equacóes, sistemas e problemas do I° grau. Suas 
características sáo que para serem resolvidos, requerem o uso de equações do 1º grau. Muitos 
problemas recaem nesse caso, como mostram as centenas de problemas do capítulo 10. 


Existem outros problemas que necessitam de equações mais complicadas. Este capítulo chama- 
se “sistemas de segundo grau”. Resolver este tipo de sistema consiste em solucionar um 
conjunto de equações do segundo grau. Entretanto, o seu conteúdo vai muito além dos 
sistemas do segundo grau. Podem recair em equações mais complicadas, como por exemplo, 
as equações exponenciais, irracionais, etc. Seria portanto correto chamar este capítulo de 
“sistemas de equações não lineares”, já que abrange não só os sistema do 2º grau, mas também 
outros mais complexos. 


Em linhas gerais, resolver um sistema não linear consiste em substituir uma incógnita em 
função da outra, formando uma equação com uma só incógnita, que pode ser do segundo 
grau, exponencial, fracionária, etc. Não existe um método fixo para resolver esse sistema, mas 
é claro que a experiência com o algebrismo será a maior ferramenta de resolução. 


Alguns exemplos 


Você já conhece álgebra suficiente para resolver todos os problemas deste capítulo. Vejamos 
exemplos: 


Plo: Sejam x e y dois números reais tais que x + y = 5 e xy = 7. Calcule x3 + y’. 
10 (вуш (С)20 (D)31 (E) 125 
ху б problema tem duas incógnitas e fornece duas equações: 
( X+y=5 
A 
ам essas duas informações são suficientes para determinar x e y. Quando conhecemos a 
? Produto de dois números, basta formar a equação do 2º grau: 


2 
5 `Sx+P=0 
N 


oc 
азо, temos x2 


k. 
24 


- 5x + 7 = 0, o que resulta nos seguintes valores para x € y: 
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5-4/25-4.7 
2 


O problema ë que tratam-se de raízes complexas. Além disso, náo sáo pedidas as raízes, mas 


sim, a soma dos cubos das raízes. 


Como o problema pede a soma dos cubos, podemos calculá-la sem saber os seus valores, mas 


sim, os valores da soma e do produto: 


43 + у3 = (у + у)(х® - ху + у) = (x + у)[(х + y)? 3ху] 7567 - 37) = 5.25 - 21) = 3.4 = 20 


Em geral, podemos calcular várias expressões simétricas envolvendo dois números, em função 


de sua soma e seu produto. 

Resposta: 20. 

Exemplo: Quantas soluções reais tem o sistema 
х-у= 3 
x^-y--l 

(AJO (B1 (C)2 (D)3 (E) infinitas 


Solucáo: 
Um método para identificar o nümero 
soluções. Vejamos este caso, que pode ser resolvido por comparação: 


de soluções é resolver o sistema e contar quantas sao as 


A equação tem delta negativo, portanto náo tem solução real. Isto significa que os gráficos das 
duas equações não se cortam, ou seja, não existe um ponto comum. 


Resposta: 0 

Exemplo: Para quais valores de x as duas funções abaixo se interceptam: 

y = 2x? — 26x – 7 e Зу = бх + 69 

(A)x=21 (B)x=15 (C)x=-1 (D)A eC corretas (E) B e C corretas 


Solução: Os pontos de interseção de duas curvas (isto inclui retas) são as soluções (x, y) do 
sistema formado pelas equações dessas duas curvas. 


y = 2x? - 26x - 7 
y = 2х + 23 


(simplificamos a segunda equacáo por 3) 
2x? — 26x — 7 = 2x + 23 

2x? - 28x - 30 = 0 

x? - 14x - 15 = 0 





_ 
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| Cap cres SãO x = 15 e x = -1. Note que пао é preciso calcular y, pois o problema pede apenas 
As raiz de x nos pontos de interseção. Se fosse necessário calcular y, bastaria substituir os 


5 
s valore na 2? equacáo, determinando y. 
valores de X 


Resposta: (E) 


Igebra ou aritmética? 








É à MO : 
£ preciso tomar muito cuidado com as questões envolvendo sistemas (o mesmo se aplica a 
nações), Pois o problema pode se referir a números reais, ou a números naturais/inteiros. O 
eq blema anterior pede o número de soluções reais. Trata-se de um problema de álgebra, cuja 
Р ação requer métodos algébricos. Existem entretanto questóes envolvendo equacóes ou 
om nümeros inteiros ou naturais. Nesse caso, náo se trata de um problema de 


C 
sistemas O SU , 
étodos aritméticos (divisibilidade, números primos, etc.) são necessários. 


álgebra. M 
Exemplo: CN 2010 


Estudando os quadrados dos números 
naturais, um aluno conseguiu determinar 
corretamente o número de soluções 
inteiras a positivas da equação 

5x2+ Пу? = 876543. 


(o (8)1 (O2 (0)3 (E4 






й 


iv 


H ч D fec J 


UAN 


Solução: Note que o problema fala se soluções inteiras positivas da equação. Em casos como 
este, provavelmente uma abordagem algébrica não dará resultado algum. Não adianta tentar 
encontrar a solução, mesmo porque é apenas uma equacáo para duas incógnitas. Em geral 
problemas que envolvem soluções com números inteiros requerem uma abordagem aritmética 
(divisibilidade, números primos, congruência, etc.). Não existe um método específico para 


resolver esse tipo de problema. 





ми, 


О problema indica que x e y devem ser números inteiros. Sendo assim, x2 e y2 só podem 
terminar com o algarismo 0, 1, 4, 5, 6 e 9. Como estão multiplicados por 5 e 11, temos: 


o DE 
2X" só pode terminar com 0 ou 5. 


(5 É 50 pode terminar com 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 
* *ly))só pode terminar com 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 


76543, que termina com 3. O autor da questáo 
de uma equação que não tem solução. O aluno 
vai acertar a questão. Cuidado com 
bra. Isto não é uma equação. É uma 


D assim, (5x? + 11y2) nunca poderá ser 8 

que 12 aluno para dar o número de soluções € 

essas o resolver esta equação vai perder tempo € não 

“pe questões de aritmética disfarçadas de questão de álge 
à numérica”. 


Resposta: (A) 
Um пріо: O quadrado de um número positivo x é 60 unidades a menos que o quadrado de 
о 

NA) 7o inteiro positivo y. Quando vale x + y? 


2 Bis (С) 24 (0) 30 (E)36 
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Solucáo: O problema é uma mistura de álgebra com aritmética. Note que sáo dadas dua; 
incógnitas, x e y, porém uma única equacáo, que é y? - x^ = 60. A informação que falta é a de 
que tratam-se de números inteiros. 


Lembremos que y? - x2 = (y + x)(y - x), que vale 60. Como x e y são inteiros, y + x e y — x 
também sáo inteiros. Devemos entáo decompor o número 60 em dois valores inteiros, As 


opções são: 


60e1l 
30 e2 
20e3 
15e4 
12e5 
10e6 


Essas sáo as únicas opcóes, considerando que (y + x) é maior que (y - x). Poderíamos agora 
resolver os seis sistemas para determinar x e y, mas podemos ganhar tempo se notarmos que a 
diferenca entre esses dois fatores ë 2x, que é um número par. Entáo ou ambos sáo pares ou 
ambos sáo ímpares (os dois fatores). As únicas opçóes possíveis sáo 30 e 2 (y=16 e х=14) e 10е 
6 (y-8 e x = 2). Ambas as soluções servem: 


x = 14 e y = 16 3 y?- x?- 256 - 196 = 60; x + y = 30 
x=2ey=8 39 y?- х? = 64 – 4 = 60; x + y = 10 


Entretanto, entre as opções que o problema oferece, a única ё (D). 
Resposta: (D) 30 


Braco robótico 

As equações lineares e não lineares 
com três variáveis (x, y, 2), que 
denotam um ponto no espaço, Sáo 
largamente utilizadas nos cálculos de 
movimentacáo e posicionamento de 
dispositivos robóticos. O modelo da 
figura é usado em testes, pesquisa e 
desenvolvimento, ou seja, para 
“treinar” a programação das equações. 





Exercícios de revisão 


El) Adivinhe um número, sabendo que está entre 1000 e 3000. O número é um cub 
A soma dos seus dígitos é um número primo que é 2 unidades maior que um outr 
primo. 

(А) 1156 (В) 1331 (C) 1728 (р) 2197 (E) 2744 


O número 


— 
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olv ї 
Ан | 21 
Y, Xy H 
| 1] 4 
фе 
y Y 


ву Dados que V2 2” —128=0 е 4/2: 4/27 
д2 (8)28 (0-5 (D)80 (Е)56 


—32 = 0, encontre x + y. 


pj) Quantos pontos as curvas de equacóes x2 + y-4e y- 


po BI (O2 (D)3 (B4 


-x?-9 tém em comum? 


Еб) Dois números reais x e y são tais que sua diferença é 6 e a diferença de suas raízes 
quadradas é 1. Encontre x + y. 


(jI8 (В) 37/4 (C)49/4 (D)372 (E) 34/85 


E7) (*) Sejam x, y e z, números reais que satisfazem às seguintes equacóes: 
l -1 = 

LAC У+— = — „фы, Calcule 2-7 

y 5 x 15 ху 3 Х-2 





А)-18 (B)-2 (C)12 (0)-3 (E)7/15 


ES) () A média de trés números inteiros 
0 produto desses números é 96, qual é a s 


45 (B)6 (O7 (D (E9 


positivos é 5, e a média dos seus inversos ë 17/72. Se 
oma dos dois menores nümeros? 


E9) Dados x = 3/y e y? = 10 - x2, com x e y nümeros reais nào nulos, calcule (x — y).(x — y). 
4)2 (B5 (C)-2 (D)8 (E)-1 

E10) Em uma reuniáo foram trocados 55 apertos de máo entre os participantes. Sabendo que 
“ada uma apertou a máo de todos os demais, qual é o número de participantes do evento? 
А) (B)10 (C)99 (D)8 (Е) МКА 


"Y Trés números inteiros positivos consecutivos sáo tais que o quadrado do segundo menos 


d Yezes o primeiro ë igual a 30 unidades a menos que o dobro do terceiro. Qual ë o menor 
“ses números? 


E 
2 C) Quantos cubos perfeitos maiores que 1 sáo divisores de 9º? 


El3) Qual Valor de 


“Fb+c=14 
ab 514 


e 
= al + ро 


: х TENE. 
C ocorre na solução do sistema de equações abaixo: 


l4) Es 
lx+ 1 Pi Gn equacáo exprimindo a em termos de b e c, se: 


— 





- H 
{ 
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Е15) Quantos pares (х, у) satisfazem ás equagóes x + y = 2 e x + y2 = 4° 


E16) Suponha que x e y sáo positivos e que: 
xy 7 1/9; x(y + 1) = 79 e y(x + 1) = 5/18. 
Qual ë o valor de (x + 1)(y + 1)? 


E17) Adicionando um certo número ao seu quadrado, o resultado é 72. Encontre o número. 


E18) O dobro da soma de um número com 7 ë quatro menos que o quadrado do número. Se 
o número é n, então essa afirmação é escrita algebricamente como: 


(А) 2n+7=n*- 4 (B)2n+7)=(n-42  (C)2n+7)=n"-4 
(D2n*7-(n-4? — (E) 2n+7)=4-n 


E19) Quantas soluções tem o seguinte sistema de equações: 


(x-2) + (9-1 -4 


(4)0 (B! (O2 (D)3 (E)4 
E20) Encontre x e y, sabendo que x + y = 5 e x? + y^ = 17 
E21) Resolver o sistema 
x2 + у? = 95 
3х-у= 5 
E22) Resolver о sistema 


EI 
Uy = x^ 


E23) Resolver o sistema 
х2 - 9y2= 1 
x? + 4y? = 25 
E24) Resolver o sistema 
x2 — v2 = 9 
x43] 
E25) Resolver o sistema formado pelas equações 1 + EA 213 е БЭЭ 6. 


ху 


Е26) Dois números positivos 880 tais que seu produto, sua soma e sua diferença de quadrados 
sáo iguais. Encontre o produto desses números, 


E27) O comprimento de um jardim retangular ë 3 metros a mais que a largura. Se a área do 
jardim é 36 m?, qual equação poderia ser usada para encontrar as dimensões do jardim? 


(A) х2+3х+36 = 0 (В) х2-3х+36 = () (C) х2-3х-36 ш 0 (р) x2+3x-36 = 0 (Е) x2-36 = 0 


—a 
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o 16 - Sistemas do segundo grau 589 
: x y+3 шЭр 
898) Encontre os pontos de interseção de yal tp 2) =] e x= -10(y +3) +2 


$99) CN 89 - Resolvendo-se o sistema: 


Ji yz=% 





(4) 21/4 (B)358 (С) 35/16 (р) 105/16 (E) 105/82 


E30) Determine a soma das raízes do sistema 
x2 + y? = 2) 
xy =6 


(A):32 (B) +2/5 (C)*442 (D)+3/2 (E) t443 


E31) CEFET 98 


Seja a fracáo pt onde p+t=3e p.t = 5. Que número devemos adicionar aos termos da 
fração para encontrarmos o inverso do seu quadrado? 


E32) CEFET 2001 | 


2 2 2 | | 
Sobre o conjunto verdade da equação Ë: TM | = шин по universo dos números reais, | | 
ху H 


Xy 
Podemos afirmar que: 
(A) é infinito (B) é vazio 
(C) é unitário (D) contém números positivos 


(E) contém dízimas periódicas 


E33) (*) CN 78 - Na solugáo do sistema 


(20530 + m? + y3 = ай + by + 2 
ЭС - Axy + ду? = уд y2 


ёпсоп . ^ 3 . 
tramos, para x e y, valores tais que x + y € igual a: 


^1 (B2 (01 (s (0-3 








E34) (*) CN 81 
Se X2y2 2.2 
Ts 28) MT Lr 3e 2 y. — y , O produto dos valores de x nesse sistema é: 
+y x? + z2 z2 + y? 


A) ~ 
Чыр (8)-24 (C)-32 (D)25 (E)3,4 
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E35) CN 83 - O maior valor de y na solução do sistema 
Ux Ty =3 


Ух +3/y? =5 


(А) 1 (B)16 (C)32 (0)64 (E) 128 


ё: 


ЕЗб) CN 84 - No sistema 


x3 — 3x2y + 3xy2 — y3 = 8 
(х2 - у(х - 2xy + y”) = 12 


a soma dos valores de x e y é: 
(А) 1 (B)34 (C)2/ (0) 43 (E) 3/2 
E37) CN 87 - O sistema 


{ x? – J 5x = 8000 


0,001x — y = 5000 


(A) tem apenas uma solução (x, y), x«0 e y«0. 
(B) tem apenas uma solução (x, y), x>0 e y«0. 
(C) tem apenas uma solução (x, y), х<0 e y>0. 
(D) tem duas soluções 

(E) nào tem soluções 


E38) CN 88 - Sobre o sistema: 
[ x? +4/y=7/6 


х* – Jy =7/36 
pode-se afirmar que: 


(A) é impossível (B) é indeterminado (С) х= 12 (D) x= = (E) y = 1/16 


CONTINUA NO VOLUME 2: 90 QUESTÕES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


E1) (D) E2) x= ah eb! e p=" E3) (B) 

E5) (B) ЁО) (D) E7) (D) E8) (C) E9) (D) 

E10) (A) E11) 3 ou 9 E12) 9 E13) 6 E14) 2ab = b? - с 
E15) 2 E16) 35/18 El7)80ou-9 F18)(C) E19) (C) 

E20) (1, 4) ou (4, 1) E21) (0, -5) ou (3, 4) 

E22) (4, 2) ou (-4, -2) E23) S = ((3, 2), (3, -2), (3, 2), (-3, -2)] 


(e 
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gesolucóes de exercícios selecionados 


E2) (*) Resolver 


| 1 1 
ECC 
y Xy a 
NE 
y x b 
Solução: 


«dd adis Sistemas do segundo grau 
E25) (1/2, 1/3), (-1/2, -1/3) 


E28) Náo se intersectam 


E26) 24- J5 ou 138 


591 


Muitas vezes substituições facilitam contas. Faremos uma substituição que irá eliminar os 


denominadores das equações originais, apesar de não evita-los totalmente: 


х= m, ly = n, 1/а =р, 1/b = q 


Ficamos então com o sistema: 


ш? + mn = p? 
п? + mn = q? 


Subtraindo as equacóes: 

- q^, ou seja 
n*nj(m - n) = p^- q? (1) 
Somando as equacóes: 

m° + 2mn + п? = p2 + 42 


m+n2=p2+q2Ə nan p +e (2) 


Üsando essas duas novas equacóes (1) e (2), somamos para encontrar m, e subtraímos para 


encontrar n: 


2 
м=р - e p= 4? 
М VP +q? Ур? +9? 

“Ta substituímos de volta os valores de x, y, à e b, ficando com: 


“зэв so ug е yb VD 
a 


E) Se 
Jam x, Y € z, números reais que satisfazem às seguintes equacóes: 


ld 
Jy 5 


А) -iz 


Ышш. 072 (012 (D)-3 (E)7/15 


Чи), 
Xyz E “ando as 


= equações por yz, xz e xy, respectivamente, ficamos com: 


Os Se Y, Xyz + | 
= -x2/15; xyz + 1 = xy/3 
Bundog membros sà pd dos ek л x + 1. Igualando os segundos membros e ajustando 


o 
53-21 лу 









15 ` 3 » igualando os denominadores, temos 





| 


| 
!! 
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3yz 22222 5xy , dividindo todos por xyz € eliminando o denominador 15: 
15 15 15 
2 0. agora chamemos essas frações de 1/k, ficamos com: 


— = = — 3 


Xx y Z 
x = ЗК, y =-k, z = 5k 
z-y Sk+k | 4 


Х-2 ~ 3k — Sk 





Sendo assim, o que o problema pede, 


Resposta: (D) 


os é 5, e a média dos seus inversos é 17/72. Se o 


E8) A média de trés nümeros inteiros positiv 1 
08! 


produto desses números é 96, qual é a soma dos dois menores numer 


(А)5 (B6 (C)7 (D)8 (B9 

Solucáo: 

Chamemos os números de a, b e c. Das informações dadas pelo problema, ficamos com: 
atb-*c-15 

abc = 96 

l/a + 1/b + 1/c = 17/24 ® (bc + ac + аЬ)/аЬс = 17/24 Y bc + ac + ab = 68 

Na terceira equação fazemos bc = 96/a e (b + c) = (15 — a), ficando com: 

96/a + a(15 — a) = 68 

a? — 15a? + 68a — 96 = 0 

Observe que como será ensinado no capítulo 21, em uma equação polinomial com coeficiente 
do termo maior grau igual a 1, os coeficientes seguintes são, a menos se sinais alternados, a 
soma das raízes (15), a soma dos produtos tomados dois a dois (no terceiro grau) (68) e o 
produto das raízes. No caso, as raizes da equação são os números a, b e c procurados. Temos 
então que resolver a equação do terceiro grau: 

ad — 15a? + 68a – 96 = 0 

Existe uma fórmula geral para isso mas na prática não é usada, é muito complexa. O mais fácil 
é encontrar pelo menos uma raiz, e entào reduzir a uma equacáo do segundo grau. De acordo 
com o teorema das raízes racionais, esta raiz é um divisor de 96. Temos que testar se nümeros 
como 2, -2, 3, -3, 4, 4, etc. são raízes. Acredite que isto é mais fácil que usar a fórmula geral 
do 3? grau. Os números 2 e -2 nào sáo raízes. Testemos a=3: 

27 – 135 + 204 - 96 = 0! 

Então 3 é raiz façamos então a divisão da equação por a - 3: 

(a3 — 15a? + 68a – 96) : (a - 3) = a? - 12а + 32 

Entáo a equacáo pode ser fatorada como: 

(a - 3)(a? - 12a + 32) = 0 

As raízes do trinómio do 2º grau são 4 e 8. Portanto as raízes da equação do 3º grau são: 

3, 4, e 8. Esses são os três números procurados. Os dois menores são 3 e 4, cuja soma é 7. 


Resposta: (C) 


E12) Quantos cubos perfeitos maiores que 1 são divisores de 99? 
Solução: 
99 = (33)9 = 33х9 = 927. 
О único fator primo deste número ё 3. Рага form 
que escolher uma potëncia para este fator 
portanto: 
1, 33, 36, 39, 312, 315, 318, 321, 324 е 327 
Como o problema pede os maior | 

о es que 1, temo ivi 3 i : 
divisores negativos, apenas os maiores ын l. k u NE Veni шш 


Resposta: 9 


ar um divisor que seja cubo perfeito, temos 
que seja um múltiplo de 3. Esses divisores sáo 
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lvendo-se o sistema: 


£29) Reso 
|кул=% 


„4/24 
x. |Z = 3 


1 16427, 
хум = 27 


+УТ2 é jgual a: 

х.у.2 

А) 2104 (В) 35/8 (С) 35/16 (D)105/6 (Е) 105/82 

Solução: 

Note que os primeiros membros seguem uma lógica. É como se fossem o produto x.y.z 
faltando um fator Vx, Jy e 42. Para descobrir o valor de x.y.z, vamos multiplicar as 


equações membro a membro. 


AH = 2 





Х 





ly)" 45 > syz = 169 


Agora escrevemos as três equações usando este valor de xyz: 


(oz) _ -Ээ Jz- 3 2 15-22 pol 
4x 8 9 3 9 
gea, 5. 3 3 ‚16 e 8 
Jy poi "AR. 
(oz) 1642 27 16 3 9 
— = — Ж НЕ Тања ИНЬ АД = — 
vz 27 9 16/2 9 2 2 
Usando esses valores de x, y e z, ficamos com: 

48.9 
PE 49 2 105 
"yz 16 32 
Re 9 
Sposta: (E) 


E33 
) CN 78 - Na solução do sistema 
ERES 2x? + 4xy + 2y2 
4xy + 2у? = x2 _ y2 
ёпсо 
niramos, Para x e y, valores tais que x + y é igual a: 


(A 
м (5) 2 (O1 (0)5 (E)-3 


| amaro 

2 equação +)? = 2. (x + y)? Y) x+y=00ux+y=2 

and #= (ск + ух -у) x-y=00u 2% - y) =х+у 
9 as soluções individuais: 

ey О х= 0еу=0 

CIDE ОЭ x-0ey-0 

“Y=0Dx=ley=1 

-y=1 > x=32ey=1/2 
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A solução (B) não é a única, nem o enunciado afirma isso, mas € verdadeira, as solucóes dos 
casos (c) e (d) sáo tais que x + y = 2. 











Resposta: (B) 
Z2 224 2:4 | 
E34) Se XY 9, *7 зе 77 = y, о produto dos valores de x nesse sistema é: 
x! + y! x + z' 22 + y° 
(A) -1,5 (B)-24 (C)-32 (D)25 (E)34 
Solucáo: 


As equações ficam mais fáceis se forem invertidas: 
1,11 1,1 1 1,1 1 

x y 2 xy 2 3 2 y^ ou 

Somando as duas primeiras: 


2 1 1 1 1 


£L4— +— 2 +4, e usando a terceira, ficamos com: 


Ata 

2 + 1 = El , €liminando os denominadores: 
x х 

5х? – бх – 12 = 8 


O produto dos valores possíveis de х é o produto das raízes desta equação, -12/5 = -2.4. 


Resposta: (B) 





KC-390, da Embraer 


Alunos da EPCAr 


a 
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nequações do segundo 
grau 





Cuidado com o sinal 


As inequações são relações entre duas expressões, envolvendo sinais #, <, >, €, ou >. Todas 
essas relações são chamadas de “desigualdades”. A técnica para resolução de uma inequação 
com # é exatamente a mesma usada nas equações, apenas usam o sinal # ou invés de =. Já as 
inequações com sinais de <, >, S, ou 2 requerem um cuidado adicional: o sentido da 
desigualdade é invertido quando ambos os membros são multiplicados por uma quantidade 


negativa. 


Exemplo: -3 > —7 
257 


Exemplo: х? > 3х 
x > 3 (ERRADO: tem certeza de que x é positivo?) 


Isto deve ser levado em conta, por exemplo, na eliminação de denominadores. O caso fica 

a E yon quando náo sabemos se o valor que estamos multiplicando é positivo 

valores p, Die preciso resolver tais inequações sem realizar operações como multiplicação por 
gativos. Felizmente há como resolver as inequações sem o uso desta operação. 


In x -— 
4 “quacáo com trinómio do segundo grau 
“PO mais básic 


cu o de i á o Ë tem zero no segundo membro, e um 
ómio do 9º inequaçao do 2° grau é a que gun » 


grau no 1° membro. Exemplo: 


2 
х “IX +6<0 


Soluça 

80 : 27, 

Sau - üpo de inequacáo é muito fácil. Vimos no capítulo 13 que um trinómio do 2? 
' Para valores de x entre as raízes, o sinal contrário ao do coeficiente a. 








—— «mát 
— 


1L ym de AD mme сз. os 
== AW ——— 


БР РРР АА me, ott ep Latiae 


——— эө — 
Qoi. ts =>. uL 


pia 
2 


[xar mL, Giaa A... үл IC itam c АСВ o De qo MORS Ас. 
— 


Е PA М» 
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Observe que o valor do trinómio tem sinais 
diferentes, para x compreendido entre as 
raízes, e para x fora do intervalo entre as 
raízes. Quando o coeficiente de x? ë positivo 
o trinómio ë negativo entre as raízes, e 
positivo fora das raízes. Quando o coeficiente 
de x? é negativo, a concavidade fica voltada 
para baixo, e o trinómio é positivo entre as 
raízes. À regra geral é a seguinte: 















Entre as raízes, o trinômio tem o sinal 
contrário ao de a. 





ч 
der 


Todas as bancas examinadoras gostam de usar questões sobre inequações 


O trinómio do nosso exemplo, x? — 5x + 6, será portanto negativo para x compreendido entre 
as raízes, que são 2 e 3. Logo, a solução da inequação x2-5x+6<0é6: 


S = (2, 3), ou seja, o intervalo compreendido entre suas raízes. 


As raízes são os valores de x para os quais o trinômio troca de sinal. Quando um trinômio do 
2º grau não tem raízes (A«0), não trocará de sinal, ou seja, será sempre positivo ou sempre 
negativo. Isto dependerá do sinal de a. Se a>0, o trinômio será sempre positivo, e se а<0, о 
trinómio será sempre negativo. No caso de A=0, o trinômio será positivo quando а>0 е 
negativo quando а<0, exceto para o caso em que x é igual à raiz do trinómio, caso com qué 
seu valor é zero. 


ui 
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” - Inequações do segundo 
^ capítulo 17 : sau 597 
Quando A<0, o trinómio náo tem 
"- Хас raizes, portanto nunca muda de 
E 4-0 sinal, é sempre positivo ou sempre 
negativo. Tudo depende então do 
sinal de a. Se a>0, o trinômio é 
sempre Positivo, se a<0, o trinómio 
é sempre negativo. 


Quando ДУ), o trino 
A= 0 raiz dupla X]. 
цан Хү, 


mio tem uma 
Para este único valor 
O trinómio será zero, para todos 
OS outros valores, o trinómio será 
sempre positivo (se a>0) ou sempre 
negativo (se a<0) 





Sendo assim, resolver uma inequação do segundo grau envolve o estudo da variação de sinal 
do trinômio, o que está diretamente relacionado com o seu A. 


Os gráficos abaixo mostram o comportamento do sinal do trinômio do segundo grau (e em 


consequência, da solução da inequação do 22 grau) para o caso em que A>0, ou seja, о 
trinômio tem duas raízes distintas, x, e хо. 


A > 0 


X1 x2 





Ü тд i ndido entre as 
mio terá sempr in Ari ficiente a, para x compree 
inómi 3 рге о 81 al contrário ao do coe | 
: ara do intervalo entre as 
raízes x, e Í 5 S sinal de x compreendido fora 
l 9, e terá o mesmo sin a, p 


icaçõ lhe as figuras acima: 
aizes, Escrevendo de forma algébrica. Veja as explicações abaixo e o B 


VS ax? + by + 


с, ADO, raízes x, e Хо: 
а) 3 


Y < 0 para x, < x < xo (x € (хі, xo) 


) (o intervalo aberto, de x; a хо) 
00 
у > 0 para x < xi ou x > x (x € (-00, xi) V (x> 00) 


ээ» y > 0 para x, < x < xo (x € (xi, x9)) 


x, 00) 

Y < 0 para x < x) ou x > xo (x € (-00, xi) У (2 

ipo De: х2 8 + 15 <0 

үрэн 

0 azes х = 3 e xo = 5 | 
Omio será negativo entre as raízes 


Resposta S = (3, 5) 


B 
Í 
^ 
k. 
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Todos eles precisam dominar inequações 


Exercícios 

El) Resolver as seguintes inequações do 2º grau 
a) (1) 2 +3x+220 0х2-10Х-3950 k)x2+x+120 
b) x? - 10x + 16 «0 g) х2 + 7x- 30 > 0 i) x2 + 4x + 100 > 0 
c)x2-6x+40>0 h) x? + 14x + 48 > 0 т) 2x2 + 5x- 7 20 
d) x2— 2x — 80 < 0 i) x2 +5x-36 <0 n) 10x2+7x+1<0 
е) x2- 4x- 1220 j x2 +2x—63 < 0 о) 10x2 + x + 10«0 


Inequação fracionária 
As equações fracionárias são resolvidas mediante a eliminação de denominadores. Com as 
inequações não podemos fazer isso, pois a eliminação de denominadores pode afetar o sinal 


da desigualdade. 


Exemplo: 
dE e 3 x-1-(x-2)-2(x-D(x-2) > x? -3x 42-120 Y х? -3x+1=0 


x-2 x-1 


, 3249-4  3845 
"- 2 


Já na inequação do 2º grau, a eliminação de denominadores não pode ser feita, pois afeta O 


sinal. Devemos manter os denominadores e chagar na forma N(x) (x) <0 (ou outro sinal de 





D(x) 
igualdade, como >, 5 ou 2). 
Exemplo: 
l а d >] 
xX=2 x1 
х-1 x—2 (х-1Хх-2) 


(x-2Y«-1) (2-1(:-2) &-1«-2) 


um 
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( numerador é um trinômio do 2? grau com A>0, a>0, e tem como raízes, 3545 . Como 4/5 
2 
proximadamente 9,2, tais raízes sáo aproximadamente 0,4 e 2,6. 


2 2 


vale a 





A seguir montamos uma tabela em que as linhas representam os fatores da inequação, sendo 
uma para cada fator do segundo grau e uma para cada fator do primeiro grau. Fazemos 
ambém linhas verticais sob cada valor crítico (по caso, as raízes do termo de 2º grau e as 


raizes dos termos de 1º grau). 








valores que anulam a inequação (as 
e anulam O denominador. 


m “0” os 


do numerador) e com “x” os valores proibidos, qu 


Note 
- que па linha “resultado”, marcamos CO 


de cada fator, em cada intervalo 
entre as raízes e positivo 
m caso contrário. O fator 


À Partir daí 


egativo, 
consider ga 


, marcamos o sinal, positivo ou n i 
o Por exemplo, o trinômio do numerador será — 
i intervalo, O fator x — 1 será positivo para * > 1 e nega 
га positivo para x > 2 e negativo caso contrário. 
0 
num essas raizes € positivo para 
dema; erador será negativo entre essas duas raízes, nulo para 


» 9. O primeiro 
V 151408 , que são 1 e 2. P 
vie ores de x. O denominador tem "— irn fator será positivo para x>? e 


г 

“ativo Positivo para x>1 e negativo para n ão de sinal. 

мса „Рага x<2. De posse desses valores, construimos pi AB: 
"E Marcamos, em ordem crescente, esses valores críticos. 


quadro de variaç 


“o 
£ 
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3-45 ] 2 34-45 
2 2 


2 


Lembrando que sinais negativos contados um número impar de vezes, resultam em um valor 
negativo, e contados um número par de vezes, resultam em um valor positivo. A inequacáo 
resolvida por intermédio deste quadro é: 


X 





x^ -3x 41 
(х-1Хх-2) 


Para que a fraçáo seja menor que zero, os valores de х devem pertencer os intervalos que, 
reunidos, resultam no seguinte conjunto solução: 


«0 


ые Жү ES 























Exercicios 
E2) Resolver as inequaçóes 
2 2 —2 
a X +3 3х-1 f) > 
20 3 E ás x-3 x+5 
3 
be) 2-—— «1-—— > PAE 
1-х x-1 5—x 
2 — 
7x -22x-29 | h) 2 4 20) 
4x? -3x-45 x +5 
d) х 5. 90) 2x. х-1 
x X—3 x+] 
e) х+16 _ç j) x-1 x*3 
х+3 x-3 х+] 


Outras inequacóes 


As inequações do 1º e do 2º graus não são as únicas existentes, Podem surgir inequações com 
outras formas algébricas, como módulos, raízes e exponenciais. Uma raiz de índice par tem 
sempre valor positivo, entretanto é preciso obrigar que o radicando seja positivo ou nulo, O 
que resulta em uma inequação à parte, e deve ser feita a interseção do seu conjunto solução 
com a inequação resultante de forçar o radicando a ser positivo. Exponenciais são sempre 
positivas, portanto são menos problemáticas, Não existe um método geral para resolver 
inequações com expressões algébricas genéricas, é preciso realizar as operações algébricas 
apresentadas até chegar a uma forma simples que permita chegar à solução. 


Бэ” 
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Eles também. 


quação com módulo 


„ões com módulos complicam equacóes e inequaçóes, pois para resolvé-las é preciso 
dulos”, o que pode ser muito trabalhoso, pois sabemos que |x| pode valer x 


ou -x, dependendo do sinal de x. 


Ine 


Ехрге : 
“liminar os mo 


Exemplo: Resolver |х2-4| «6 


hipóteses: conteúdo positivo e conteúdo negativo. Nesse 


Via de regra, um módulo requer duas | 
mos substituir sem módulo por ele próprio, jà que o 


caso, se tivermos x? — 4 positivo pode 
módulo de um número positivo é o próprio número. 
Por outro lado, se tivermos x? — 4, negativo, seu módulo será (x? — 4). Sendo assim, temos 


dois casos: 


a) x? — 4 > 0. | o | 
Inicialmente devemos determinar quais valores de x tornam essa expressão positiva. Para isto, 
mos incluir aqui, Os valores que tornam a expressao 


resolvemos a inequação x2 - 4 > 0. Pode мар ass 
2 _ 4 > 0. Tal expressão é um trinomio 


nula, pois o módulo de zero vale zero, façamos então x“ — | í : 
do 2º grau, que será positivo entre 48 raízes (+2 e -2). Incluindo as raízes nesta regra, 


consideramos então como primeiro intervalo, (—00,-2] У [2, 00), e para tais шин с 
temos |x? — 4| = x? – 4, Portanto para х pertencente а este conjunto, а inequação fica reduzida 


а: 


хі 4<6 
X -10«0 


Uma vez com o módulo eliminado, resolvemos agora esta inequacáo. O primeiro membro é 
um trinômio do 22 grau, com а>0, e raízes -410 € J10 “O trinômio será negativo entre as 
Taízes, ou Seja, no intervalo ( — J10 , Ло ). Note que os extremos do intervalo não satisfazem, 
Pois a equação exige que o trinómio seja menor que zero. Agora devemos fazer a E 
“Ма solução provisória com ( — eo ,-2| Y [2, 00), resultando em Sl = (-410 -2| U [2, 410). 


Уо 


Para : j 
_ 4| = —(x“ – 4 

valores de x que tornam esta expressáo negativa, temos [х2 - 4 ( ) 

ЭЛ 

k “Tá negativo se x € (-2, 2). Nesse caso teremos: 
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—x2+ 4 <6 
—x2- 92 < 0 


A expressão –х? - 2 será sempre negativa. Ë fácil ver que como x? é sempre positivo, -x? ~ 9 


será sempre negativo. Outra forma de ver isto é que trata-se de um trinómio do 2? grau com A 
negativo, portanto terá sempre o sinal de a (negativo). 


Portanto, o conjunto soluçáo desta inequacáo é R, mas é preciso fazer sua intersecáo com a 
condição quer permitiu eliminar o módulo, que nesse caso é x € (-2, 2). Devemos então fazer а 
interseção de R com este conjunto, resultando em 52 = (-2, 2). 


Finalmente, fazemos a união dos conjuntos solução 81 e 52, resultante do desmembramento 
do módulo: 


S-S1U 82 = (4/10 ,-9] ро, V10)) u (2, 2) = (- 10, /10) 
Resposta: S = (— 10,10) 


Inequacáo com exponencial 


A ideia é bastante simples. Partimos de uma inequação exponencial, ou seja, com incógnita no 
expoente, como 


2x < 8 


Devemos exprimir os números que nào sáo exponenciais, na forma de uma exponencial, 


como: 
9x < 93 

Podemos agora converter a inequagáo para 

x < 3. 

Esta conversão é válida porque a base da exponencial é maior que 1. Generalizando, temos: 
ах < ау Y х < y, desde que tenhamos а>1. 

Se tivermos a base entre 0 e 1, a conversáo correta seria: 

ax < aY ® х > y, desde que tenhamos 0<а<1. 


2_ — 
Exemplo: Resolver 2 e * «16 


Vamos exprimir 16 como 2*, ficando com: 
эх -х-2 < 2° 


Como ет uma exponencial com base maior que 1, quanto maior ё о expoente, maior ë o seu 
valor, e vice-versa, temos: 

x -x-2<4 

x2-x-6<0 


юэ” | 
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! \ 
nomi o será negativo para x compreendido entre as raízes, que são -2 e 3. | | | 
‚9 <х < 8 11 
pes 1 
grercicios - | 
Resolver as inequações 
P 2- 5x +61 512 e) C) lx2+x +1] S |x? * 2x — 3| 
"Л vx +! YE 
x+6 x-4 
х?-4 x2+2 x 
y 8 єв"? 9) B ES 
2 125 
2 
d) y -4х+3 > 0 h) x+ E <2 
x-2 х 


Exercícios de revisão 
М) Encontre um valor não nulo para c tal que o intervalo aberto (-3c, c) seja solução da 


inequação x? + 2cx — 6c < 0. 


E5) Juquinha toma uma peça de arame com 12 dm e o dobra em duas partes, uma com 
medida x e outra com medida 12 - x. A seguir dobra as duas peças de arame para formar dois 


quadrados. Encontre os valores de x tais que a soma das áreas dos dois quadrados seja menor 
2 
que 5 dm”. 


(4) (0, 4) U (8, ©) (В) (4,8) (С) (4,6) 0) (5,8) (E) (5, 12) 


Еб) Resolver x? —1<13x—13. 
(A) 4<x<3 (B x<-40u1<x<3 (C)x<-3 (D)-4<x<1lo0ux>3 (E)x«3 


Е) Se x é um número inteiro, encontre a soma de todos os valores distintos de x tal que: 
x - 1)? (x - 4).(x + 2) «0 
^4 (B5 (C6 (р)? (E)9 


E8) Resolver х*+х—12<—6 


: Resolver x2 _ Ix * 12«0 
154 (В) (3,4) (С)(-4,3) (D) (4, o) (E) (2,3) 
F10) (* 


М | | Resolver a inequacáo (2x — 1)2 <9 
~] 


1 8)CL2] (С) (-0,-1]U Bo) (D) (72-1) Y (0) (B2 


2 


Ч ус 
N =. 1+4х-х " 
88 - Um subconjunto do conjunto solução da inequação A > 0 é: 
(B) (xeR | x<2) (C) (xeR | x<0) 


(E) (xeR | -1<x<3) 


А 
E MI | 
01 
А E 
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E13) Resolver x(x + 7) 2 -12 


(A) 3,00) (B) (=00,-4] (С) (-00,-4] ou [-3,00) (0) [4 3] 
E14) Resolver x? 2 x + 6 
(A) (—0o,-2]U[3,00) (В) 23] (C) (-00,-3]U[2,00) (D) (=00,-2)0(3,00) (Е) (2, 3) 


Е15) Resolver x? + 6x - 1620 
E16) Quantas soluções tem a inequação |x? * 1| «0? 
E17) Resolver x! + x? - 6x2 < 0 


E18) Se (x * 1)? é maior que (5х - 1) e menor que (7x - 3), encontre о menor valor іпќеіго 
possivel рага х. 


E19) Determine а interseção das soluções de x? – 3x + 2 < 0 е х? – 3x/2 < 0. 
E20) Resolver 2x? + 5x -32 0 
E21) Qual o menor valor de x para o qual não seja válida a relação |x? - 8x| > (x + 4)? ? 


E22) Resolver x? + 1 2 x? + x 


E23) (*) Resolver po + | - 2h <2 


E24) Resolver — > — 
х-4 x+6 








E25) O conjunto S, solugáo de (x — 3)? S 0, é: 

(A) (xeR | x>3) (B) (xeR | x<3) (С) (хєК | x<s3) (D) (3) (E) R- (3) 
2x-3 

х? —10x+25 

(А) x<3/2 (В) 3/2<x<5 (С) x25 (0) xŠ (E) x=10 


E26) Para que a fragáo seja negativa, é necessário que: 


E27) CN 89 
O maior valor inteiro que verifica a inequação x.(x + 1).(x - 4) < 2.(x — 4) é: 


(A) 1 (В) negativo (С) par positivo (D) ímpar maior que 4 (E) primo 
E28) CEFETQ 2001 


Calcule a soma dos valores inteiros de x que satisfazem á inequação (x — 5)(2x + 1) < 0 


E29) CEFET 2010 


A soma dos números inteiros que satisfazem à inequacáo — x? -+-/21х—3> 0 é: 


(А) З (B4 (O5 (D)6 


— sd 
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830) (9 CN 75 - Resolver a inequação (x ш 1). X = 4x + 4 >0 


z x 2 l 

А) х<1 (B)x>2 (С)х2-2 (ууу (Е) х=1 (F) NRA 
E31) CN 76 - Resolver a inequacáo x +5х+16 < 

X —5x+4 
(A) impossível (В) qualquer x rea] (C) x<9 (D) 1<x<4 (E) x>3 
E32) CN 78 
A soma dos valores 
-x +4x+7 


(98 (BIO (O6 (D)9 (pis 
E33) CN 80 


Um exercício sobre ine 
pode ser: 


inteiros e positivos de x que satisfazem a 


inequação : 
>1 dà: 


quaçóes tem como resposta (xeR | x «-1 ou 0 <x < 5). 


O exercício 


x -4x—5 
(A) = A (B) (x +4x+5x)20 (С) (? - 4? –5х)>о 
ess cuj (E) == 


-X +402 +5 x! 455° 





0 


E34) CN 83 - A soma dos valores inteiros 
E X uo ын 

Ап (B4 (C6 (ps (52 
E35) CN 84 


À soma dos valores inteiros de x, no intervalo -10 < x < 10, e que satisfazem a inequacáo 

К 4x41) Sx2-4é: 

(А) 42 (В) 54 (С) -54 (D)-42 (E) -44 

E36) CN 85 - Dois lados de um triángulo sáo iguais a 4 cm e 6 cm. O terceiro lado é um 
número inteiro expresso por x2 + 1. O seu perímetro é: 


que satisfazem a inequação abaixo é: 


no Condição de existência de um triângulo exige que cada lado seja menor que a soma e maior que a diferença 
dos Outros d ois. 
A) 13 em (В) 14cm (C)15cm (D)l6cm (E)20cm 
> () CN 86. O sistema 
y2x49 
| ySx-9 
A) na 
| 150 tem solução 
(C s solucáo contida no 4? quadrante 
(D) é ч ЗО иса que contém о 2º quadrante 


Satisfeito a lano cartesiano 
(b) Tim penas por um ponto no p 


lucáo apenas para y22 
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O intervalo solução da inequação (x + 3)(x + 2)(x - 3) > (x + 2)(x — 1)(x + 4) é: 


(A) (9-3 (B C«-1) (O) (25 (D) Cim (E) (C12) 


E39) Colégio Naval 2015 


Seja S a soma dos valores inteiros que satisfazem a inequação 


pode-se afirmar que: 


A) S é um número divisível por 7. 


B) S é um número primo. 

C) S? é divisível por 5. 

D) 45 é um número racional. 
E) 3S + 1 é um número impar. 


3 


(5x — 40) 


— ” < 0. Sendo assim, 
х? -10x 421 


CONTINUA NO VOLUME 2: 80 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) a)xs-2oux2-1 
b)2«x«8 
c)S=R 
d)-8<x<10 
e)x<-20ux26 


E2) а)х < -3/4оих> 3 
b)ü«x«1 


c) -3«x < 0 ou 5/4 < x < 16/3 
0) 0<х<10их>5 


ЕЗ) а)-1<х<6 
b)x>0 
c)x<1oux>2 2 
d)1<x<20ux>3 


ЕА) с= 2 Е5) (В) 
E9) (В) Е10) (Е) 
Е13) (С) E14) (A) 


Е17) х <-3 0u0 «x «2 
E20) x S -3 ou x 2 !⁄4 


E23) -J2-1«x «42 41 


{)—3 <x < 13 К)5=К 
0)х<-10оих>3 )S=R 
h)x<-Boux>-6 т) x S -7/2 oux 2 1 
i) -9Sx S4 n)-5«x«-2 
)-9<x<7 o) S = @ 


e) x < -3 ou x 2 -2/5 i) -3-243 < x< -1 ou 


f)-5«xS-10ux»3 ES 
g)x<0ou0<x<5 jx<-1oux>3 
h)-2<x<2 

e)—2 < x < 1/200 x > 4. 

fj)x<—-6ou-1<Sx<4oux>2> 6 

gisxs2 

h)x < 0 

E6) (B) E7) (B) E8) S = (-3, 2) 
E11) (D) E12) [-2, 0] u [1 ,00) 

El5) x< 8 0ux > 2 E16) Nenhuma 
El8) 3 El9) 1 < x < 3/2 

E21) -1 E22) x 2 -1 

E24) -6 < x S 1⁄4 ou x > 4 E25) (D) 


оор. 
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896) (A) E27) (E) 3, x<-2 ou 1<x<4 E28) 10 E29) (D) 
830) (F) о ВО) E33) (А) E34) (E) 
835) (E) E36) (C) E37) (A) E38) (C) 

E39) (B) 


Resoluções selecionadas 


El a) (*) x? +3x +2 0 
É sempre bom fazer o esboço do gráfico. 


Solucáo: 

O trinómio tem a>0, entáo é negativo entre as raízes, 
positivo “fora” das raízes 

Raízes: -1 e -2 


Positivo para x < -2 e para x > -| 






-2 


Resposta: х < -2 ou x 2 -1 


x +3 3x-1 
—— P 





E2 a) (* 2 

) 0) : 
Solucáo EE Р - 
Como todos os denominadores sáo valores positivos, podemos eliminá-los sem alterar o sin 
de desigualdade. 


^h B Ж» 


4х2 + 19 9х + 3 > 24 Ə 4x2 — 9x - 9 > 0 
Raízes: 
4 x 9 = 36 (produto) 
9 = diferença, menor leva о sinal do meio | 
Зе 12, 3 ficará negativo, dividindo novamente por 4: 
-3⁄4 e 12/4 = 3 
Raízes: -3/4 e 3. Positivo “fora” das raízes 
posta: x < -3/4 ou x > 3 


Solução: 
E Uma inequação fracionária, OS de 
“Mprometer o sinal de desigualdade, 


s não podem ser eliminados sob pena de 


minadore | 
ч m ser mantidos. 


denominadores deve 


21 14 up <0 
1-х х-| х-1 | 
+=] 
O A лс! 
— ав do numerador e do denominador: 


“vemos agora fazer o quadro de variação de sinal 
do numerador : 0 
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Raiz do denominador: 1 
Fagamos o quadro de variacáo de sinal da fracáo: 


0 1 
| | ° | °` ` 
E NEN шыш L. 
X 


Resultado + 0 


O numerador é positivo para x > 0, zero 
para x = 0. O denominador é positivo para 
x > 1, e negativo caso contrário, sendo 
proibido o valor x = 1, pois anula o 
denominador. 










Para que a fração seja negativa devemos ter 0 < x < 1 


Resposta: 0 < x «1 








x-3 х-1 
Solucáo: 
2x Algas _2х___х-1_ „у A (08-4053), 
x-3 x«l Va UV a (x-3Yx41) (х-3Хх-41) 
x^ +6x—3 


ºC —<0. As raízes do numerador e denominador são: 

(x= 3 lx + 1) 

Numerador: -3+24/3, que são aproximadamente -6,4 e 0,4 

Denominador: З e -1 

Façamos o quadro de variação de sinal, marcando esses pontos em ordem crescente: 


23-943 1 dol 3 


4- 











0 


Os valores que апшат o denominador são suas raízes -3+2/3. 0 — 1 e 3 são valores 
proibidos, pois anulam o denominador. Um valor de x que anula ambos, numerador e 
denominador, também é "proibido", jà que nào podemos ter 0/0 — nào é permitido fazer 
simplificacóes em inequacóes, a menos que seja marcado aquele valor anulador como restricáo 
- n&o é o caso deste exemplo. É fundamental que todos esses pontos críticos sejam colocados 
em ordem crescente, caso contrário os intervalos ficaráo errados. Vemos que os intervalos que 


atendem à inequacáo (fracáo menor ou igual a zero) são: -3-24/3«х«-1 e 
-3-243«х«3 





Resposta: -3-243 < x < —1 ou -34243 <x <3 


ЕЗ a) |x? - 5x +6| < 12 
Solução 
Antes de resolver, é interessante visualizar grafi 


camente š 
que pode ser representada pela figura abaixo. 9 que ocorre com esta desigualdade, 


AAA AA P 
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x1 x2 


O primeiro membro da desigualdade é o módulo de uma parábola. O gráfico da parábola tem 
valores de x negativos entre as raízes, e positivo “fora” das raízes. Quando usamos o módulo, a 
parte negativa torna-se positiva, o que equivale a rebater esta parte negativa, verticalmente, 
como vemos na figura acima. À inequação quer que este módulo seja menor que 12. Supondo 
que a reta horizontal acima seja y = 12, o que devemos fazer é exatamente encontrar para 
quais valores de x o gráfico da parábola fica abaixo da reta. 

Façamos a resolução sem usar a figura, mas olhar a figura é sempre bom para melhorar nosso 
entendimento. 

A expressáo que está dentro do módulo pode ser positiva ou negativa. Vamos determinar 
inicialmente para que valores esta expressáo é positiva, entáo: 

x2- 5x +6 2 0 

A solução desta inequação do 2º grau é o conjunto dos valores que estão fora do intervalo 
entre as raízes, que são 2 e 3. A solução é portanto x < 2 ou x 2 3. Para esses valores de x, O 
módulo é o próprio valor da expressão, então podemos eliminar o sinal de módulo: 
xX-5x+6<120.x2-5x-6<0D -1<x<6 

Devemos fazer a interseção deste intervalo, com o intervalo que torna o módulo positivo, ou 
seja, x < 2 ou x > 3. Esta interseção será -1 <x S2ou 3 S x «0 

De fato, olhando para o gráfico, os pontos -1 e 6 são os valores de x nos quais a reta y = 12 
corta a parábola. Então a parábola estará abaixo da reta entre —1 e 2 e entre 3 e 6 (gráfico fora 
de escala). 

Devemos agora tratar o caso no qual o valor dentro do módulo é negativo, ou seja, para x 
entre 2 e 3. Dependendo das alturas relativas da reta e da parábola, a reta poderá cortar ou 
náo a parábola nesta regiáo. 

Fazendo x? — 5x + 6 < 0, concluímos que este valor será negativo entre 2 e 3 (entre as raízes), 
nesse caso o módulo será essa expressáo com o sinal trocado. Eliminando o módulo e 


trocando o sinal, temos: 

X *5x-6«12 9 x2- 5x € 1850 | 
sa expressão ë sempre positiva, pois é um trinômio do 2? grau com а>0 e А<0. Sendo assim, 

qualquer valor de x faz este valor positivo, mas devemos fazer a interseção com o intervalo 

“onsiderado, ou seja: 

RO (2,3) = (2,3) u | 
ortanto devemos adicionar o intervalo (2, 3) ao já encontrado no primeiro caso, ou seja: 

-1<х<2оц 3 < x < 6: (-1, 2] U [3, 6). Sendo feita a uniáo com (2, 3) ficamos com: 

C > б). Isto mostra que no gráfico, a reta corta apenas 05 dois ramos laterais da parábola, e 

“ÃO à região entre 2 e 3, 

Resposta: 21 < x < 6 
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ЕЗ e) |x? * x à 1| S |x2 + 2x - 3| 
Solucáo 


Com dois módulos, no caso geral temos que considerar quatro possibilidades e dividir em 
quatro intervalos, para os valores nos módulos sendo ambos positivos, ambos negativos, um 
positivo e um negativo e vice-versa. Entretanto, neste problema temos uma grande 
simplificacáo. O valor x? * x * 1 é sempre positivo, pois trata-se de um trinómio do 2? grau 
com delta negativo (A = -3). Portanto, tem sempre o sinal de a, ou seja, positivo. Podemos 
portanto eliminar seu módulo, já que é sempre positivo. Resta portanto analisar as duas 
possibilidades de sinal para o segundo módulo: 
x? + 2x — 3: Negativo entre as raízes: -3 < x < 1 

Positivo caso contrário: x S -3 e para x 2 l. 
Caso 1: valor negativo: 
x +x+1S0-x2-9x+3 
2x? + 3x — 2 < 0 Ə -2 < x € 1/2, fazendo interseção com -3 < x < 1 ficamos com [-2, 1/2] 
Caso 2: valor positivo 
x2 + x + 1 < 0 х2 + 9x -3 
x 2 4, fazendo interseção com x š -3 ou x 2 1 ficamos com x 2 4. 
Finalmente, fazendo a uniáo dos intervalos dos casos 1 e 2, ficamos com: 
-2 < x S 1/2 ou x > 4. 


Resposta: -2 < x S 1/2 ou x 2 4. 


ES 
5 125 


Solução: 
A primeira providência é passar as exponenciais para a mesma base. Usemos a base 1/5: 


x? +2 3x 
j^ 
5 5 
Como a base está entre 0 e 1, o sentido da desigualdade ë invertido quando passamos da 


inequacáo original para a inequação com os expoentes: 
x? + 2 < 3x Y x? - 3x + 2 S 0, as raízes são 1 e 2, o trinómio é negativo entre as raízes. 


Resposta: 1 < x < 2 


E10) Resolver a inequação (2x - 1)2 < 9 


(A) [-1, 1] (B) CL2] (O (-0,1]U [200) (Ш) (-0o, -1) U (2, oo) (E) [-1, 2] 

Solucáo: 

A inequação x? S k?, sendo k um valor positivo, é equivalente a 

-k < x S k, ou seja, x deve ter um módulo menor ou igual que k para que seu quadrado seja 
menor ou igual que К“. No nosso caso, а inequação é equivalente a: 

—3 S 2x - 1 < 3, que é um sistema de 2 inequações: 

-3 <2x -1 > x2 -1 

2x- 153 9 х52 

Cuja interseção é -1 S x < 2, o mesmo que [-1, 2] 


Resposta: (E) 
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£23) Resolver |” + | — 2|x| <2 


Solução: 

I ito complexa a resolucá i 
эн жи. implicações ção devido ao desmembramento dos módulos, mas podemos Я 
a) Simplificação: +18 sempre positivo, entáo Ix? + 1 | =х2+] | 
Para desmembrar |x|, vamos considerar dois casos: x 2 ()ех < () 
Caso 1: x 2 Ü 
|x? +] – 2x | <2 
A expressão x^ — 2x + 1 é um quadrado, seu valo 
módulo pode ser eliminado: 


х-1) «23 -42 ex-l«42 E -42 «x1«x «42 41 
Fazendo a interseção com x20 ficamos com 0 Xx < 4/2 +1. Esta é a primeira parte da solucáo 


Caso 2: x < 0 
|x2+ 1* 2x] «2 


[x + 1)2 23 -42 «x41« 423 -42 -1«x « 42 1 


Fazendo a interseção com x < 0, ficamos com — 4/2 -1 <x <0 (Segunda ране), 
Unindo os dois intervalos ficamos com: 


_ ia] 





r € sempre positivo ou zero, entáo seu 


Resposta: — /2 —1 <x < V2 +1 
| TT 
(x -1) ү —4x+4 > 0 
"ye 
(A)xs1 (B)x>2 (C)x2-2 (0) х<2 (Е) х=1 (Е) МКА 
Solução: 
Sinais dos fatores do numerador e do denominador: 
a) (x - 1? = (x - 1)(x — 1)? : Sinal + para x > 1, 0 para x = 1 e — para x < 1 
Note que x = 1 é solucáo, pois torna a expressáo nula. 
b) (x? — 4x + 4) : é um quadrado perfeito, sempre positivo, mas é zero para x = 2, que é 
solucáo também. 
c) -х + x - 1: Trinómio do 2º grau sempre negativo. 
Estudando a variacáo de sinal da fraçao, temos que será positiva para x < 1, mas zero, que 
também é solução, para x = 1 e para x = 2, então a solução da inequação é: 
XS] oux= 9 
Resposta: (F) NRA 
OBS: a solução x=2 é uma “pegadinha” que o 
Pegadinha exatamente igual foi usada 40 anos depois, na 
questões clássicas é vantajoso. 


E30) Resolver a inequação 


aluno esquece, fazendo-o errar a questão. Uma 
prova de 2015. Conclusão: Estudar as 


E37) CN 86 - O sistema 
y2x+2 
ySx-2 
(A) não tem solução 
) tem solução contida no 4º quadrante 
(D Ура solução que contém o 2º quadrante 
Satisfeito apenas por um ponto no plano cartesiano 
tem solução apenas para y22 
Solução: 


4 
? 


Ч " 4 
7 3) 
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As duas inequações têm como solução, regiões do plano xy, a 1* equação, acima da reta y = x 
+ 2, a segunda, da reta y = x - 2. A solução do sistema é a interseção das duas regiões, que é 
vazia. 





Resposta: (A) 


E39) Colégio Naval 2015 
(5x — 40) 


< 0. Sendo assim, 
х? -10x 4 21 


Seja Š a soma dos valores inteiros que satisfazem a inequacáo 


pode-se afirmar que: 

A) S é um número divisível por 7. 
B) S é um nümero primo. 

C) S? é divisível por 5. 

D) 45 ё um número racional. 

E) 3S + 1 é um número ímpar. 


Solução: 
Note que o numerador é um quadrado, portanto é sempre positivo ou nulo. O numerador 
zero é solução da inequação, pois usa a desigualdade “menor ou igual” , e o valor que anula o 
numerador (x = 8) não anula o denominador, portanto x = 8 é solução. Considerando agora 
valores de x diferentes de 8, temos que o numerador é positivo. Para que a fracáo seja 
negativa, é preciso que o denominador seja negativo, ou seja, para x compreendido entre as 
raízes do trinómio que está no denominador. 

As raízes do trinómio x? – 10x + 21 são 3 e 7, portanto será negativa para 3 < x < 7. Esta faixa 
de valores torna o denominador negativo, e também a fração negativa. Portanto a solução da 
inequação é 3 < x < 7 ou x = 8. 

Os valores inteiros que satisfazem a inequação são portanto 4,5,6e8 
O valor de S é 4 + 5 + 6 + 8 = 23. 


A resposta certa é (B), Š ë um número primo. 


(que muitos esquecem). 
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Este capítulo é continuação da sequência de tópicos: 


Equações do 2º grau 
Sistemas do 2º grau 


Um problema do 2º grau ë um problema como os apresentados no capítulo 10. Devemos 
interpretar o problema e descrevê-lo através de uma ou mais equações. Resolvemos a equação 
ou o sistema de equações e chegamos à solução do problema. 
Este capítulo tem 0% de teoria e 100% de exercícios. Obviamente esses problemas poderiam 
estar dentro dos capítulos de equações e sistemas do 2º grau, mas por motivo de organização 
didática preferimos dedicar-lhes este capítulo separado. 


Exemplos 


Exemplo 1 


À diferen 


ça entre os quadrados de dois números inteiros e consecutivos é 47. Desses dois 
números, 


O maior é: 
^)?3 (B)22 (С)21 (D)25 (Е) 24 
Solução: Dois n 


F úmeros inteiros consecutivos podem ser representados por n e n + 1. 
Оппатоѕ então 


a seguinte equação, baseada nas informações do problema: 


0 с que ё um dos números. 
? Número é n + 1, que vale 24. 

Prob. “Pois de resolver a equacáo e dar a resposta, devemos ler novamente o enunciado do 
ma, pois nem sempre a solução da equação é a solução do problema. 


a: O Maior número é 


(E) 24. 
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Exemplo 2 


Uma cerca em torno de uma piscina tem um comprimento 7 m maior que sua largura. À área 
dentro da cerca é 44 m?. Quais são as dimensões da área cercada” 


Solução: Devemos sempre fazer o 
desenho quando o problema envolve 
figuras geométricas. 


x+7 


Da figura, temos: 


x(x + 7) = 44 
х2 + 7х- 44=0 Э х= 4оих = –11 
(resposta da equacáo). 


Passemos agora à resposta do problema. O valor -11 náo serve, pois isto resultaria em uma 
dimensáo negativa para a largura do retángulo. Sendo assim, o único valor possível para x é 4. 
As dimensões do retângulo são 4m e4m +7 m- 11 m. 


Resposta: As dimensões do retângulo são 4 m e 11 m. 


Exemplo 3 


(CN 77) - Um retángulo é tal que se aumentarmos de 1 cm a menor de suas dimensóes, a sua 
área aumentará de 2096, mas se tivéssemos aumentado cada uma das dimensoes de 2 cm, a 
área seria aumentada de 75%. O perímetro do retángulo é de: 


(A)32cm (B)24cm (C)26cm (D)20cm (Е) 28 cm 


Solução: 

O Lac envolve duas incógnitas, que são as duas dimensões do retângulo, e seu 
enunciado dá informaçóes que permitem chegar às duas equacóes necessárias para sua 
resolucáo. Os dois problemas anteriores também tinham duas incógnitas, mas seus enunciados 
forneceram informações claras que permitiram exprimir as duas medidas em função de uma 
só incógnita (no Exemplo 1, n e n + 1, no Exemplo 2, x e x + 7). Já neste problema nào é dada 
uma relacáo direta entre as medidas do retángulo, será mesmo necessário trabalhar com duas 


incógnitas. 


y y No segundo retángulo da figura, temos 
a dimensáo x aumentada em 1 cm. O 
X it Re enunciado indica que isto provoca um 
уке aumento de 20% а área original. Entáo 


y(x + 1) — xy = 0,2.xy 


(o aumento é a diferença entre as áreas, 


(y+2)(x+2) х+2 que vale 20% да área original). 
y+2)(x 


Que resolvido dá x = 5. 


d 
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capítulo 1 
iro retángulo, cada dimensáo do retángulo original foi aumentada em 2 cm, e o 


ca que isto provoca um aumento de 75% na área original. Formamos entáo a 


o terce | 
enunciado ina! 


ão: 
(y + 2) - ху = 075 xy 
0,75 xy; já determinamos que x = 5, entáo 


y=5e y” 


0 problema pede o perímetro do retángulo: 5+5+8+8 =26 


Exemplo 4 
Qual é a maior área retangular possível de cercar com 600 metros de cerca? 


(A) 29000 m? (В) 22.500 m? (С) 36000 m? (р) 4000 m? (E) 90000 2 


Solução: 
O retângulo tem lados iguais, 2 a 2. Portanto 


temos duas larguras, e mais dois 
comprimentos, que somados dão 600. Então, 


uma largura e mais um comprimento somam 
300. Podemos então chamar essas medidas 
х.(300-х) oda de x e 300 - x. De fato, se somarmos aos 


quatro lados, teremos 
x + x + 300 - x + 300 - x = 600. 


300 - x) = 300x - x”. Graficamente, ё uma 


Sendo assim, a área do retángulo é S(x) = x.( 
parábola com a concavidade voltada para baixo, e seu valor será máximo quando x for a 


abscissa do vértice, ou seja, a média aritmética das raízes. Como as raízes sáo O e 300, este 
valor é xm = 150. O valor máximo da área será S(150) = 300.150 — 1502 = 22.500 


Resposta: (B) 22.500 m2. 


Exemplo 5 
Encontre o perímetro de um retángulo, em centímetros, sabendo que sua área é 45 cm”, e que 
0 comprimento ё 4 cm maior que sua largura. 


(4)18 (B)14 (C)26 (D)36 (E) 28 


Solução: 
4 De acordo com à figura resultante do 
X+ 
enunciado, temos” 


x(x + 4) = 45 

x? + 4X — 45 = 0 
: x = —9 ou x 5 
uma dimensáo náo pode ser negativa, 
cáo possível para x é 5. As 
tángulo são 5 e 5 + 4 = 9. 


Como 
a única solu 
medidas do re 


LS —— Í sÍ — E - E 
ARA 


it Í 
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O perímetro é 5 + 5 + 9 + 9 = 28 cm. 
Resposta: (E) 28 cm. 


Aritmética avançada: nem sempre as equações 
resolvem 


Você não deve pensar que equações resolvem tudo. Existem problemas de aritmética 
avançada que não são resolvidas com métodos totalmente algébricos, mas com uma 
combinação de álgebra e aritmética avançada. É o caso de problemas que envolvem números 
inteiros que têm informações como “sabendo que os números são inteiros” ou “sabendo que 
os números são primos”, muito comum em concursos como Colégio Naval e IME. Por 
exemplo, o problema pode ter duas incógnitas e apenas uma equação, o que como sabemos, 
não é suficiente para descobrir os valores das duas incógnitas. Ao invês disso, é usada uma 
informação aritmética, que deve ser usada para suprir a falta de equações. Infelizmente não 
existe um método preciso para resolver esse tipo de problema. Apenas desconfie do seguinte: 
quando o problema tem mais incógnitas do que equações, e as variáveis são números inteiros, 
trata-se de um problema de aritmética avançada. 


Exemplo 6 
Mostre que a diferença entre os quadrados de dois números primos maiores que 3 é sempre 
um múltiplo de 24. 


Solução: 

Esse é um tipo de problema dos citados nesta seção, e seu objetivo em ser apresentado aqui é 
mostrar que nem sempre equações resolvem o problema. Este, no caso, não é resolvido com 
equações, mas usará técnicas algébricas e aritméticas. Seu enunciado também precisará ser 
adaptado para o formato “A-B-C-D-E”, no caso da prova do Colégio Naval, mas está no 
formado apropriado para uma prova discursiva do IME (prove que). O importante aqui é 


apresentar o conceito algébrico/aritmético. 


Um número múltiplo de 24 é ao mesmo tempo múltiplo de 8 e de 3. Vamos entáo mostrar 
inicialmente que esta diferença de quadrados é um múltiplo de 8, depois mostraremos que é 
um múltiplo de 3. Esta divisão do problema em duas partes é possível porque 8 e 3 são primos 


entre si. No caso geral, um valor é múltiplo de A e de B se e somente se é múltiplo do sem 


MMC. 
Chamemos dois números primos de x e y, sendo ambos maiores que 3. Sendo assim, 


podemos afirmar que x e y são ímpares, já que o único número primo par é 2. Podemos então 
chamar x de 2n + 1, e y de 2k + 1, sendo n e k dois inteiros maiores que 2, para que 3. 


A diferença dos quadrados dos primos x e y é portanto: 

x? - y? = (x + y)(x - y) = (2n + 2k + 2)(2n — 2k) = 4(n + k + 1)(n - k) (1) 

Queremos mostrar que x? - y? é um múltiplo de 8, até agora mostramos que é um mültiplo de 
4. Devemos entáo mostrar que existe mais um fator 2 entre os inteiros n + k*len-k 
Brilhantemente (tirado da “cartola”) vamos calcular a diferenca entre esses dois valores: 


(n * k * 1) - (n - k) * 2k * 1. 


Esta diferença é um número impar. Sendo assim, os fatores (n + n + 1) e (n - k) têm paridades 
diferentes, ou seja, um deles é par e o outro é impar. Não temos condições de identificar qu 


deles ё o par e qual deles é o impar, mas podemos ter certeza de que um deles é par. Sendo 


— Й 
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roduto (n + k + 1)(n - k), existe pel 
assim, no P мм > pelo menos um fator 2 incluído, ou seja, (n + k + 
a - k) = 2m, um inteiro par. Voltando à nossa relacáo (1), podemos escrever: тэ 


оу An +k + 1)(n — k) = 42m = 8m 


[sto mostra que esta diferença de quadrados é um múltiplo de 8. 


Note que não 20 aqui, equacóes algébricas, mas usamos conceitos aritméticos de 
divisibilidade, e também de álgebra, no caso, a fatoração da diferença de quadrados. 


Mostraremos agora que esa. diferença de quadrados é também um múltiplo de 3. É um 
resultado impressionante, a diferença dos quadrados entre dois primos é sempre um múltiplo 
de 3, e mais ainda, um múltiplo de 24. Isto pode ser constatado com alguns exemplos: 


72 _ 52 = 49 — 25 = 24 
112- 52 = 121 - 25 = 96 
(12-72 = 121 - 49 = 72 
132 - 52 = 169 — 25 = 144 


Observe que todos os resultados são múltiplos de 24. A mesma propriedade não funciona se 
ambos não forem primos, por exemplo: 


02 _ 52 = 81 — 25 = 56 


Note que a diferença de quadrados de dois ímpares é sempre múltiplo de 8. Na demonstração 
que fizemos, não usamos o fato dos números x e y serem primos, usamos apenas o fato de 
serem ímpares. Então a diferença de quadrados de dois impares maiores que 3 sempre será 
um múltiplo de 8, mas não necessariamente múltiplo de 3. 

Vamos agora usar o fato de serem primos, e concluiremos que esta diferença de quadrados 
obrigatoriamente terá que ser um múltiplo de 3. 


ue 3, ou seja, podem ser 5, 7, 11, 13, etc. Todos os 


Sejam então x e y primos, maiores q | 
3, podem ser divididos em 3 categorias: 


nümeros inteiros positivos, maiores que 


1) os múltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18... 
2) os múltiplos de 3 somados com 1: 4, 7, 10, 13, 16, 195... 
3) os múltiplos de 3 somados com 2: 5, 8, 11, 14, 17, 20... 
sitivos de 3 em diante. Na verdade 


números inteiros po | 
mas o problema fala dos números 


Essas trës categorias englobam todos os 
meçando do zero, 


Poderíamos estender um pouco mais, CO 

Primos maiores que 3. 

e y, eles só podem estar nas categorias 2 ou 3, mas 
: - . 

últiplos de 3, que náo sáo primos (exceto O 3, mas O 

3). 


255 dados dois números quaisquer X 
nca na categoria 1, pois lá estáo os m 
Problema especificou usar apenas Os primos maiores que 


às categorias 2 OU 3, ou seja, sáo múltiplos de k 


Concluí 
umos então ertencem | 
que x e y p mir x e y da seguinte forma: 


SO _ : 
mados com 1 ou 2. Podemos então ехрп 


*=3k+d 
y=3m+e 
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Onde k e m sáo inteiros positivos tais que x e y sejam primos maiores que 3, e os números de 
e podem valor 1 ou 2. Escrevemos então: 


x? - у? = (x + y)(x - у) = (3k + 3m + d + e)(3k - 3m + d - e) 


Como os números d e e só podem valor 1 ou 2, de forma independente, só podem ocorrer 


duas situaçóes: 


a) de eiguais: Fará com que o segundo fator acima seja igual a (3k — 3m), um múltiplo de 3. 
b) de e diferentes (1 e 2): A soma d + e valerá 3, portanto o primeiro fator (3k + 3m + d + e) = 
(3k + 3m + 3) será múltiplo de 3. 


Isto mostra que se x e y forem primos, não poderão ser divisíveis por 3, e sua diferença de 
quadrados necessariamente terá um fator 3. 


Logo х? — y?, com x e y primos maiores que 3, é um múltiplo de 24. 


Nas questões de aritmética avançada, a álgebra sozinha não resolve, mas ajuda a chegar à 
solução, principalmente com o uso de fatoração e produtos notáveis. 


Este é um livro de álgebra, e todos os exercícios e questões aqui apresentados podem ser 
resolvidos usando apenas álgebra. 


Exercícios 


El) Se cada dimensão de um retângulo for aumentada de 5 cm, uma dimensão se tornará o 
dobro da outra e a área aumentará de 95 cm”. Encontre as dimensões originais. 


E2) (*) (CN 82) - Ao extrairmos a raiz cúbica do número natural N, verificamos que o resto era 
o maior possível e igual a 126. A soma dos algarismos de N é: 


(A)11 (B9 (C)8 (D? (E6 


E3) A diferença entre dois números é 10. Qual é o menor dos dois números, se esta diferença 
excede a raiz quadrada do maior deles, em duas unidades? 


E4) A soma dos quadrados de dois números inteiros e positivos é 41. Achar esses números, 
sabendo que sao consecutivos. 


E5) (CN) A soma de dois números é 13. O primeiro mais a raiz quadrada do segundo é 5. 
Achar os nümeros. 


E6) (*) Um indivíduo que fez uma viagem de 6300 km, teria gasto menos 4 dias se percorresse 
mais 100 km por dia. Quantos dias gastou na viagem e quantos km percorreu por dia? 


E7) (CN) Certa quantia é dividida em partes iguais, por um determinado número de pessoas. 
Se aumentássemos de 6 o nümero de pessoas, cada um receberá R$ 6,00 a menos, e se ao 
contrário, o número de pessoas diminuir de 2, cada um receberá R$ 3,00 a mais. Achar o 
nümero de pessoas e a parte de cada uma. 


E8) (CN) Um tonel continha 100 litros de vinho puro. Retirou-se certa quantidade de vinho, 

que foi substituída por água. Em seguida retirou-se igual quantidade de mistura, que também 

foi substituída por água. Quantos litros foram retirados de cada vez, se a mistura final tem 64 
litros de vinho puro? 


 — 2 
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Сар Асһаг trës números sabendo que as soma deles ë 28, o produto é 512 e que um 

£9) y 4 média geométrica dos outros dois. 

deles š: 
и) (CN) Um rádio de R$ 280,00 devia ser comprado por um grupo de rapazes que | 

810) шпат em partes iguais. Como trés deles desistiram, a quota de cada um dos outros | 

coni" mentada em R$ 12,00. Quantos eram os rapazes? 

ficou 


CN) A soma dos inversos de dois números é 2. O produto desses números mais o 


N) e | 
El edo de um deles é igual a 8 menos o inverso do outro. Calcular os dois números. 
inv 
pROFMAI - Com 80 metros de corda, um fazendeiro deseja cercar uma área na forma 
angular, sendo que um dos lados não necessita de cerca, pois é limitado por um rio, sendo 
5 cessário cercar apenas 3 lados. Quais devem ser as medidas do retángulo para que a área 
j 4 a maior possível? 


E12) 


sej 

E13) (*) PROFMAT - Se x e y sáo tais que 3x + 4y = 12, determine o valor mínimo de z = х? 
2 

+ y^. 


coNTINUA МО VOLUME 2: 40 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercicios 


El) 3 cm e 11 cm. E2) (B) E3) 64 ЕА) 4e5 
p5 12- 92433, ge 174433 F6) 18 dias, 350 km por dia 
2 2 
E7) 18, R$ 24,00 E8) 20L E9) 4, 16e8 E10) 10 
ЕП) 6 + 4/30 E12) 20 x 40m, sendo um lado de 40 m limitado pelo rio 
E13) 576/100 


Resolucóes selecionadas 
E2) (CN 82) - Ao extrairmos a raiz cübica do nümero natural N, verificamos que o resto era o 
maior possível e igual a 126. A soma dos algarismos de N é: 
А) (B9 (сув (0)7 (B6 
Solução: 
ч 9 Testo maior possível é 126, então 127 
Nin чон cubos perfeitos, cuja diferença é 127. 
"mnes 127 _ 
c t3n+1= 127 Y 3n2 + Зп - 126 = 0 > n2+n-42=03n=60un=-/ 
te гн j natural, a solução negativa não serve. Fazendo n = temos 
T +126 = 216 + 196 = 342. Sua soma de algarismos € 9. 
Resposta. (B) 


resultaria em um cubo acima. Temos então que 


teria gasto menos 4 dias se percorresse 


Eg) (* . 
4) Um individuo que fez uma viagem de —— uantos km percorreu por dia? 


k por dia. Quantos dias gastou na viagem e q 
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Solucáo: 


Percurso total: 6300 km, em x dias 

Percurso diário: 6300/x 

Percorrendo 100 km a mais por dia, levaria 4 dias a menos: 

(6300/x + 100)(x - 4) = 6300 Ə x = -14 ou x = 18 / 

O percurso foi feito portanto em 18 dias. A cada dia percorreu 6300/18 = 350 km. 


E10) Um rádio de R$ 280,00 devia ser comprado por um grupo de rapazes que contribuiriam 
em partes iguais. Como trés deles desistiram, a quota de cada um dos outros ficou aumentada 
em R$ 12,00. Quantos eram os rapazes? 


El3) (*) PROFMAT - Se x e y sáo tais que 3x + 4y = 12, determine o valor mínimo de z = x2 
"y^. 

Solucáo: 

Se x e y fossem variáveis independentes, o valor mínimo de x^ + y? ocorreria se x e y fossem 
zero, entretanto isto náo é possível porque x e y estáo relacionados. Vamos entáo formar a 


expressáo de z, usando apenas uma variável, por exemplo, x, exprimindo y em funcáo de x. 
z = х2 + y2 = x2 + [(3x — 12)/4]2 = 


cher +(3х-12) |= [sx -72х-144| 


Lembrando do capitulo 13, as parábolas possuem um ponto de mínimo 
e a ordenada desse ponto é igual a -A/4a. 

No nosso caso ficamos com o seguinte valor de mínimo: 

1|-А | _ (72? -4.25.144) -(5184-14400) _ 576 

r= E 1600 E 1600 7100 


Resposta: 576/100 


(vértice) quando a > 0, 
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Capitulo 1 O 


Funções 





A maioria dos tópicos sobre funções foram apresentados no capítulo 11. Voltamos agora no 
assunto, desta vez fazendo exercícios que usam os conhecimentos ensinados nos capítulos 12 a 
18, Recomendamos que você releia a parte de funções do capítulo 11 antes de entrar no 
presente capítulo. 


Domínio 

O domínio de uma função, também chamado de “conjunto de partida”, é o conjunto de todos 
os valores x, tais que (x, y) pertença à função. Em geral o domínio é fornecido pelo problema, 
mas muitas vezes é preciso determiná-lo. Quando o domínio não é informado, no caso de 


funções de variável real, convenciona-se que é o maior subconjunto de R para o qual a função 
pode ser calculada. 


Exemplo: 
Determine o domínio da função dada рог /(х)-4х-3 
О domínio deve ser informado pelo problema, mas quando é deixado de forma implícita, 


Considera-se o maior subconjunto de R para o qual a fórmula da função pode ser aplicada. No 
“aso devemos ter x — 3 > 0, ou seja, x > 3. Portanto o domínio é [3, co) 





Exemplo: Encontre o domínio de 7 (x ) E 1+2 
t= 


(A) |. 
Ro) ()[22) (O) C22)0(,«) D) (02) (20) (E) [2220 2,9) 
Temos .: 
08 duas Testrições algébricas que devem ser levadas em conta para determinar o domínio: 
O radicando deve ser positivo ou zero 
denominador não pode ser zero. 


Tesulta 
ы ет duas inequações, e uma vez resolvidas, fazemos a interseção dos conjuntos 


» já 
Jà que ambas as condições devem ser atendidas: 
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S2 =R- (2) 
Agora fazemos a interseção de Sl e 52: 


Resposta: S = [-2, 2) U (2, 00) 


Exercícios 
E1) Encontre o domínio da função f (x)= V12-3xº 
(A)x24 (B)xs-3 (C)-2sxs2 (0) -35х<3 (E)xS-2x22 


2 
E2) Encontre o domínio da função EM 
1-1 


Funcáo composta 
Uma interpretação muito útil de uma função é considerála como uma *máquina" que tem 
uma entrada e uma saída. Para cada valor x colocado na sua entrada, a saída fornece um valor 


f(x). 


Suponha por exemplo que a função F, 
representada pela “máquina” ao lado, tem como 
fórmula, f(x) = x? — 2x. 


Se colocarmos na entrada o valor 5, o valor que 
será apresentado na saída é 15, ou seja, 52 — 2x5. 


Para cada valor x colocado na sua entrada, F 
fornecerá na saída, um valor correspondente, 


dado pela fórmula f(x). 





f(X) 


Formar uma funcáo composta consiste em usar duas *máquinas", sendo que a saída da 
primeira “máquina” será usada como entrada da segunda. 


Considere por exemplo as funções: 
f(x) = x? 
gx) = x +1 


Formar a funcáo composta g(f(x)), também indicada como gof(x) ou *g de f de x", consiste em 


usar as duas máquinas f e g. Inicialmente o valor x na máquina f, e a sua saída entrará ná 
máquina g, dando como resultado, g(f(x)). 
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cap“ xe 
0 posso e 
prio entrar 
i 
g(f(x))=10 
à ale: 
Exemplo: Se f(x) = x3 — 3x2 + 5x - 1 e g(x) = (x — 2)/3, então f(g(5)) vale 
emplo: 
AJ5 (8)0 (С)! D)2 (E59 
Solugáo: Para calcular f(g(5)) calculemos primeiro, g(5): 
gx) = (x - 2)/3 
5) = (5 - 2)/3 
85) = 1 
Agora calculemos f(g(5)) = f(1): 
(х) = x3 – 3х2 + 5x — 1 
(021-345-1742 
: iso ter O 
Resposta: 2 (D) zo algebric amente simples, mas € preci 
^ ente são 
As questões sobre funções aa е орала 
conhecimento do conceito рага po Р 
alcule € simplifique "T x? 
Exemplo: Se (х) = x? 2х + 1, © PUT E) 
2 (ox-^ 


А) 2+9 (B)x2-2x+ 
Solução: 


Trata-se de um problema de c 
(x + 1) = (x + 1)? - 2(x + É a 1 


Resposta: (E) х? 


“ão da fun 
omposição гэ ЭЭ» ин 


x2 + 2x 


ção f com a fun 
+1=X- 


ção g(x) = * *l 
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Funcáo afim 
A função afim é aquela dada por uma fórmula do primeiro grau. Exemplo: 


y=3IxX 2 


Funcóes de R em R podem ser representadas em um sistema de eixos cartesianos, no qual o 
- : : Gn) 
eixo y representa o valor da função. Por isso usa-se o eixo y como f(x). 


Exemplo: Encontre a equação da reta paralela a 8x + 2y — 5 que passa pelo ponto (1, 3). 
(А) у=4х (В) y=-4x+7 (С) у=2х+7 (D)y--4x-7 (Е) y=-2x-3 


Solução: 

Todas as retas paralelas a uma reta dada, ax + by + c = 0, têm como equação, ax + by + k, 
onde k pode assumir qualquer valor real, ou seja, para cada valor de k, teremos uma reta 
diferente, mas sempre paralela à original. Dado um determinado ponto, existe apenas uma 
reta, para um certo valor de k, que passa por este ponto. 


No nosso problema, uma reta genérica, que seja paralela a 8x + 2y — 5 = 0, tem como equação, 
8x + 2y + k = 0. Para identificar qual passa pelo ponto dado (1, 3), fazemos x = 1 e y = 3 nesta 
equação e determinaremos o valor de k: 


8.1+23+k=0 
k = 14 


Então a reta pedida é 8x + 2y + 14 = 0. Simplificando toda a equação por 2, ficamos com 4x + 
y + 7 = 0, ou seja, y = -4x - 7 


Resposta: (D) y = —4x - 7 


Funcáo injetiva ou injetora 

Funções é um assunto ensinado a partir do início do ensino médio, e em alguns casos, no final 
do ensino fundamental. Por exemplo, não faz parte do programa do concurso do Colégio 
Naval (apesar de questões fora do programa poderem cair “disfarçadas”), mas é cobrado no 
concurso da EPCAr e nos Colégios Militares. Mas definitivamente, mesmo nessas escolas, os 
conceitos de função injetiva e função sobrejetiva fazem parte do ensino médio. Uma função é 
injetiva quando 


f(x)2 f(x) se e somente se, x, — x, 


Isto significa que valores diferentes de x resultam em valores diferentes de y, e vice-versa. 
Quando uma função é injetiva podemos usar o fato, por exemplo, para resolver certas 


equações. 
Exemplo: Resolver 2**2 = 16% 


Solução: 
A função exponencial, do tipo ax, onde 0 < a < 1 ou a > 1, é injetiva (apesar desse resultado 
não fazer parte do ensino fundamental. Sendo assim, se a equação for escrita como: 


9x+2 = 94x 
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т „idade valerá somente quando os expoentes forem iguais. Este resultado é apresentado no | 
1 2 fundamental sem o uso da noção de função e de injetividade, mas matematicamente é | 
| o que ocorre. Por isso, se fizermos f(x) = 2x (injetiva), podemos usar que f(x + 2) = f(4x) | 
e x27 4x, o que resulta em x = 2/3. 
lof 


=m 
е 


Outras funções injetivas, que permitem cálculo similar na resolução de equações, são: | 


E х? (para x20), Jx, Vx 


9 ав ros ° . . 
Note que x^ não e injetiva se removermos a restri 


ção x20, já que na parábola, temos valores 
diferentes de x (exemplo: 3 e -3) que resultam em 


valores iguais de y (no caso 9). 


Uma função injetiva necessita ser estritamente crescente ou estritamente decrescente. 


Existe ainda a classificação de uma funcáo como sobrejetiva, o sobrejetora. É aquela em que 
todos os pontos do contradomínio pertencem á imagem, ou seja, para qualquer elemento y do | 
contradomínio, existe um x tal que y = f(x). Lembramos que no contradomínio é permitido 
que “sobrem elementos”, ao contrário do que ocorre no domínio (elementos x que não 
resultam em nenhum y devem ser eliminados do domínio). No caso em que todos os 


elementos do contradomínio possuem um x correspondente, a imagem coincide com o 
contradomínio, e a função é sobrejetiva. 


Quando uma função é ao mesmo tempo, injetiva e sobrejetiva, dizemos que ela é bijetiva, 
bijetora, ou uma bijeção. 


Translação de eixos 


Considere uma função qualquer y = f(x), com um determinado gráfico dado. Investiguemos o 
16 ocorre quando a função é modificada para a forma: 


y-a= ffx) 


о é o mesmo que fazer y = f(x) + a. Portanto, para cada valor de y, somamos a. No gráfico 
* É este novo parâmetro a tem como efeito, subir a curva de a unidades. 


y 


=f(x) 





Po X $ 


tta 
boi, dado o gráfico de y = f(x), para obter o gráfico de y - a = f(x) (considerando a 
0), ou y * fo) а Байа mover o gráfico original para cima, de a unidades. 
a] 
216 “пеле, Para obter o gráfico de y + a = f(x), о mesmo que y = f(x) — a, basta mover o 
mentar Para baixo, de a unidades. Sendo assim, a troca de y por y - a provoca uma 


à 9 gráfico, para cima ou para baixo. 
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Consideremos agora, ao invés da troca de y por y - a, a troca de x por x - b, Da mesma forma 
como a troca de y por y - a provoca uma movimentação do gráfico de forma paralela ao eixo 
y, a troca de x por x - b provocará uma movimentação do todo o gráfico, mantendo sua 
forma, de forma paralela ao eixo x. 


y 


y=f(x) 





X X 


O fato da troca de x por x - b provocar uma translação do gráfico para a direita (no caso de b 
positivo) ë claramente justificável. Um determinado x, para resultar no mesmo valor de y, 
precisa ser b unidades maior, fazendo com que o gráfico seja movido para a direita. 


Esses resultados seráo importantes quando abordarmos no capítulo 20, o estudo do gráfico da 
parábola, entretanto tem outras inúmeras aplicações. 


Exemplo: Qual função tem gráfico como o da figura? 


(A) y=Vx+2 
(B) y=x-2 
(С) y= Jx 
(D) y =Vx-2 





Solução: 
Conhecer gráficos de funções e o que ocorre com as transformações aqui apresentadas é 
importante para ganhar tempo na resolução de questões. 


Não há nada de errado em consultar as opções e verificar que o gráfico está relacionado com à 
função y = Jx . Este gráfico é uma parábola “cortada pela metade”, pois isso é o mesmo que 
x = y?, sendo x20 e y20. Realmente, o gráfico apresentado sugere uma parábola cortada 20 
meio, porém y = 4х passa pela origem, como na figura abaixo: 


— A 
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( a ões 
| 

O gráfico dado no enunciado é similar ao | 
gráfico de у= Jx da figura ao lado, exceto | 
que está deslocado de duas unidades para a | 
direita. Como sabemos, esse tipo de | 
deslocamento é obtido quando trocamos x 
por x — 2 na fórmula da função. 


Sendo assim, o gráfico do enunciado é 


у=үх-2 


Resposta: (D) 





Funcáo par e funcáo impar 


a funcáo é classificada como par, quando o troca 
. Por exemplo, f(x) = x2 é uma funcáo par. 


Um do valor de x por -x não altera O seu 
valor, ou seja, f(x) = f(-x) 
quando o troca do sinal de x provoca a 


classificada como ímpar, 
f(x) = x? é uma função impar. 


Analogamente, uma função é 
‚ Por exemplo, 


troca do sinal de f(x), ou seja, f(-x) = A(x) 
гараг. А função par tem uma 


mplos de função par € função í 
ricos de x resultam em valores 


já que f(x) = f(-x). Valores simé 
(x, y) e (x: y) pertencem ao 


A figura abaixo mostra exe 
simetria em relagáo ao eixo y, 
iguais de y, portanto os pontos 


gráfico. 





f(-a) = - fla) 





origem, € sempre teremos o gráfico da 
do sinal de x provoc? a troca do sinal de 


ы ; ao à 
~ função ímpar, existe uma simetria em relação 
bém pertence a0 gráfico. 


função passando pela origem (£(0) = 0). Como à m 
à to postando pela c ao rá, [96 77 — 
: lo, f(x) = X 
N | ar ou impar. Por exemplo, 
Ote que nem toda função pode ser clasica bi pode ser decomposa d 
qua QU, | „2+ 3x + 5, tempos р(х) = x^ + 5 (P 


ar. No caso e f(x) 


uma função par Р(х) е 
Teorema: Qualquer função f(x) pode ser decomposta como a soma de 
um a | 

à função ímpar 1(x). | 
m 


18 
) 


* 
3 


Scanned by CamScanner 


| 
| 
| 
| 


En 


628 _____ О ALGEBRISTA 


Dem 1 
Seja f(x) = P(x) + I(x), onde P(x) é par e Цх) é impar. Calculemos então f(-x): 





f(x) = P(x) + I(x) 
Ц-х) = P(=x) + Ц-х). 


Como P(x) é par, P(-x) = P(x), e como I(x) ë impar, Ц-х) = -I(x). Ficamos com: 


f(x) = P(x) + I(x) 
f(-x) = P(x) -Цх) 


Somando as duas equações e dividindo por 2, ficamos сот Р(х) = (f(x) + f(-x))/2 
Subtraindo as equações e dividindo por 2, ficamos com I(x) = (f(x) -f(-x))/2 


Exemplo: Decompor a função f(x) = x! + 3x3 - 2x? + 4x + 5 na soma de uma função par e 
uma função ímpar. 


Nesse caso nem é preciso usar a fórmula que acabamos de demonstrar. [rata-se de um 
polinômio, e a componente par é formada pelas potências pares, e a componente impar e 
formada pelas potências impares: 


P(x) = x! - 2x? + 5; 
I(x) = 3x? + 4x 


Exemplo: Decompor a funcáo f(x) = 2* na soma de uma função par e uma função impar. 
De acordo com a fórmula demonstrada: 


2^ 27^ 2” = 2 r 
P(x) == == == 





Еипсао identidade 


Esta ë uma das funções mais simples existentes na matemática. А função identidade associa a 
cada valor x do domínio, o próprio х, ou seja, f(x) = x. Por exemplo, f(0) “0, f(2) = 2, ЦЭ) = 5. 
f(-3) = -3, etc. 


X 
+ 


f(x) = x 





A funcáo identidade tem pouca aplicaçáo prática, sua finalidade ë servir como base para 


conceitos mais avançados sobre funções, como por exemplo, a finção inversa. À função 


— ш 
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па operação de composição de 


Função inversa 





al ЫН ), é aquela que, quando existe, realiza uma | 
operação que retorna o valor original quando é feita uma composicáo de funçóes. Por f 


fx) = 2x, Fx) = x/2 (R em R) ( 


calcular a metade é o inverso de calcular o dobro) 


() x5 Рх) = ух (R, em R.) ( 


calcular a raiz quadrada é o inverso de calcular o quadrado) 


ção alguma com o “inverso multiplicativo”, que é 
uma operação aritmética. 


Exemplo: Dada f(x) = 5x + 3, de Rem R, encontre f-!(x). 


À forma mais fácil de encontrar 


algebricamente a fórmula da função inversa de uma função 
dada, é trocar os valores de x e y, 


e calcular y em função de x. No nosso caso: 
[х) =у= 5х + 3 

Trocando х com у: х= бу + 3 

Agora calculando y: 

у= (x - 3)/5 

Exemplo: Dada f(x) = x? - 4x + 3, calcule f-!(x) 


Tocando x com y: 


-48,16-4(3- 
ЕРЕ e 


“ЧМ temos um problema. A “função inversa” não é na verdade uma função, pois valores 
* X estão associados a valores diferentes de y, como mostra a figura abaixo. 


Г.()-2441-х 





f(x) =x2-4x+3 





X 


X 


Oc 
Que 2 Porque a função f(x) não é bijetiva. Para que uma função admita inversa, é preciso 
8 х esteja associado a um único y (para ser função) e cada y corresponda a um único 


i 
b | | 
йл 
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x. À funcáo original pode ter inversa, desde que seja ajustado o seu domínio e seu 
contradomínio. Nesse caso, a funcáo deve ser restrita a um intervalo, como: 


Domínio: [1, оо) 
Contradomínio: [-1, оо) 


Estaríamos assim tomando apenas a metade direita da parábola, que nesse trecho é uma 
funcáo bijetiva. A inversa seria no caso, a parte superior da parábola na parte direita da figura. 
Uma outra funcáo, e a respectiva inversa, é obtida quando consideramos o domínio (—oo, 1), 
estaremos assim tomado uma função cujo gráfico é a outra metade da parábola original. 


Portanto, a função original deste problema não admite inversa, pois não é bijetiva, mas as duas 
metades da parábola, tomadas individualmente, são duas funções que admitem inversas: 


24 l+x € 2=Jl+x 


Exercícios de revisão 





ЕЗ) (*) Encontre g(f(1)), dados f(x) = — e g(x) = 12x 
X 


25 
()6 (B3 (С)-2- (0) (NR 
15 2 
EA) (*) Qual equação abaixo representa uma reta que passa pelos pontos (-m, n) e (0, q) ? 


(А) ys —— xq (B) uy (C) p= Dra 
q) 














E5) (*) F(x) ë uma funçao real de variável real que tem a propriedade f(a + b) = f(a).f(b), para 
quaisquer números reais a e b. Se f(5) = 8, determine f(-10). 


(А) 16 (B)-64 (C)18 (D)-1/16 (E) 1/64 





E6) Dado que | : 2) = v , calcule f(2). 


(А) 5/8 (B)47 (С)0 (0) 23 (E) Y2 

E7) A função f(n) definida sobre os números naturais positivos, por f(n + 1) = (f(n) - 3)2, e € 
dado que f(1) = 7. Calcule f(4). 

(А)-12 (B)-74 (C)-2 (D)-»4 (8) -7/2 

E8) A fórmula f(x) = 9x/5 + 32 converte temperaturas de graus Celsius para Fahrenheit, € 2 


fórmula g(x) = 5(x - 32)/9 converte graus de Fahrenheit para graus Celsius. Em qual 
temperatura as duas escalas coincidem? 


(А) 0° (B)32º (C)-40º (D)-32º (E) –1° 


— s 
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(*) Supo: сао de R em К, tal 
po) eros reais x € y. Qual das seguintes afirmativas é y — / ш F(x).F(y), para quaisquer 


erdadeira? 
py Et) Р + 0) ED = F1) 
(C) ai (D) F(1) =0 
E) | 


po (9) Sea fi) = nfa + 1) 


; Onde n é um número nat | 
,9=fla)ea=b+2 ? natural. Encontre um par (a, b 


) tal que 2.£(b) | 
ЕП) Se F(x) = 3x2 + 2x + 1, então F(x2 — 1) vale: 


Е12) Use as tabelas abaixo para encontrar f(g(2)): 


X 1 2 3 4 
wB ^ Ë hn 


у) B и | 
(j1 (B2 (COS (D)4 (б 


E13) (*) Dado um número real x, a função maior inteiro |х | (também chamada piso de x ou 
característica de x), associa a x o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, [3,2 |= 3e 
|-45|- —5. Qual das seguintes afirmações é verdadeira para todo real x? 

P: |4x | = 4| х | Q: |x + 2 | = х |+ 2 R: |х + y |> Lx |+ у | 

Sbeyl-le]eb] — Т(э|-4х 


(А) São todas verdadeiras (В) Р, О, К,5 (С) SeQ (D)ReQ (ЮР,О,К 
E14) (*) Se a > b > 0, então a2b? é maior que: 
(A)a (B)abba (С) а (D)bb (Е) МКА 
El5) EPCAR 98 - Considere-se as afirmações sobre as funções definidas de К em К: 
L f(x) = |2x| — 1 é uma função par 
H. A função g(x) representada pelo gráfico g(x) 
aixo é impar. 
UL h(x) = sen(x) é impar Vx € R 


IV. 


ю função v(x) = x3 — 3x + 1 é uma função 


ao a AAN : 


Associando V ou F a cada afirmação, conforme seja verdadeira ou falsa, tem-se, 


'éSDectivarmente. 
A VIVE (B)FFVV (c)vvVF (0) УУУУ 





|: 
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2 
E16) (*) EPCAR 2007 - Uma função f é definida como f(n+1)= fura, Sendo f(1) = 5, o 


valor de f(101) é 
(А) 45 (В) 50 (C)55 (D) 65 


E17) CMB 2008 - Seja a função f: КӘ К definida por 
{ -2х +1, se х50 

f(x) = | x * 1, se x20 

A soma f(0) + f(1) + f(-1/2) é igual a: 

(1 (B2 (OS (D)4 (B)5 


E18) CMM 2010 - Se f(x) = 7x + 1, então / (12) — / 9 é igual a: 
3 


(^)-1 (B3 (O5 (D)7 (EO 


E19) EPCAR 2002 - Considere o gráfico ao lado, sabendo-se que: 
I ë dado por f(x) = ax? 

II é dado por g(x) = bx? 

III ë dado por h(x) = cx? 

Com base nisso, tem-se necessariamente que: 


(А)а<Ъ <с (Bja>bc (C)a>b>c (Djab<c 





E20) EFOMM 2003 
х-1 i x—2 


4Ух-3145-х 
(A) [3,00) (B)]3,00) (С)13,5| (0) (=00,5[ (Е) ]5,00) 


Determine o domínio da fungáo: f(x) - 


CONTINUA NO VOLUME 2: 70 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


E1) (C) Е2) (-00,1] ЕЗ) (A) E4) (C) E5) (E) 

E6) (E) E7) (B) E8) (C) E9) (C) El0)a=6eb=4 
E11) 3x* - 4x? + 2 E12) (B) E13) (D) E14) (B) 

E15) (C) 


OBS: Da trigonometria, sabemos que SENO tem simetria em relação à origem, então é um? 
função ímpar, e COSSENO tem simetria em relação ao eixo y, então é uma função par. 


E16) (A) E17) (E) El8) (D) E19) (A) E20) (C) 


— 
Scanned by CamScanner 


Pao 19 - Funções зз 
resoluções selecionadas 


яз) Encontre g(f(1)), dados f(x)= = е g(x) = 12x 


в ®з (1) MË (ENRA 





Solugáo: 


=й ча 
410) йул 


Resposta: (А) 


= 6 


F4) (*) Qual equaçao abaixo representa uma reta que passa pelos pontos (-m, n) e (0, q) ? 














(A) y= sP yak, (B) y= TEPA (C) yy 
(D) y m.s, (E) y = 10 44 


Solucáo: 

Ë preciso encontrar entre as opções, aquela satisfeita pelos pontos (x, y) iguais a (-m, n) e (0, 
q. Todas as cinco opções acima passam por (0, q), pois fazendo x = 0, encontramos y = q. 
Devemos determinar qual delas atende à primeira condição, ou seja, fazendo x = -m devemos 
encontrar y = n. É fácil fazer x = —m nas opções (C), (D) e (E): 

C)y=n-q+q 3 y=n 

(D):y=q-n+q Y y=2-n 

(E): y =0-n+q+q Э y =2q-n 

Vemos que a opção (C) é a única que passa por (-m, n), pois é satisfeita por (-m, n). 


Resposta; (C) 


E) F(x) é uma funcáo real de variável real que tem a propriedade f(a + b) = f(a).f(b), para 
quaisquer números reais a e b. Se f(5) = 8, determine f(-10). 
A) -16 (B)-64 (C)1/8 (D)-1/16 (E) 1/64 
Solução: 
o a propriedade dada para calcular f(10): 
l. (5 + 5) = £(5).£(5) = 8.8 = 64 
I. mostraremos que f(0) vale 1: 
Co “(k +0) = £(k).£(0) > f(k) = f(k).f(0) Э 1(0) = 1. 
i (0-160-10- 10, temos: 
| ) к (10).€(-10) 
(10).£(-10) = 64.4-10) > f(-10) = 1/64 
*Sposta. (E) 


a Suponha que F é uma função de R em К, tal que F(x + y) = Fíx)-F(y), para qualsquer 
“ТОВ reais x e y. Qual das seguintes afirmativas é verdadeira? 


(A) к : 
Q 600) = F(x) + F (B) F(1) = F(-1) 
i P) = 1 » (D) F(1) = 0 


k 
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Solucáo: 


Usemos a propriedade F(x + y) = F(x).F(y) para calcular o valor de F(0). 

F(0) = F(0 + 0) = F(0).F(0), já que a propriedade vale para quaisquer x € y reais. 

Chamando F(0) de k, ficamos com: 

k-k?23 k?-k=0 Dk=00uk=1 

Ocorre que a função é de R em К,, portanto F(0) não pode ser zero, então concluímos que 
F(0) = 1 


Resposta: (C) 


E10) Seja f(n) = n(n + 1), onde n é um número natural. Encontre um par (a, b) tal que 2.f(b) + 
2=f(a) еа=0 +2. 

Solução: 

A função f, de acordo com o enunciado, tem como domínio o conjunto dos números naturais, 
então como o problema envolve f(b) e f(a), os números a e b são necessariamente números 
naturais. O problema apresentou ainda uma fórmula para calcular o valor da função para 
qualquer natural n, que é n(n + 1). Então f(a) = a(a + 1) e f(b) = b(b + 1). 

As condições dadas pelo problema para encontrar a e b são: 

2b(b+1) + 2 = a(a + 1) (I) 

a=b+2 (ID 

Nada mais é que um sistema de 2 equações com 2 incógnitas. Usamos o valor de a em função 
de b dado na equação (П) e substituímos na equação (1): 

2b(b + 1) +2= (b + 2b + 3) 

2b? + 2b +2 = b? + 5b + 6 

b?-3b-4=0 

b=-loub=4 

Como a funcáo tem como dominio o conjunto dos números naturais, b náo pode ser -1. A 


única solução é b = 4, o que resulta em a = 6. 
De fato, os valores a = 6 e b = 4 atendem às duas condições 


a=b+2e 
2.f(4) + 2 = (б), ou seja, 2.4.5 + 2 = 6.7 


Resposta: a = Geb=4 


E13) Dado um número real x, a função maior inteiro |x] (também chamada piso de x ou 
característica de x), associa a x o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, |3,2 |= 3 e 
|—4,5 |=—5. Qual das seguintes afirmações é verdadeira para todo real x? 

P:| 4x |= 4l x | О|х-21-|х|»2 Rx y ]2[x «Ly | 

яу Јенә] T [x] 

(А) São todas verdadeiras (B) P, Q,R,S (С)5еО (0)КеО (ЕР, О, К 


Solução: 
A função característica é um assunto mais explorado no ensino superior, mas pode aparecer 
em concursos baseados no ensino fundamental dessa forma: uma definição seguida de 


perguntas. 
De acordo com a definição, ficam claros alguns resultados adicionais como: 


[4]=4, |41]=4, [-5]2 5. |-51]=-6, [1]=1, L0,5]=0, [0]=0, |-03 |- -1 


Passemos a analisar as afirmativas do problema: 
P: 14 x | = 4| x |, é FALSA, basta checar o contraexemplo: 14 х 1.9 | - |7,6 | =] + 41,9 | 
О; |х +2 |= | x |+ 2 , verdadeira, a característica segue a lógica da “parte inteira”. 


Scanned by CamScanner 






x capítulo 19 - Funções 
Р |х] PAL Verdadeira, a parte inteira de uma soma é no máximo igual - x 
igual à soma das 


2 dos dois val É 
inteiras dos ois valores. E o que ocorre po 
partes E f por exemplo com x = y = 1,9 | 
náo vale para quaisquer reais x e y pelo próprio кн к ba ийн : 21+1 | 
mx=y= | 


ç FALSA, 


19. basta verificar com um c E 

ren são: Q e R. opção o” х-55|-555|--68-45| 
Resposta: (D) 

gt) Se a > b > 0, entao aabb é maior que: 

pa (Bath (Cas (D) (B МКА 


Solução: | 
cáo usará propriedades da funcáo exponencial de base maior que 1. Esta tipo de 


Esta solu 
função tem O gráfico indicado abaixo. 


⁄ 





0 
Х(х)эй. 158 <l 





1(х)аа” а»! 


аз na figura acima, base>1 


base entre 0 e 1. É de nosso interesse no 


= 9Х. Qualquer que seja a base, O gráfico da 


Duas situações são mostrad 
da base é a inclinação da 


momento, o primeiro caso. 
função exponencial tem esse me 


Por exemplo, f(x) 
smo aspecto, o que muda em função 


curva, que pode ser mais acentuada quando usamos um valor maior para à base. 

Seja qual for a base, maior que 1, toda função exponencial tem f(0) = 1, já que qualquer 
número diferente de zero, ao Ser elevado à potência zero, dá resultado igual a 1. Além disso a 
x > 0. Para não confundir com OS 


função é sempre crescente, O 1 para qualquer 


I u seja, f(x) > 
números a e b do problema, € ase de k, maior que 1. 


hamemos a b 
desde que x >Ü e k > 1 

Usaremos este resultado da função exponencial para resolver O problema. Como foi dado que 
а> b, e ambos positivos, então 2 ” b é positivo € а é mai e 1. M raise e 9 
"sultado da função exponencial para os valores part dek-abex^* 7 elas 
Condições do problema, teremos k > 1 e x > 0. Entáo podemo 


К> 1 para quaisquer valores de k e x, 


1 20. 

p > 1, já que a expressão kx > 1 vale para qualquer k>1 e para qualquer x 

: š 4 b° ayb bpa 
Qj Da да >к? amp? > ab 


Resposta: (B) 
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5f in) 2 
E16) EPCAR 2007 - Uma função f é definida como f(n+1)= fra, Sendo f(1) = 5,0 


valor de f(101) é 

(A) 45 (В) 50 (C)55 (D)65 

Solução: 

Simplificando o denominador temos: 

f(n + 1) = f(n) + 2/5 

Ou seja, o valor de f para um inteiro é igual ao valor anterior somado com 2/5. Se partimos de 
f(1) e vamos até f(101), aplicamos a fórmula 100 vezes, ou sejam vamos somar 2/5 100 vezes: 
f(101) = f(1) + 100.2/5 

f(101) = 5 + 40 = 45 

Resposta: (A) 


«sá 
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Capítulo 20 





Trinómio do segundo grau 





o último topico 

podemos considerar o trinómio do 2° grau como o último tópico da álgebra do ensino 
fundamental (o capítulo 21, polinómios, ë abordado tanto no ensino fundamental como no 
ensino médio). O estudo do trinómio do 2º grau envolve vários conceitos, como fatoração, 
equações do 2º grau, gráficos e funções. São muito comuns as questões de trinômio do 2º grau 
em concursos, por isso optamos em apresentar o assunto em capítulos diversos, e agora temos 
este capítulo para consolidar esses conhecimentos. 


Na verdade você já aprendeu tudo o que precisa saber para resolver Os problemas deste 
capítulo. Vamos apenas realizar uma revisão e partir para os exercicios € questões de 


Concursos. 


Trinômio do 2º grau 

Um trinômio é uma expressão algébric 
2º grau quando seu maior expoente é 
variável (usualmente, x), nesse caso à forma geral é: 


a racional inteira com três termos. O trinômio é dito do 
9. Estamos interessados em trinômios com uma unica 


ах? + bx + с 


Funçšo quadrática ои polinomial do 2° grau 
: P о š 
Uma função quadrática f(x) é aquela cuja formula ë um trinómio do 2* grau, como: 


ЇХ) = ах? + bx + c 
Muitas vezes é chamada de função do 2º grau, mas à nomenclatura correta é função 
Polinomia] do 29 grau. 


“quacáo do 22 grau é aquela cuja ex 


bro 


. ^ . o : 
4 ° um trinómio do 2° grau, como: 
pressáo no 1 membro é 


; ; is valores de х апшат o 
esse âmbito, estamos interessados apenas em identificar quais 


“Mio, o que já estudamos no capítulo 13. 
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Gráfico da funcáo quadrática 


Toda função de R em R pode ser representada por um gráfico no plano cartesiano. O gráfico 
de uma função quadrática tem forma de uma parábola. Nesse capítulo abordaremos detalhes a 
respeito desse gráfico. 


O gráfico 


É importante conhecer os detalhes do gráfico da fungáo quadrática, f(x) = ax2 + bx + c. O 
formato será sempre o de uma parábola. 


VP id: es e AS kish ón E pea A concavidade poderá ser voltada para cima 
| | : | | ou voltada para baixo, dependendo do sinal 
do coeficiente de x^ (a>0, para cima; a<0, 
para baixo). А curva cortará o eixo x em 
dois pontos diferentes, quando о 
discriminante for positivo (A50). Quando 
A=0, a parábola tangencia o eixo x, (corta em 
um único ponto), e quando Д<0, a curva nào 
cortará o eixo x. Já o eixo y é sempre 
interceptado no ponto y = c, o termo 
independente (sem x) do trinómio. 





O valor do trinómio, para x compreendido entre as raízes, terá o sinal contrário ao do 
coeficiente a. Na parábola acima, o valor da função é negativo para x compreendido entre 2 e 
3, as raízes. 


Um problema muito comum é determinar a equação da parábola, dados trés pontos 
conhecidos. Isto pode ser feito de várias formas. 


Exemplo: Determinar a equação de uma parábola que corta o eixo y para y=6, e corta o eixo 
x em x=2 e x-3. 


Uma solucáo é substituir os trés pontos conhecidos na equacao da parábola, ficando com um 
sistema de 3 equações e 3 incógnitas (a, b e c): 


y = ax? + bx + c 

(0, 6) Y a.0? +b.0+c=6 > c=6 

(2, 0) Y a.22 +b.2 + c = 0 

(3, 0) Y a.32 +b.3 + c = 0 

Subtraindo a terceira menos a segunda, ficamos com: 
5a +b = 0 

b = -5a 

Substituindo na segunda equação: 


4a + 2(-5a) + 6 = 0 
a=lib=-5,c=6 
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to a equação da parábol B 
portan q P A Eyed г 639 


outra solução é usar a fórmula fatorada da parábol 
a: 


J 


= a(x — X1)(X — х2) | 

| 
: š | 
onde x1 € X2 são as raízes. Para descobrir o valor de a, basta fazer x = 0 | 


f(0) 
No nosso caso temos: 


6 = a.(-2)(53) 
451 
Logo y = 1(x-2)(x - 3) = x - 5x +6 


0 vértice da parábola 


O vértice da parábola ë o seu ponto de valor mínimo 
а‹0). As coordenadas x e y no vértice assume 
conhecidos. Supondo que a parábola é da forma 


(no caso de a>0) ou máximo (no caso de 
m valores importantes que devem ser 
y = ax? + bx + c, o vértice tem como 


coordenadas: 
Xy 20 e уус -А 
24 4a 


Inúmeras questóes aparecem em provas e concursos envolvendo o vértice da parábola. Vamos 
inicialmente deduzir a fórmula das coordenadas acima. 


Considere o gráfico da parábola y = ax? + bx + c. Esta fórmula pode ser escrita como: 
y = ax? + bx + c = a(x? + bx/a + c/a) 


À expressão x? + (b/a)x lembra um quadrado perfeito, o quadrado ын Ë + b/(2a)]. Falta apenas 
adicionar (e subtrair, para nào alterar a expressão), o termo [b/(2a)]". Ficamos então com: 


y = a [x + bxja + [b/(2a)]? - [b/(2a)]” + c/a ) 
o que fizemos foi colocar a em evidéncia e dentro das chaves, 


Note z š 
ue até o momento só 1 | 
ta forma podemos escrever a Expressão como: 


Somar e subtrair [b/(2a)]*. Des 


b b’ 
y=alx+—] -a— +c 
24! “4 Ё 


2 
а 4а ído de um 
de de x, subtraído de 
2 rmo que depen 
Notamos então que a expressão para y é igual A) s é o valor de y quando X valer 
ou s e 


FN EM que vale (b? - 4ac)/(4a), 

aler 
rre quando X V 

a)? assume, é zero, que ocorre q 


О valor absoluto mínimo que o termo (x T b/2 


Scanned by CamScanner 


Eo | 
640 O ALGEBRISTA 


-b/(2a). Quanto a é positivo, valores diferentes de x resultaráo em um valor maior para y, ou 
seja, a parábola assumirá um valor mínimo. Quando a«0, valores diferentes para x resultarão 
em um valor menor para y, portanto neste ponto a parábola terá um ponto de máximo. Neste 
valor do vértice, que será um máximo ou um mínimo (máximo se a<0 e mínimo se a>0), o 
valor de y correspondente, será -A/(4a). Isto prova que as coordenadas do vértice da parábola 
sao: 


Xy = Zb e y, = -А 
2а 4а 
Ехегсісіоѕ 
El) Encontre o vértice de cada parábola 
a) X? — 5x + 12 0х2-х41 k)x*-5 
р) x? + 8x + 15 g) X? -3x +4 i) x2 + 3x 
с) x? + 14x + 45 h) x? -x - 10 m) х2 + 18 
d) x? + 5x — 24 i) x2 - 2x * 3 n)x?-2x - 5 
e) x2 + 10x — 20 )x2-x-3 о) х2+х+1 


E2) Indique em que intervalo as parábolas abaixo representam funçóes crescentes. 


а) х2 – 8x + 15 f) 3x2 + 7x + 8 К) x? + 6x +3 
b) x? + 4x-2 g) x° - 10x + 100 i) x* + 5x + 6 
с) -x? — бх + 10 h)x? + 14x +2 m) x? * 8x * 13 
d) x? — 13x + 18 i) 2 + 4x + 1 n)X2-x+5 
e)2x2+x—1 |) (x- 3)2 + 5 0) 5 — x2 


A concavidade 

A concavidade de uma parábola está voltada para cima quando a>0, e voltada para baixo 
quando а<0, ou seja, isto dependerá apenas do sinal do coeficiente do termo em x2. Isto é fácil 
de entender quando tomamos a equacáo na forma apresentada no item anterior: 


b 


b? — 4ac 
2 

— + — — ——...... 
шаа 24! 4a 


O termo (x+b/2a)2 tem valor zero no vértice. Conforme x se afasta do vértice, seu valor cresce. 
Mas este termo aparece multiplicado por a, entáo para a positivo este termo cresce para 
valores de x conforme se afastam do vértice, o que resulta em uma concavidade voltada para 
cima. 


(820) 


Inversamente, quando a é negativo, este termo apresentará um valor total negativo, que 59 
tornará mais negativo conforme x se afasta do vértice, então resultará numa concavidade para 
baixo. 
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(a<0) 


mbramos do capítulo 13 que quando A>0, o trinómio tem duas raízes reais e diferentes, 

to seu gráfico corta o eixo x em dois pontos distintos. Já quando A<0, o trinómio (e a 
ação correspondente) não possui raízes reais, portanto não cortará o eixo x. Ainda assim, 
sses casos, as coordenadas do vértice terão sempre a mesma forma: 


aixo ilustra todos esses casos. 


A figura ab 


A «0 


a>0 








2a 4a ara baixo 
da para cima OU P 
ЕЗ) Indi o se a concavidade v "T Ms : А - (3х2 - 5x + 2) 
que em cada cas p (x+ 2)? — (2X +3) i) (x? — 3x 
a) 5x? - 4x + 2 g 10- (e 26-9 m1-x-*X мэн 
: ES + ын 9 h) 5(x + 3)(x + 4) n 100 + go | 
dcr jAk- N- o) 4-9 
X 5) 


e)1-x-x2 уе” 
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Cortando os eixos 


Esboçar o gráfico do trinómio do segundo grau é um tópico importante. Uma das providëncias 
ë identificar os pontos nos quais o gráfico corta os eixos x € y. 


Interseção com o eixo x: 

Basta identificar as raízes do trinómio. Para qualquer função y = f(x), não só para trinômios do 
2º grau, as interseções com o eixo x são determinadas fazendo y = 0, ou seja, f(x) = 0. 

No caso de um trinômio do 2º grau, resolvemos a equação do 2º grau correspondente, o que 
resulta nas suas raízes, que são os valores de x nos quais o eixo x é cortado pelo gráfico. 


Sendo assim, dado o trinômio do 2º grau y = ax? + bx + c, resolvemos a equação do 2º grau 
ax? + bx + c. Se a equação tiver duas raizes reais (A>0), хү e xo, estes serão os valores de x 
para os quais o eixo x é cortado pelo gráfico. 


Lembramos ainda que podemos ter Д=0 (duas raízes iguais, ou seja, o gráfico tangencia o eixo 
x), e ainda A<0 (raízes imaginárias, ou seja, o gráfico não corta o eixo x). 


Interseção com o eixo y: 

Para identificar o valor de y para o qual o eixo y é cortado pelo gráfico, basta fazer x = 0. 
Levando em conta que y = ax2 + bx + c, fazendo x=0 encontramos y = c, ou seja, o gráfico do 
trinômio do 2º grau corta o eixo y no ponto y = c. 


E4) Indique os pontos onde as parábolas abaixo cortam o eixo y e o eixo x 


a)y =x? + 5x *6 у= (1-х) к)у=2-х+2 
b) y = x? 10x + 80 g) у = x? 5х )у= 2х2 9x +7 
c) y = х2 + 5x-6 h) y =x?-9 m) y = x - 8x + 15 
d)y=x2-x-2 )у= 5(х– 1)(x - 2) п) у = 5(x- 1)? 
e) y =x2+6x +9 j) y = x2 0) y 2x2 - 100 


— cai 


Scanned by CamScanner 


na 





á capitu! o 20 - Trinómio do segundo grau 643 
ma e produto das raízes 


Soma das raies: —b/a 


Produto das raízes: c/a 


2a), é exatamente a coordenada x do vértice. 


raízes (-b/(2a), que também pode ser calculado diretamente como -A/(4a). 


EJ) indique O ~ máximo ou mínimo e para qual valor de x ocorre este máximo/mínimo 
a) y= X“ + 4x + 


fyz-2X? + 4x « 9 


k) y =x? + 2x + 10 
b) y = X2- 3x + 4 9) y = 3x2- 5x +7 i) y=(x-3} +4 
с)у= х2 + 2х + 3 h) y = 1- 2х – 3x2 m) y = -5(x - 2)? + 10 
d) y =x? -5x + 12 i) y = 6x? -4x -9 n) y = 1 +x- 5х2 
e) y =x? + 3x + 3 у= 1-2x- 4x2 


0) y = х2 + 4x 
Exercícios de revisão 
ЁО) Em qual intervalo a função f(x) = (x - 5)? 


é crescente”? 


E7) Encontre o vértice da parábola y = x? + 4x +9 


E8) Dado o gráfico da parábola abaixo, qual das opções descreve a localização do ponto M? 











(b, c) 
E9) р 
mp 
(А) 


. T li e 
ic à função y = ax? + bx + c, qual das seguintes condições, caso se aplique, sempr 
“Ч 


Че o gráfico da funcáo intercepta o eixo x? 
0 e bo (В) a20e b>0 (C)a<0ec>0 (D)a<0ec<0 
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El0) A área A de um terreno retangular no qual um lado vale x metros pode ser encontrada 
pela equação A(x) = —x2 + 38.8 x. Considerando o mundo real, quais valores o lado x deste 
retángulo poderá ter? 


(A) х> От (B)0<x<194m (C)x<194m (D)0<x<388m (Е) х < 38,8 т 


Е11) Seja f(x) = 2x? – 12x + k. Qual é o valor de & para que o vértice esteja sobre o eixo x? 
(А) 18 (В) -3 (C)-9 (D)3 (E) Não pode ser determinado 


E12) (*) Encontre a equação da parábola que passa por (-2, 0), (-4, -9) e (0, 5). 
(A) f(x) =— + 3x + 5 (В) х) -x?-3x-10 (С) f(x) = (12)? + (32)x + 5 
(D) f(x) = (-1/2)x2 + (3/2)x + 5 (E) f(x) = 2x? -6x -10 


E13) (*) Uma pizzaria vende uma pizza por R$ 30,00 e está estruturada para vender 40 pizzas 
por dia. Para cada redução de R$ 0,50 no preço da pizza, exatamente 1 venda adicional é 
realizada. Encontre a fórmula que relaciona o número de pizzas vendidas com o número de 
reduções de R$ 0,50 no preço e dê o número de reduções de R$ 0,50 que resulta no maior 
valor vendido. 


(4)8 (B5 (C! (D)IO (E) 14 


E14) (*) Uma parábola da forma y = ax? + bx + c intercepta o eixo x nos pontos -4 e -2, e a 
ordenada do seu vértice é 6. Determine o valor da ordenada do ponto onde a parábola 
intercepta o eixo y. 


(A)4 (В) 13/3 (С) 14/3 (D)-48 (E) 16/8 
E15) Para qual valor de x a função f(x) = (x - 1)(x + 1) - 3 tem um mínimo? 


E16) Em quantos pontos o gráfico de y = (x^ — 5x + 9)(x? - 6x + 9)(x2 – 7x + 9) intercepta o 
eixo x? 


E17) Seja p(x) = ax? + bx + c, para coeficientes a, b e c reais. Se p(1) = 1, p(2) = 2 e p(3) = 4, 
qual é o valor de р(5)? 


x+3 , 


E18) Qual é o domínio da função — — —— : 
di x! +2x+5 


E19) (*) Uma função quadrática tem vértice no ponto (-2, 5). Se o ponto (1, 4) pertence ao seu 
gráfico, qual é a equação desta função? 

(A) y = (И8)к-22+5 (B)y= CI e2? «5 (O y - (Ux * 3j «1 
(D)y-(Bx-2**5. (B)y-Cl9x*3) «5 | 


E20) Se a parábola y 7 -2x2 + 4x + 5 é deslocada 3 unidades para baixo e 4 unidades para a 
direita, quais sáo as coordenadas do novo vértice? 


(А) (4, 6) (В) (5,4) (C)(-3,4) (D)(53) (E) (3, 5) 


E21) Qual é a equação da parábola que corta o eixo x em (3, 0) e (-3, 0) e o eixo y em (0, 9)? 


E22) (*) Qual dos números reais abaixo não pode ser o valor da expressão 2x! +3х+1, 
х? -2x-3 


(3 BIA (O-12 DA Ba 


— s 
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e x+ y = 1, qual é o maior valor possível para xy ? 


4 Calcule k para que o vértice de f(x) = 2x2 
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— 12x +k esteja sobre o eixo x. 


A 18 (B) -3 (C) -9 (D)3 (E) não pode ser determinado 


$95) Encontre todos Os valores possíveis de b de tal forma que x2 + bx + 90 possa ser fatorado 


p26) (*) Uma bola Š atirada a 19,6 metros por segundo de uma altura de 58,8 metros. A 


: = -4,9 t? + 19,6t + 58,8 representa 4l 
uação h(t) н > “presenta а altura h da bola, em metr 
segundos, depois que é jogada. Quando a bola chegará ao chão? metros, e o tempo t em 


- E 1 2 2 = 4 Р ° 
E27) Se x e y sao números reais e x^ + у“ = ], então o máximo valor de (x y)? é: 


Аз 8)! (O2 (D)32 (E) 5 


E28) Determinar o valor mínimo do radical R = 4х2-4х-5 


E29) CN 76 - O valor mínimo do trinómio y = 2x? + bx + p ocorre para x = 3. Sabendo que 
um dos valores de x que anulam esse trinómio é o dobro do outro, dar o valor de p. 


(А) 32 (В) 64 (С) 16 (D) 128 (Е) 8 

E30) (*) CN 77 

Se abcž0 еа+Ъ + с = 0, о trinómio у = ax? + bx + с: 

(А) pode ter raízes nulas (B) náo tem raízes reais (C) tem uma raiz positiva 

(D) só tem raízes negativas (E) tem as raízes simétricas 

E31) CN 78 - Para que o trinómio y = x2 — 4x + k tenha seu valor mínimo igual a —9, o maior 
valor de x que anula este trinómio é: 

А)2 (B4 (C1 (D)5 (E)3 

E32) CN 78 - Se P(x) = ax? + bx + c e P(k) é o seu valor numérico para x = k e sabendo que 
P(3) = P(-2) = 0 e que P(1) = 6, podemos afirmar que P(x) 

(A) tem valor negativo para x = 2 (B) tem valor máximo igual a 27/4 


C) tem valor máximo igual a 11/4 (D) tem valor máximo igual a 25/4 
) tem valor mínimo igual a -25/4 


2 CN 78 - A soma de todos os valores inteiros e positivos de P que fazem com que 
(A -Р-3-х2 seja negativo para qualquer valor de х é: 
7! (828 (суо (О) 14 (E) 15 
a Я 
вм 9 0: О valor de P рага que o trinómio do 2° grau px? — 4p?x + 24р tenha máximo 
| nie Mando х= К, €; 

8)-2 (суз (D) -3 (E)! 


k š 
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E35) CN 79 - O valor de y no sistema 


2x +y = 3 

3x+y=m2-4m+1 
quando x assume seu valor minimo é: 
(A) 11 (В)1 (O7 (D)15 (BS 


E36) (*) CN 80 - O trinómio do segundo grau y = (K + 1)x% + (K + 5)x + (K* — 16) apresenta 
máximo e tem uma raiz nula. Á outra raiz é: 


(A) uma dízima periódica positiva (B) uma dízima periódica negativa 
(C) decimal exata positiva (D) decimal exata negativa 
(E) inteira 


E37) (*) CN 80 - Para se decompor a fração Es na soma de duas outras frações com 
x —5x+6 
denominadores do 1º grau, a soma das constantes que aparecerão nos denominadores dará: 


(AJ3 (B-5 (O6 (0)-4 (B)5 


E38) CN 80 - Se o trinómio y = mx(x - 1) - 3x2 + 6 admite (-2) como uma de suas raízes, 
podemos afirmar que o trinómio: 

(A) tem mínimo no ponto x = -0,5 (B) pode ter valor numérico 6,1 

(C) pode ter valor numérico 10 (D) tem máximo no ponto x = 0,5 

(E) tem máximo no ponto x = 0,25 


E39) CN 81 - Relativamente ao trinómio y = x2 — bx + 5, com b constante inteira, podemos 
afirmar que ele pode: 
(A) se anular para um valor par de x 


(B) se anular para dois valores reais de x cuja soma seja 4 
(C) se anular para dois valores reais de x de sinais contrários 


(D) ter valor mínimo igual a 1 
(E) ter máximo para b=3 


E40) CN 82 - À inequação 2px2 + x + p > 0 , é satisfeita para qualquer valor real de x, se, € 


somente se. 
(A) РЕ (В) ни (С) мж 
(D) «E mp Е po? 


F41) CN 82 - O valor de m que torna mínima a soma dos quadrados das raízes da equação 
x*-mx+m-1=0,é: 


(А)-2 (B-1 (O9 (D! (E)2 


E42) CN 84 - Sendo P > 3, podemos afirmar que o trinómio y = 2x? — 6x - P : 
(A) se anula para dois valores positivos de x 

(B) se anula para valores de x de sinais contrários 

(C) se anula para dois valores negativos de x 

(D) não se anula para valores de x real 

(E) tem extremo positivo 
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3) CN 85 - O menor valor inteiro da expressão 5n? — 1955 + 15 ocorre para n igual a: 
jy (8215 (0)20 (D)25 (Е) 30 


) CN 86 - O número máximo de divisores do número natural 48.2 * *?* , XEN, é: 
(A 19 (В) 10 (C)24 (D)6 (E)18 


5) (*) CN 88- Considere as seguintes afirmacóes sobre o trinómi 
5 бола + 1988х – 1987 ялан 
Seu valor máximo é 1 
Tem duas raízes de mesmo sinal 
Os valores numéricos para x = -103 e x = 107 são iguais 
(IV) O gráfico intersecta o eixo das ordenadas em -1987 


Pode-se concluir que o número de afirmacóes verdadeiras é: 
(4 (B3 (C)2 (b)! (EO 


E46) Seja p(x) = ax? + bx + c, para coeficientes a, b e c reais. Se p(1) = 1, p(2) = 2 e p(3) = 4, 
qual é o valor de p(5)? 


E47) CN 90 - Para que o trinómio y = ax? + bx + c admita um valor máximo e tenha raízes de 
sinais contrários, deve-se ter: 


(A) a <0, c > 0 e b qualquer (B)a<0,c<0eb=0 
(C) a > 0, c < 0 e b qualquer (D)a>0,c<0eb=0 
(E) a «0, c < 0 e b qualquer 


F48) CN 90 - A divisão do polinômio Р(х) = x* + x? + 1 pelo polinómio D(x) = 2x? - 3x + 1 
apresenta quociente Q(x) e resto R(x). Assinale a afirmativa falsa: 

А) R(1) = 3 

(B) R(x) > 0 para x > 1/9 

(C) O menor valor de Q(x) ocorre para x 7 -3/4 


422 


(0) A média geométrica dos zeros de Q(x) é e 


(E) O valor mínimo de Q(x) ë 35/32 





E49) CN 93 | | 
nsidere o gráfico do trinómio y = ax2 + bx + c, onde A = b? - 4ac, e as seguintes afirmativas: 
[= -5-4А —b4 JA 
X, = — — e X, =—— 
П 2а 2а 
1 ports 
2a 
Ш. -A 
Y, = — 
[ү _ da 
y = 4; 
Quantas 


afirmativas são verdadeiras? 


(A 
9 01 (02 руз (B4 
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E50) CN 94 - O trinómio y = x? - 14x + k é uma constante real positiva, tem duas raízes 
distintas. A maior dessas raízes pode ser: 


(A)4 (B)6 (C)11 (D)14 (E)17 


E51) CN 97 - Um polinômio de 2º grau em x é divisível por (х -343 + 1) e (2x + 243 -7), O 
valor numérico mínimo do polinómio ocorre para x igual a: 


(A) 19/12 (В) 23/12 (C) 29/12 (D) 31/12 (E) 35/12 


E52) CN 98 - Considerando o gráfico abaixo referente ao trinómio do 2º grau y = ax? + bx + c, 
pode-se afirmar que: 


(A)a>0;b>0;c<0 y 
(B)a>0;b<0;c>0 
(C)a<0;b<0;c<0 
(D)a<0;b<0;c<0 
(Ea <0;b > 0; c > 0 





\ 


E53) Para qual valor de x a função f(x) = (x – 1)(х + 1) - 3 tem um mínimo? 


E54) Encontre o vértice da parábola y = x? + 4х + 9 


E55) Qual é o domínio da função — X+3 
х? +2х+5 


Е56) Para a função у = ax” + bx + с, qual das seguintes con 
implica que o gráfico da função não intercepta o eixo х? 


(A) а20е 20 (B)a20eb>0 (C)a<0ec>0 (D)a<0ec<0 (E) NRA 


dicóes, caso se aplique, sempre 


E57) Seja f(x) = 2x? – 12x + k. Qual é o valor de k para que o vértice esteja sobre o eixo x? 
(А) 18 (B)-3 (C)-9 (D)3 (Е) Não pode ser determinado 
E58) O gráfico abaixo mostra as funções y = x2 + mx + py- 


retas interceptam a parábola em pontos, de modo a serem 
comprimentos d e d*, como mostra a figura. Calcule d* - d 


ax e y = bx, com a < b. As duas 
determinados dois intervalos, de 


Scanned by CamScanner 


0) 9-5 
i +а)+ут—®) -4P -Ү(т-а) -4p 
E) Ap - 20-9) 


y tulo 20 = Trinómio do segundo grau 


CaP 


-2т 
д) 9-2 mar 
07% (т-а) -4p 





649 


coNTINUA NO VOLUME 2: 100 QUESTÓES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 


El) 


ES) 


М) 


ES) 


a) (5/2, 23/4) 

) (4, —1) 

o) C7. 4) 

d) (5/2, -121/4) 
e) (-5, -45) 


c 


a) [4, +00) 
b) 2, +оо) 
c) (—oo, —3] 
d) -13/2, +00) 
e) [-1/4, +оо) 


a) cima 
b) baixo 
c) cima 
d) cima 
e) baixo 


a) y: 6; x: —2 e —3 

b) y: 80; x: náo corta 
c) y: —6; x: 1e -6 

d) y: -2; x: —1 e 2 

e) y: 9; x: -3 


a) mínimo de y = 1 para x 5-2 
b) minimo de -7/4 para x = 3/2 
c) mínimo de 2 para x = 3/2 

d) mínimo de 23/4 para x = 5/2 
e) mínimo de 3/4 para x = -3/2 


f) (1/2, 3/4) 
g) (3/2, 7/4) 
h) (1/2, -41/4) 
i) (1, 2) 

j) (1/2, -13/4) 


f) [-7/6, +00) 
g) [5, +00) 
h) 7, +00) 
i) (— 00,2] 
j) [3, +00) 


f) baixo 
g) baixo 
h) cima 
i) baixo 
j) baixo 


у: 1; x: 1 

gy: 0; x 0 e 5 

h) y: -9. x: 3 @ — 

i) y: 10; x: 1 e 2 
py: 0; x: 0 

f) máximo de 11 para X 4 
inimo de 59/12 para X " 


i) mínimo " 
j) máximo de 5/4 para X 


k) (0, -5) 


m) (0, 18) 
n) (1, 6) 
о) (71/2, 3/4) 


k) P3, +00) 
|) [-5/2, +00) 
m) M, +00) 
n) [1/2, +00) 
o) (— оо, 0] 


k) cima 
|) baixo 
m) baixo 
n) baixo 
o) cima 


gy 233x102 

|) y: 7; x: 1, 7/2 

m) y: 16; x: 3 e 5 
n) у: 5; x: 1 

o) y: _100; x: 108 


-10 


) mínimo de 4 para X = 3 





g 
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Еб) [5, +00) Е?) (-2, 5) E8) (E) E9) (C) E10) (D) 
E11) (A) E12) (D) E13) (D) E14) (D) El5) x= 0 
E16) (3) Е17) 11 E18) R E19) (E) E20) (B) 
E21) y =9-x? E22) (B) E23) (D) E24) (A) 

E25) b> 480 ou b « —-/80 E26) t= 6 E27) (C) E28) 1 
E29) (A) E30) (C) E31) (D) E32) (D) E33) (D) 
E34) (B) E35) (D) E36) (A) E37) (A) E38) (B) 
E39) (D) E40) (D) E41) (D) E42) (B) E43) (C) 


E44) (C) — considerando divisores positivos e negativos 


F45) (A) E46) 11 EA7) (A) F48) (D) EA9) (E) 
E50) (C) E51) (A) E52) (E) E53) x - 0 E54) (-2, 5) 
E55) R E56) (E) E57) (A) E58) (C) 


Resoluções selecionadas 
E12) Encontre a equação da parábola que passa por (-2, 0), (-4, -9) e (0, 5). 


(A) f(x) = x? + 3x +5 (B) f(x) = x? -3x -10 (C) f(x) = (1/2)x? + (3/2)x 5 
(D) f(x) = (-1/2)x2 + (32)x+5 (E) f(x) = 2x? -6x -10 
Solucáo: 


Dados trés pontos quaisquer, desde que náo estejam em linha reta, seupre podemos encontrar 
uma parábola da forma y = ax? + bx + c que passe por esses trés pontos, bastando para isso 
resolver o sistema de três incógnitas (a, b e c) e três equações, dadas por yl = f(x1), y2 = f(x2) e 
y3 a f(x3). O ideal em uma prova é procurar ganhar tempo nessa resolução. 

Se a parábola passa por (0, 5) então f(0) = 5, ou seja, c = 5. Portanto só servem as opções A, С 
e D. 

O problema deu também que a parábola passa por (-2, 0), então f(-2) = 0: 

(А): f(-2) = —4 6 + 5 = 5: não serve 

(С): f(-2) = 4/2 — 3 + 5 = 4: não serve 

(D): f-2) =-2 - 3 + 5 = 0: serve 

A opção (D) é a única que atende a duas condições do problema, é a única resposta que pode 
estar certa. 

Para conferir, verifiquemos se esta função passa pelo ponto (-4, -9): 

f(-4) = (-1/2).16 + (3/2).(-4) + 5 = -8 -6 + 5 = 9: OK! 


Resposta: (D) 


E13) Uma pizzaria vende uma pizza por R$ 30,00 e está estruturada para vender 40 pizzas por 
dia. Para cada redução de R$ 0,50 no preço da pizza, exatamente 1 venda adicional é 
realizada. Encontre a fórmula que relaciona o número de pizzas vendidas com o número de 
reduções de R$ 0,50 no preço e dê o número de reduções de R$ 0,50 que resulta no maior 
valor vendido. 
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solução: am vendidas 40 pizzas por R$ 30 I 
> „Imente er P :00 cada, t 
ын = aumentar o valor recebido com as vendas otalizando vendas de R$ 1200,00. 


ada do aumento do número de unidades vendidas. ção no preço da pizza 


088: Na vida real, o objetivo náo é maximizar o valor recebido, mas sim, o valor lucrado 


QR diz que com cada redugáo de 0,50 no preco da 
0 P ade na quantidade de pizzas vendidas. 

do assim, com n reduções de 0,50, ocorrerá um a 
Com n reduções de R$ 0,50 o preço de venda de c 
de unidades vendidas será 40 + n. 

Entáo o valor recebido com as vendas será: 

(10 + n)(30 — 0,5n). 

É uma parábola que tem máximo quando n é a média aritmética das raízes: 

(40 + 60)/2 = 10 

Portanto, n = 10 (10 reduções de 0,50) resultará no máximo do valor recebido com as vendas 
(faturamento) será dado por: 

Preço de cada unidade: 30 — 0,5.10 = 25 

Quantidade vendida: 40 + 10 = 50 

Valor total recebido: 25 x 50 = R$ 1250,00 


Resposta: (D) 10 reduções 


pizza, ocorre o aumento de uma 


umento de n unidades vendidas. 
ada pizza será R$ (30 — n.0,5), e o número 


El4) Uma parábola da forma y = ax? + bx + c intercepta o eixo x nos pontos -4 е -2, e a 
ordenada do seu vértice é 6. Determine o valor da ordenada do ponto onde a parábola 
intercepta O eixo y. 

A)4 (В) 13/3 (С) 143 (D)-48 (Е) 16/3 

Solução: 

Quando são dadas as duas raízes, é melhor usar a forma fatorada da parábola, pois ficará 
faltando determinar apenas o coeficiente a: 

Y= alx x1)(x — хә) 
VE a(x + 2)(x + 4) 


o nada do vértice (valor de y) é obtida quando fazemos x igual à média aritmética das 
es (x = -3 | 


) 


Ent; 
y i ação da parábola é: ; 
Fazendo 204) = y = -6(х2 + 6x + 8) = -6x? — 36x - 48 


Re 0, resulta em y = -48, logo o ponto onde a parábola corta o eixo y € (0, -48) 
Sposta: (D) 
E19) 
Bráfico ын função quadrática tem vértice no ponto (-2, 5). Se o po 


) 


nto (1, 4) pertence ao seu 


. ° à equação desta função? 
b » з “Mes (By-CIByx «2945 (C) y = (/&(x + 2? +1 
Миы O 2845 (E) y= (0) + 2)? * 5 
Quang | : 


: a d ay = ах”, 
Tue tof é dado O vértice, a forma mais rápida é considerar uma rep ыы ui 
°ч uma translação da origem para este vértice. Se o vértice ё (Хх, y") a eq 
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(у T Уу) E a(x x ХА)” 
y-5=a(x+2)2 Esta ë a forma geral de todas as parábolas que têm vértice no ponto (-2, 5) e 
têm fórmula de segundo grau em x. Para cada valor de a, temos uma parábola diferente, que 
pode ser “mais aberta” ou “mais fechada”, e com concavidade para cima ou para baixo, de 
acordo com o valor de 1. Dado um ponto qualquer, existe um único valor de a cuja parábola 
correspondente passa por este ponto dado. No nosso exemplo, devemos determinar a para 
que a parábola passe por (1, 4): 
y -5=a(x+2)? ,com x = 1 e y = 4: 
4-5=a(1 + 2)2 Y -1 = 9а, a = -1/9. 
Então a parábola pedida é y = (-1/9)(x + 2)2 + 5 
Resposta: (E) 
: I | _ 2x*+3x+1, 

E22) Qual dos números reais abaixo náo pode ser o valor da expressáo P E 
v -2x-: 
(А) З (B4 (C)-12 (D)-1 (E)-13 
Solucáo: 
A expressáo pode ser escrita como: 

2x +3x+1 _ (x+1l2x+1)_ (Qx+1) 
x -2x-3 (х+10х-3) (x-3) 
Então a expressão dada é equivalente a (2x + 1)/(x - 3), excluindo o ponto correspondente 
para x = -1, e obviamente para x = 3, que também anula o denominador. Então o ponto 
correspondente a x = -l, que deve ser excluido da função é obtido fazendo x = -l, a 
expressão teria o valor (2.(-1) + 1)/(-1 -3) = (-1)/(-4) = 1/4. Sendo assim, 1/4 é o valor que a 
expressáo nào pode assumir, pois isto obrigaria x a ser -1, o que faria a expressáo original 
assumir o valor 0/0, que não ë permitido. Portanto o valor que a expressão nào pode assumir é 
1/4. 
Resposta: (B) 


, parta (x + 1) # 0, ou seja x 7-1. 





E26) Uma bola é atirada a 19,6 metros por segundo de uma altura de 58,8 metros. A equação 
h(t) = -4,9 t? + 19,6t + 58,8 representa a altura h da bola, em metros, e o tempo t em segundos, 
depois que é jogada. Quando a bola chegará ao chão? 

Solução: 

Este tipo de problema faz parte da cinemática, que por sua vez é uma parte da fisica. Trata-se 
de um movimento uniformemente variável (MUV), sujeito à aceleração da gravidade. 
Podemos identificar o instante em que a bola chega ao chão fazendo h = 0. Ficamos com: 

—4,9 2 + 19,6t + 58,8. Note que 19,6 = 4 x 4,9, e que 58,8 = 3 x 19,6. Simplificando: 

—4,9 t2 + 19,6t + 58,8 = 0 

t? + 4t + 12 = 0, cujas raízes são t = -2 e t = 6, Estamos considerando apenas valores de t 
positivos, entáo a soluçao é t = 6. 


Resposta: t = 6 


E30) Se abc#0 e a + b + c = 0, o trinómio y = ax? + bx + c: 


(A) pode ter raizes nulas (B) não tem raízes reais (C) tem uma raiz positiva 
(D) só tem raízes negativas (E) tem as raízes simétricas 


Solução: 

аЬс#0 significa que nem a, nem b, nem c podem ser nulos. 

1º solução: Da expressão a + b + c = 0, temos que o valor x = 1 sempre atenderá à equação, já 
que P(1) = a.l? + b.l + с = a + b + c = 0, portanto x = 1 sempre anulará o trinómio. Isto 10$ 
leva à resposta, que é (C), a equaçáo sempre terá uma raiz positiva, que é x = 1. 


p 
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Cap 


à olu cáo: Е 
2 moa+b+c=0, podemos escrever -b = a + c, e b2 = 


Co p? - 4ac = (a + с)? - 4ас = а? + c? - 2ac = (a — гу? 
A raízes de Á (a positiva e a negativa) podem ser a- ce-a- c), seja a — c positivo ou 
tivo com o sinal + estamos considerando os dois casos. Portanto a s 
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(a + c)2 = a2 + c2 + %ac. 


nega oluçáo da equação é: 
-bi(a-c) _ а-с+(а-с) 
-03(8-11- 


2а 2а 


Vemos que sempre existirá uma raiz 2a/2a = 1, o que mostra 
raiz positiva. 

uando se diz “tem uma raiz positiva”. sion: “ ; 
Note que q | : p » Significa que “tem pelo menos uma raiz 
positiva”, e ndo necessariamente "apenas uma raiz positiva”. A única opcáo correta é a (O), 
mas podemos constatar que as demais estáo erradas: 
(A): Não pode ter raízes nulas (x = 0), senão teríamos c = 0, contrariando o enunciado 
(B): Tem sim raízes reais, pois vimos que À é sempre (a — с)“, que é positivo. 
(D): Raízes negativas indicariam que c/a > 0 e b/a > 0, ou sejam a, b e c teriam que ter o 
mesmo sinal, portanto sua soma náo poderia ser zero. 
(E): Para ter raízes simétricas é preciso que b = 0, o que contraria o enunciado. 
Questão clássica que dá o que pensar... 


Resposta: (C) 


que a equação sempre terá uma 


ES6) O trinómio do segundo grau y = (K + 1)x? + (K + 5)x + (K? — 16) apresenta máximo e 
tem uma raiz nula. A outra raiz é: 


(A) uma dízima periódica positiva (B) uma dízima periódica negativa 
(C) decimal exata positiva (D) decimal exata negativa 

(E) inteira 

Solução: 


Raiz nula implica em c = 0, ou seja, o termo independente de x é nulo. 
К-16=0 9 k-4ouk- 4 

dra que o trinómio tenha máximo, o coeficiente de x? tem que ser negativo (parábola com 
concavidade voltada para baixo). Portanto k tem que ser —4, o que resulta em: 
y = -3x2 + x | = 
À outra raiz além de zero é 1/3. A única opção que se aplica é (A), uma dízima periódica 
Positiva, que é 0,333... 


Resposta: (A) 


3x4 na soma de duas outras frações com 


2 
x –5х+6 
5 s denominadores dará: 
Minadores do 12 grau, a soma das constantes que aparecerao no 


37) Para se decompor a fracáo 





(A) 3 ( 

8-5 (CO6 D-4 (E)5 
Solução, 
E do d inador da 
E эж. s fatores do denomin 
TE , para todo x. (x - 2) e (x - 3) são o 


jx _ (x-3) +B -9 todo х. 
ї. х ага 
ien, A * B) + SA 28) 
+ todo x, ficamos com: 
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O ALGEBRISTA 
Solução do sistema: A = -2e B=5 ® A+B=3 
Resposta: (A) 


FA5) Considere as seguintes afirmações sobre o trinómio 
y = -497x? + 1988x — 1987 


(I) Seu valor máximo é 1 

(II) Tem duas raízes de mesmo sinal 

(III) Os valores numéricos para x = -103 e x = 107 sáo iguais 
(IV) O gráfico intersecta o eixo das ordenadas em -1987 


Pode-se concluir que o número de afirmacóes verdadeiras é: 


(4 (B3 (O2 (D! (BO 

Solucáo: 

É preciso checar cada uma das afirmativas. Notemos inicialmente que 1988 = 4 x 497. 
Calculemos o delta do trinómio 

А = 1988? – 4.(-497)(-1987) = (4.497)? — 4.497.1987 = 16.497? — 4.497.(4.497 — 1) = 

= 16.497? — 16.497? + 4.497 = 4.497 = 1988 

Como Д>0, o trinómio tem duas raízes reais. O produto das raízes é positivo, logo as duas tém 
o mesmo sinal. O trinómio tem máximo, pois o coeficiente de x? é positivo. Fazendo x - 0, 
encontramos y = -1987, entáo o gráfico intersecta o eixo das ordenadas em -1987. O máximo 
do trinómio é -A/(4a) = -1988/(4.( -497)) = 1. Logo o trinómio tem máximo igual a 1. 

Portanto as opções (T), (ID) e (IV) são verdadeiras. Resta analisar a opção (III). 

Os valores de x para um trinómio que resultam em valores de y iguais sáo simétricos em 
relação ao eixo de simetria da parábola, ou seja, equidistantes da abscissa x = (-b/2a). Dados 
dois valores de x, p e q, serão simétricos quando p - (-b/2a) = (-b/2a) — q, para isto é 
necessário que p + q = -b/a, ou seja a sua soma é igual à soma das raízes do trinómio. No caso, 
os números dados são -103 e 107, sua soma é 4, e a soma das raízes também ё 4 (-b/a = - 
1988/(-497) = 4). Logo os valores da funcáo para x = -103 e x = 107 são iguais, apesar de 
serem dificeis de calcular numericamente, devido à complexidade dos coeficientes da 
equação. Portanto (III) também é verdadeira. 


Resposta: (A) 
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Polinômios 





polinômios identicamente iguais 


igualdade em álgebra possui dois signi i . 
e maa lior a gnificados diferentes. Considerando duas expressóes 


a) Iguais, somente para determinados valores 
Exemplo: x? + 5x + 4 = 0 
Esta expressáo nem sempre é verdadeira. Ë correta apenas quando x=] ou x=4. Esta expressáo 


= | 


b) Iguais, quaisquer que sejam os valores 

Exemplo: (x + 1)2 = x2 + 9x + 1 

Esta expressáo é sempre verdadeira, ou seja, é correta para qualquer valor de x. Este tipo de 
expressáo é chamada de identidade. Apesar de ser usado o mesmo símbolo de igualdade seu 
significado é diferente. Diz-se no caso (b) que as duas expressões nos membros da igualdade 
sao nao apenas iguais, mas sim, idênticas, ou identicamente iguais. Pode ser usado o símbolo = 
para indicar quantidades identicamente iguais, ou seja, iguais para qualquer valor de x ou 
demais incógnitas. 


Resumindo, as igualdades podem ter dois significados: 


Hx) = g(x) : Igualdade ou equação: São expressões algebricamente diferentes, mas que para 
guns valores de х podem assumir valores iguais, apesar de suas fórmulas serem diferentes. 


ad 6р) < f(x) | g(x) : Identidades ou expressoes identicamente iguais: São expressões que 
—Ó н idénticos, пао importa o valor de suas variáveis. Tipicamente, as duas 
sempre Identicamente iguais apresentam fórmulas algébricas idénticas, mas isto nem 

Pre Ocorre, Por exemplo, as fórmulas podem ser algebricamente diferentes mas tornarem- 


depois de simplificação. 


Eu 
Preciso I "T 2 
de igualdad ат cuidado pois em geral os enunciados nào fazem distinçao entre os dois tipos 


Poli 
inômi. 
aso ; А 
Tesmos kar Polinômios, só podem ser idênticos quando ambos têm o mesmo grau e os 
* Preciso "elicientes, Por exemplo, para que x? + 2x? + 3x + 5 seja idêntico a x? + 2x2 + ax й 5, 
Jue tenhamos obrigatoriamente a = 3. Enquanto isso os polinômios x2 + 3x + 6 e x^ + 
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OO ESSA 


9x + 6 nunca serão idênticos, já que possuem termos em primeiro grau diferentes. O que 
podem ser é apenas iguais, para certos valores de x. Esses valores são exatamente as soluções 
(ou raízes) da equação formada quando obrigamos os dois a serem iguais. 


Polinômios iguais para alguns valores 

Quando dois polinômios não são identicamente iguais (iguais para qualquer valor de x), 
podem ser iguais para alguns valores de x. A figura abaixo mostra os gráficos de alguns 
polinômios que não são identicamente iguais. Esses polinômios podem ser iguais em certos 
valores de x, mas não para todos os valores de x. Os valores particulares que tornam a 
igualdade possível (quando existem) são as raízes da equação obtida quando obrigamos os 
polinômios a serem iguais. Esses valores iguais que dois polinômios podem assumir são os 
pontos onde seus gráficos se cortam. 





lo: 
x3 — x2 — 5x + 3 = 2х2 + 5х + 3 


Os dois polinômios existentes nos dois membros da expressão não são identicamente iguais, 
pois suas fórmulas são algebricamente diferentes. O polinômio do primeiro membro é do 3º 
grau, enquanto o do 2º membro é do 2° grau. Isto já garante que os dois não podem ser 
idênticos (e sendo de graus diferentes, apresentam coeficientes diferentes). Sendo assim, à 
igualdade não pode ser uma identidade, mas sim, uma equação. 


OBS.: A equação resultante será do 3º grau, portanto pode ter no máximo 3 raízes. 
Resolvendo a equação: 

x3 — x2 — 5x + 3 = 2x2 + 5x + 3 

x? — 3x? - 10x =0 


x(x? - 3x - 10). Fatorando o trinómio, temos: 
x(x — 5)(x + 2) = 0 


— —-— 
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soluções (valores de x que anulam a expressão) são: 
As 2 --9 
= (), x= 5ex 
x” U 


Sendo assim, OS valores de x que tornam as expressões iguais são apenas trés: 0, 5 e -2, 


exercícios 
E1) Para que valores das constantes e a e b as expressões são identidades? 
a) 3х2 + 5x + 5 е ах? + bx + 5 f) abx2 + (a + b)x + 5 = 6x2 + 5x + 5 
b) x3 — X2 + 3x + 6 e ax? + bx? + 3x + 6 g) 5х2 + bx + 1 e ах? + 5x2 
c) ax5 + 3x! + бх? e 3xº — bx! + 6x? h) 2x3 — 5x? — 7x + 12 = ax – 5x2 + bx + 12 
d) (a - b)x? + 3x + 2 e x? + ax + b i) (1 + ax)? = 1 + 9x + 9x2 + x3 
e) (a + bp? + 3x + 5 e (a — b)x? + ах? + 3x j) (x - b)5 = (x — а) (х - b) 


Separação em frações 


Nem só polinômios podem ser identicamente iguais. Quaisquer expressões o podem ser, desde 
que suas fórmulas algébricas sejam iguais, fazendo com que ambas as expressões fiquem iguais 
para qualquer valor de x. Um caso típico é a separação em frações, como no exemplo abaixo: 


Exemplo: Se 21. B , encontre А - В. 
x —x-6 х-3 х-2 


(А) 15 (B)3 (С) 34 (0) -3/5 (E) -1/5 





Solução: 

O objetivo é descompor uma fração algébrica que tem como denominador um trinômio do 2º 
grau, como a soma de duas frações algébricas com numeradores constantes (A e B) a serem 
determinadas, e nos denominadores binômios do 1º grau. Neste tipo de problema, não fica 
claro, a princípio, se está se falando sobre uma equação ou uma identidade. Como não ficou 
claro, devemos tentar resolver como identidade, ou seja, determinar A e B tal que a igualdade 
seja verdadeira para qualquer valor de x. Se isto não for possível (por exemplo, se chegarmos 


à um resultado impossível), tentamos resolver como equação, válida somente para certos 
valores de x. 


Reduzindo os dois membros ao mesmo denominador (MMC) e eliminando-o, ficamos com: 
an O _ 4(х-2) В(х-3) 
Х-Х-6 (х-3Хх-2) (x+2Xx-3) 


Х-1“Ах-9А-38х-38В 


А aluno nesse momento deve observar que a expressão não pode ser uma equação, pois 

цэнэ apenas uma equacáo para trés incógnitas (A, B e x), o que deixaria a solução 

sera mimada (infinitas solucóes). Portanto, tudo indica que trata-se de uma identidade, que 

w Yerdadeira para qualquer valor de x, desde que sejam usadas as constantes À e B 
Priadas. Vamos agrupar os termos em x e os termos que não tem x: 


X 
A+B- 1) + (1+2A - 3B)=0 


pos ПО Primeiro membro um polinómio do 1° grau, cujo coeficiente do termo de 1* grau é 
i ер 1) e cujo coeficiente do termo de grau zero (termo independente) é (1 + 9A - E 
Membro Ë coeficientes devem ser iguais a zero, pois é nulo o polinómio existente no 
' Então o polinômio do 1? membro só vai zero para todo valor de x se: 


k 
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A+B-1=0,e E 
1 + 2A - 3B = 0, sistema que resolvido resulta em A=2/5 e B=3/5. 


Então o valor A - B que o problema pede é 2/5 — 3/5 = -1/5. 
Resposta: (E) -1/5. 


Exemplo: Separe em fracóes com denominadores do 1° grau 


3x) -2x* +3x+7 
x^ —5x+6 
Solução: Quando o numerador tiver grav maior ou igual ao do denominador, devemos 


inicialmente realizar a divisão, o que resultará em um polinômio inteiro, mais a soma de 
frações com denominadores de 1º grau, cada uma com numeradores de grau zero. Isto é 


garantido porque teremos um resto para operar. 


x^ -5x + 6 
3x + 13 





3x? - 2х2 + Зх + 7 
-3x? + 15x] - 18x 
13x - 15x + 7 
- 13x? + 65x - 78 
+ 50x - 71 
desmembrada 


O quociente foi 3x + 13 e o resto foi 50x — 71, sendo assim a expressão pode ser 


como: 


3x! -2x?+3x+7 50x — 71 
ШУ A TT 


x?-5x+6 х? —5x+6 


Finalmente, a fração pode ser desmembrada como a soma de duas frações na forma 





A(x- 3) + B(x - 2) = 5x — 71 


A+B=5 
3A + 2B = 71 
A=6leB=-56. 


Logo, 
3x -2x +3x +47 _ 61 56 
x! —5х +6 x-2 x-3 





| ja 
Lembrese, а separação em parcelas da forma Ax - a) requer que a fração ef 7 
reduzida com o desmembramento de quociente e resto 


das frações 


D 
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Em geral nesse tipo de exercíci | . 
desmembradas. P rcício, o enunciado já dá a forma (o grau) 


capítulo 21 - Polinômios 


Equações envolvendo polinômios 


Ai gualdade p(x) = q(x) pode ser uma identidade se os polinómios p(x) e q(x) forem 
de nticamente iguais, ou seja, polinômios de mesmo grau e com os respectivos coeficientes 
' ais. Caso contrário, os polinómios nào seráo identicamente iguais 
m alguer valor de x), mas sim, iguais para certos valores de x. Nesse caso, a expressáo p(x) = 
q(x) é uma equação, cujas soluções são aqueles valores de x que tornam as expressões iguais. 
Algebricamente, кип sempre existe forma para encontrar analiticamente as solucóes, ou seja, 
resolver à equacao. Existem entretanto alguns casos em que é possível encontrar 
analiticamente essas soluções, e várias técnicas a serem utilizadas. Neste capítulo veremos 
algumas ferramentas que nos permitem resolver tais equações polinomiais. Por exemplo, a 
formula quadrática nos permite encontrar as soluções de equações do 2º grau. Aliando as 
técnicas de fatoração com a fórmula quadrática, é possível encontrar a solução de equações do 
3º grau, apesar de existir uma fórmula (bastante trabalhosa) para encontrar a solução de uma 
equação do 3º grau. O teorema das raízes racionais permite encontrar facilmente raízes 
possíveis para uma equação de grau superior, desde que os coeficientes da equação sejam 
racionais. O teorema de Bolzano permite determinar intervalos nos quais existem raízes. As 


fórmulas de Girard determinam relações entre coeficientes e raízes, ajudando bastante na 
localização dessas raízes. 


659 


(ou seja, iguais para 


Divisibilidade entre polinômios 


Uma das operações com polinômios mais utilizada é identificar se um determinado polinômio 
é divisível por outro. Isto permite a sua fatoração, o que pode facilitar a solução de equações 
polinomiais, ou seja, encontrar suas raízes. Dizemos que P(x) é divisível por D(x) quando 
existe um polinômio Q(x) tal que 


Р(х) = D(x) . Q(x) 


Ou seja, a divisão entre P(x) e D(x) dá um resultado exato Q(x), sem resto. Por exemplo: 


Р(х) =x3 -8 
D(x) =x — 9 


Fatorando P(x) como uma diferença de cubos (capítulo 5), vemos claramente que 
х - 8 = (x -2).(x2 + 2x + 4) 


Dizemos assim que x? — 8 é divisível por x — 2, já que o quociente, sem resto, de sua divisão, é 
D 1 Р - " | тэс 

4 mesma forma, x? – 8 é também divisível por x2 + 9x + 4, já que o quociente da sua divisáo, 
šem resto, ë x — PA 
Quanto identifi 
4 aro, também 


| Outro multipli 
| Múltiplo q d 
| 


camos que um polinômio de maior grau, é divisível por outro de menor grau 

ë válido quando os polinómios sáo de mesmo grau, no caso um seria igual ao 

ado por uma constante), podemos fatorar o maior deles, como sendo um 

9 menor, o que facilita simplificações e resolução de equacóes. 

| U 

| im = Че interesse particular é a identificação da divisibilidade de um polinômio Р(х) por 
Polinómio do 1º grau. Este resultado ë o chamado teorema do resto. 
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Teorema do resto 


O resto da divisão de P(x) por (x - a) é Pla) 


O uso deste teorema tem duas vantagens: 


ivisa i jvisão 
1) Permite encontrar o resto da divisão sem realizar à 2 tem um fator da forma (x - a) 
2) Ë uma forma rápida para identificar se um polinómi 

4 divisáo de um quociente do 1? grau " 


Quando fazemos s 
de grau zero. ortanto o resto será uma 


A demonstração é bastante simples. | 
nor, ou seja, 


- a), o resto será de grau uma unidade me 
constante. Podemos então escrever. 


P(x) = Q(x).(x — a) + K 
já que existe uma forma única, e 


membros são polinômios idênticos, : 
Como esta expressáo é uma 


alizar uma divisáo de polinómios. 
alquer valor de x. Em particular, façamos X ^ a, ficando com: 


As expressóes dos dois 
sempre possível, para re 
identidade, é válida para qu 
P(a) = O(a).(a - а) + K 


O termo (a - a) se anulará, ficando com: 


P(a) = О(а).0 +K 
K - P(a) 


O que mostra que K, que é o resto da divisáo de P(x) por (x - a), é igual a P(a). 


Exemplo: 
Determine o resto da divisáo de x100 — 5x? + Зх por (x - 1) 


Solução: 

Obviamente seria muito trabalhoso realizar a divisão de um polinômio de 100º grau, mesmo 
pelo simples divisor (x – 1). Como estamos interessados apenas no resto, nào precisamos 
realizar a divisão, bastando apenas usar o teorema do resto: 

“O resto da divisão de P(x) por (x - 1) é P(1)." 

Isto resulta em 110 - 5x 12 * 3x 17-1 

Um caso particular do teorema do resto é o Teorema de D'Alembert. 


“O polinômio P(x) é divisível por (x — a) se e somente se Fa) = 0.” 


Este teorema nada : 
mais é que uma consequëncia do teorema do resto. P(a) = 0 significa que 0 


: аи "inn de Р(х) por (x – a) vale zero, о que é o mesmo que dizer que P(x) é divisi 

Exercícios 

dados ME do resto para calcular o resto da divisáo dos polinómios pelos ылд 
Dads f) x! — 2x5 + 3x2 + 5 por (x + 2) 


g) x1% — 1 por (x — 1) 
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с] х3 - 2X2 + 3x + 1 por (x + 2) h) X? + 10x? + 20x — 40 por (x — 2) 
yá — 5x2 + 5x + 3 por (x — 3) i) x15 + 3x10 + 7x5 + 3 por (x + 1) 
e) х 100 +x5 + 4X por (x + 1) j) 5x6 — 15x3 + 5x2 por (Х-1) 


83 Encontre k para que -2x + 1 seja um fator de —6xŠ + 11x? — 2x + k. 

Ал 8)9 (0-6 (0)-3 (E 

g4) Qual dos seguintes binómios ё um fator de Р(х) = x? + 2x! — x? — 2x2 + 4x + 8? 
д)х+3 (Bx-1 (Ox-2 Q)x*1 (Ex«2 

E5) Encontre o resto da divisáo de xº+1 por x - 1. 


Ар? (B-1 (C)2 (D)-2 (EO (Р) МКА 


Еб) Qual é o valor de k para que o resto da divisão de 3x* + kx? + x^ — 16x + 4 por x - 2 seja 
8° 
E7) Qual é o resto da divisão de x^ + 10x12 — 7х5 + 3 por x + 1? 


E8) Dé o resto da divisáo de x100 _ 2x49 _ 1 por (x + 1). 

(1 (B2 (ОЗ (D)4 (E5 

F9) Calcule k para que (-2x + 1) seja um fator de -6x? + 11x? - 2х + k. 
(AJ-92 (B)92 (С)-3 (D)-32 (E) 1 


E10) Encontre o resto da divisáo de x? — 64 por x - 1. 
(A) 42 (В) 256  (C)49 0) 6з  (E2 


E11) (*) Dé uma solução real para a equação 12x? + 16x? — 5x — 3 = 0, dado que -3/2 é uma 
raiz. 


(A) -1/3 (B)O (C) Não há outra solução real (D) 2 (E) -1/2 
E12) Resolver a equação x2 + x2 — 5x — 6 = 0 sabendo que uma solução é x = -2. 


E13) Sabendo que x = 2 ë uma soluçao da equação x3 — 4x2 — 2x + 19 = 0, encontre a soma de 
todas as suas soluções. 
(А) -0,0003 (B)1 (C)2 (р) 3,445 (E)4 


Teorema das raízes racionais 


Equações de 1º ou 2º graus são fáceis de resolver, pode | 

grau е uma simples manipulação algébrica para о 1° grau. Já as equações de grau a partir 
do 3º são de solucáo trabalhosa ou impossível (inexisténcia de fórmula conhecida). A fórmula 
do 3º grau nem é mais usada, de tão complexa, e a do 4º grau é encontrada apenas em textos 
antigos de matemática, por ser muito mais complexa. O método menos trabalhoso para sua 
resolução é encontrar pelo menos um raiz a e colocar o termo (x - a) em evidência, recaindo 
нт uma equacáo de grau menor. Por exemplo se T(x) for um trinómio e encontramos por 
“П8ресао (tentativa e erro) a raiz a, podemos escrever a equação T(x) = 0 na forma: 


mos usar a fórmula quadrática para O 


D(x).(x -а)-0 
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Na qual D(x) é um trinómio do 2° grau, resultante da divisão de T(x) por 


X 
recaímos em uma equação do 2? grau, de solução bem mais simples. be - a) Assim 


Exemplo: Resolver x? — 2x? – 5x + 6 = 0 


Solucáo: 
Por inspeção verificamos que x = 1 é raiz da equação (1-2-5 +6 = 0). Sendo is 
podemos colocar em evidência (x - 1). O outro será o quociente da divisão de хз _ 9,2 _ E 


6 por (x - 1): 


х? - 2х? - 5x + 6 x — 1 
-х + х? x — x - 6 
-х — 5x + 6 
+ x — x 
— 6x + 6 
+ 6x- 6 
0 


Temos então (x? — 2x? — 5x + 6) = (x - 1)(x? - x - 6) 

As soluções da equação do terceiro grau são x = 1 e ainda a solução do trinómio do 2º grau 
х2-х-6=0 9 х= 2ех = 3 

Resposta: S = (1, -2, 3) 


Vemos entáo que encontrar uma raiz k é um bom caminho, pois permite colocarmos o termo 
(x — k) em evidéncia, multiplicando uma outra expressáo de menor grau. 


O teorema da raízes racionais é de grande ajuda no encontro dessas raízes por inspeção. Ele 
permite encontrar um pequeno conjunto de “suspeitos” para as raízes, que podem ser testadas 
rapidamente com o teorema do resto: 


Teorema das raízes racionais: 
Se uma equação do nº grau com coeficientes inteiros na forma 


i é 
a,xP + ах”! +... + ag = 0 tem raízes racionais da forma p/q, então necessariamente P 
divisor de ao e q é divisor de a. 
д : : i agem à 
Note que o teorema não garante que as raízes existem, mas sim que, caso existam, satisf 
condicáo para p e q. 


Se a, = 1, então as raízes são inteiras, e todas são divisoras de ao. 


0 
o com 
Exemplo: Encontre valores possíveis para as raízes de x? — 2x? — 5x + 6 = 0, de acord 


teorema das raízes racionais. 


и 


Solugáo: Temos ao = 6 е az = 1. As raízes tem que estar entre os divisores de 6. Juções são 


possíveis são +1, +2, 33, +6. De fato, já resolvemos esta equação e vimos qué suas SO 


as do conjunto S = (1, -2 , 3]. 
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quaçao 
grau com coeficientes 24 e 
rá muito grande, envolverá 
mas combinacóes de numeradores 
| e 1, 5, 7 е 35 по denominador. Muitas 
| raizes 1 e —1, que quase sempre são usadas nas questões pela sua 
simplicidade. Felizmente as questões que envolvem o uso do teorema das raízes racionais 
usam equações com raízes simples, como +1 ou +2, no caso de uma banca de bom senso, pois 
é mais importante testar se o candidato sabe usar o teorema que tortura-lo com cálculos em 
exagero. Infelizmente o bom senso nem sempre pode ser esperado. O grande matemático 
René Descartes dizia que “O bom senso é a coisa do mundo mais bem distribuída: todos 


pensamos tê-lo em tal medida que até os mais difíceis de contentar nas outras coisas não 
costumam desejar mais bom senso do que aquele que têm”. 


O teorema das raízes racionais nem sempre tem o 
extremamente fácil. Se tivermos por exemplo uma equação do 3º 
35 nos termos em x° e em х0, a lista de “suspeitos” para as raízes se 
náo somente os positivos e negativos (como ë de praxe), 
com os fatores 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 e 24 no denominador, 
vezes ë mais fácil “chutar” 


poder de tornar uma e 
3 


Teorema de Bolzano 


Este é um poderoso teorema do cálculo diferencial e integral que pode ser aplicado como uma 
útil ferramenta para resolução de equações. Vejamos a versão simplificada, para uso na 
resolução de equações polinomiais. A ideia ë bastante simples: Se P(a) é positivo e P(b) é 
negativo (ou vice-versa), entáo existe uma raiz de P(x) no intervalo [a, b]. Nem toda funcáo 
possui esta propriedade, válida pelo fato das fungóes polinomiais serem contínuas. 


No exemplo ao lado, temos f(a) < O e f(b) > 
0, ou seja, a função f apresenta uma troca de 
sinal para algum valor entre a e b. Como a 
função f é contínua (isto inclui todos os 
polinômios), isto garante que f pelo menos 
tem uma raiz entre a e b. 





Podemos aplicar o teorema de Bolzano juntamente com o teorema das raízes racionais para 
encontrar raízes em potencial. Sabendo os valores possíveis de acordo com o teorema das 
raízes racionais e intervalos nos quais existem raízes, usando o teorema de Bolzano, podemos 
achar mais rapidamente as raízes, reduzindo o número de escolhas. 


! ica д — a) para 
Lembre de, sempre que for encontrada uma raiz, fazer a divisão da expressão por (x a) p 
continuar investigando uma equação mais simples. 


Relacóes de Girard 


Finalmente temos a última fórmula deste livro, amplamente utiliz 
envolvendo polinômios e equações: as relações de Girard. 


ada na solução de problemas 


a 9 
tes e raizes das equações de 2 


Tais 
relações «a | T elacóes entre coeficien 
ções são uma generalização das relaç 2 + bx + c = 0, suas raízes X] € 


grau. No capítulo 13, vimos que em uma equação do 2º grau ax | 
Ху estão relacionadas com os coeficientes da equação da seguinte forma 
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C 


b 


semelhantes, envolvendo os coeficientes e as raizes de 


As relações de Girard são fórmulas 
inomial de grau п, 


equações de grau maior. Dada à equação pol 


— кы 2 __ 
ax a, x" +a, x" 2 L +a, +ax+a = 0 


Temos as seguintes relações: 


a, 
x +++. + == 
a, 
A 2 
Хү.Х, + Х.Х; р +... +х.Х„ + Х.Х; + Ху. +... + X, X, 7 ын 
" 


а 

X, Xy Xy = (-1) = 
a, 

a soma dos produtos das raízes tomadas dois 

3, até que no ültimo termo aparece o 

(-1) Cada parcela tem 

dividido pelo termo de 


As relações listam, na ordem, a soma das raízes, 
a dois, a soma dos produtos das raízes, tomadas 3 a 
produto das raízes. Parcelas ímpares aparecem multiplicadas por 
simplesmente o coeficiente correspondente ao termo do polinómio 


maior grau, afetado do sinal negativo quando for o caso. 


Exemplo: Encontrar as relacóes de Girard para as raízes da equaçao 
х3 + 6x2 + 3x — 10=0 
Solugáo: 

1) xi + xo + xa = — (6/1) =- 
2) X1-X2 + x¡.X3 T Xo.X3 7 + 3/1 = 3 
3) x1-X9-X3 7 -(-10)A = 10 


Exercícios 
E14) Qual a soma das raízes de x! — 2x? — x? + 2x ? 


E15) Encontre a soma das raízes de f(x) = 2x3 — 14x + 12 
(A)O (B1 (C4 (D)-4 (E) МА 


E16) Encontre a soma das raízes de 4x? — 4x2 - 7x = 0 


Exercícios de revisão 
E17) Encontre os zeros do polinômio f(x) = xŠ – 9x2 + 26x — 24 


E18) Calcule a para que o resto da divisão de x? — 2x2 — 5x + 9 por x — a seja 9. 


El9 inÓmi 
) Quando o polinômio Р(х) = xt — 8x? ~ 7x2 + 3 е dividido por x^ + x, O resto é 2 | 


Qual ë o valor de a? 
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Cap 
(A) -14 (В)-11 (C)-2 (D)5 


E20) Sendo n um número natural, expandir o produto (x + yn)(x2n — xnyn + y2n) 


665 


£21) Encontre a soma das raízes de 3x? — 7х2 – 5х + 10 = 0. 

E22) Calcule x em 1. do Ad 

£23) Sejam a, b е c números reais e seja Р(х) = ax? + bx + cx + 3. Se P(-5) = 17, calcule P(5). 
(A) 17 (B)-11 (С) 14 (D)17 (E) Não pode ser resolvido com as informacóes dadas 


E24) (*) Se x? — 5x — 6 = 0, calcule x* – 10x? + 26x? — 5x — 6. 
(j36 (B)42 (C)30 (D)6 (EO 


E25) Encontre a diferenca entre a maior e a menor raiz do polinómio 


Р(х) = x - 4х3 — 2x? + 4x + 1 
(3-45 (В) 2445 (C4 (D)2 (E) 245 
E26) (*) Encontre todas as raízes reais da funcáo f(x) = 3x3 — 2x? + 12x — 8. 


E27) Considere o polinómio 9x4 — bx? + x2 + 4x – 22, e suponha que o coeficiente b é um 
inteiro. De acordo com o teorema das raízes racionais, qual dos seguintes valores não pode ser 
uma raiz deste polinômio? 


A Bu (С)13 (р)-112 92 


E28) Qual dos seguintes números nào é uma raiz em potencial da funçao p(x) = x! — 9x? — 4х 
+ 12? 


(A)1 (B2 (C)3 (0)4 (E5 

E29) Ao dividirmos 2x2 + 3x + 1 por x - 1, o resto será: 
()3 (B6 (O1 (0)5 (B4 

E30) Qual é o resto da divisão de x100 + x — 22% por (x - 2)? 
AJO (B)1 (o2 (n3 (29 


T : 2 Ё 
E31) De acordo com o teorema das raízes racionais, qual dos seguintes valores náo pode se 


raiz de 10x4 + 2x3 + 4x2 + ax — 6? 

А)-1 B12 (C)-65 (D)-3 (BIB 

E32) Dê o resto da divisão de f(x) = 240 + 5x2 + 4х2 — 7x + 1 por x + 1. 
^)15 (B)-17 (C)1 (D)5 (E)-5 

F33) Encontre a soma de todas as raízes do polinómio p(x) = x3 + 2x? — ax + b. 
A-5 (B)-2 (co (p2 (56 

E34) (*) Qual é o resto da divisão de xê + xê + х9 + x? por x? 1º 
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E35) Qual é o resto da divisão de x135 + х125 _ x115 + х5 + 1 por x? — x? 


E36) De todos os polinômios com coeficientes inteiros, qual é aquele de menor grau que tem 


1/5 е 1 J3 como raízes, e que tenha os menores coeficientes possíveis? 

2 2 

E37) Um polinómio deixa resto 2 quando dividido por x - 1, e deixa resto 1 quando dividido 
por x — 2. Qual ë o resto obtido quando este polinómio é dividido por (x - 1)(x - 2) ? 

E38) Encontre todas as soluções de x? + x? - 2x - 2 = 0. 


E39) Seja f(x) = (x? - 1) + 1) e g(x) = (x? - 1)(x2 - x + 1). Se h(x) é um polinômio tal que f(x) 
= g(x).h(x), qual é o valor de h(1)? 


F40) Encontre um polinômio de 4º grau com coeficientes inteiros que tenha como raiz, 


2445. 
E41) (*) Sejam a, b e c as três raízes de р(х) = x? — 17x - 19. Qual é o valor de ад + bš + cê? 
E42) Dé a solução real de x? + 8x? + 12x — 385 = 0. 


E43) Se a, b e c são as soluções da equação x3 — 9x2 — 5x + 8 = 0, qual é o valor da expressão 
] 1 1 


a — + — 


ab ac bc 

E44) Dado que f(2/3) = 0, dé as outras duas raízes de f(x) = 3x? - 11x2 - 6x + 8 
F45) Quais sáo os valores de x para os quais х500 = x502 ? 

F46) Resolver (x + 8)* = (2x + 16)?. 

E47) Encontre o resto da divisão de Р(х) = 4x15 — 6x? — 5x + 6 por (x - 1). 

(A) -1 (В) 2012 (C)-141 (0) 891 (E) 1 

F48) Resolva a equação x3 — 6x2 + 11x — 6 = 0 sabendo que x = 2 é uma das soluções. 
(A) (-1-43, -1+V3,3) (В) (1,2,3) (C) (-1,23) 0) (1,2) (E) (2) 
F49) Encontre o resto da divisáo de p(x) = х88 + 5x — 2 por (x + 1). 

(A)-3 (В)-4 (С)-5 (D)-6 (E) МКА 

E50) Encontre o resto da divisão de f(x) = 2x2010 _ 3x67 + 7x — 5 por (x + 1). 
(A)-7 (8)5 (O3 (0)-2 (EO 


E51) Fatorar x? - 3x^ - 16x + 48 
д) (e *2к-2к-3) (8(х94х-4(х-3) (O) + 3) - 206-3 
(D) (x + Atx = (x +3) (E) O+ 16) 3) 


E52) Determine o resto da divisão de x89 — 9350 + | por x + 1. 
(A)2 (B4 (O-2 (0)3 (8)5 


, 
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853) Se x = 2 é uma raiz de f(x) = xŠ — 14x? + 59x — 70, encontre as demais raízes de f(x). 


prec аш ()х-7ех--5 (С)х--7ех-5 (D)x=7ex=5 (Е) МКА 





21 - Polinômios 


Е54) De acordo com o Teorema das Raízes Racionais, qual dos seguintes valores 
definitivamente não pode ser raiz do polinômio 3x4 + 3x3 + ax? + bx — 12, onde a e b são 
inteiros? 

(A) -1 (B)2/ (C)-43 (D)12 (Е) 3/2 

£55) Determine o resto da divisão de f(x) = 3x99 — 2x25 + 5x + 1 por (x + 1). 

(А)-5 (B)-3 (С)1 (D)5 (E7 

E56) FATEC 2007 


Se x = 2 é uma das raizes da equação x? — 4x2 + mx - 4 = 0, meR, então as outras raízes são 
números: 


(A) negativos (B) inteiros (C) racionais não inteiros (D) irracionais (E) não reais 


E57) Determine o resto da divisão de f(x) = 2x? — 4x? + x? — 3x + 2 por x + 1. 
(A)-2 (B)8 (C)12 (D)-8 (E) МКА 


E58) Resolver a equação xŠ — 6x2 + 7x + 2 = 0 sabendo que uma solução é x = 2. 


(A) 2, 4-45, 4-5) (В) (2, 2+ 45, 2-45) (С) (2, -1, -2) 
(D) (2, 4-42, 4—42) (E) [1,2,-1) 


E59) Quais dos seguintes binômios é fator de Р(х) = x? + 2x! - x? – 2x? + 4x + 8? 
(А) х+3 (В) х-1 (C)x-2 (D x*1  (Ex-*2 


E60) Encontre o resto da divisão de (Зх - 5)% + 5x – 9 por x - 2. 


E61) Dividindo x!” — 2 por x - 1, o resto será: 


(4)-3 (B1 (C)-1 (DO (E)5 


E62) A equação x? + x? + 2x + 1 = 0 tem uma raiz real entre: 


А) 0е12 (B2e3 (C)-1e0 (0)12е1 (E)3e4 


E63) O gráfico de f(x) = 4x? + 4x2 — 7x + 2 intercepta o eixo x em quantos pontos? 
^)! (B)2 (C)3 (D)4 (E)NRA 

64) Resolver a equacáo (x + 13 — 7(x + 12 + 12(x + 1) = 0. 

55) O resto da divisão de х* — 3x8 + 2х +7 por x — 3 é: 

560 Determine O próximo termo da sequëncia 8, 11, 18, 29, 44 ... 

Эн) Encontre o próximo termo da sequência 625, 125, 25, 5, 1, ... 

E. 


e P um nümero positivo, quantas solucóes reais distintas tem a equacáo 
а; 


bh | 
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_ E70) Calcule a e b para que a expressão 23х45 __4 
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E69) (*) Determine a e b tal que x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = (x^ + ax + b). 


ы. + 
х2+5х+6 x+2 x+3 








seja correta para qualquer 


- valor de x, desde que não anule os denominadores. 


E71) Uma das soluções da equação 2x3 + 13x? + 17x - 12 = 0 e -3. Encontre a soma das duas 
outras raízes. 


E72) Se um polinômio P(x) é dividido por (x - 2), o resto é 1, e quando dividido por (x — 1), o 
resto é 2. Qual é o resto da divisão de Р(х) por (x — 1)(x - 2)? 


(A)? (B)3 (C)-x+3 (D)-2 (E)-2x+10 

E73) Resolver x? + 6x? + 11x + 6 = 0. 

E74) Se 4* = 2, calcule x. 

(A)2 (B10 (C)52 (0)25 (E)24 

E75) Resolver a equação x3 + x2 + 17x + 17 = 0. 

E76) Encontre a soma de todas as raízes de x! — 2x3 + 3x2 — Ax + 5 = 0. 


E77) Resolver x? — 5x2 + 0x — 5 = 0. 


215) O polinómio p(x) tem valores p(1) = 4 e p(-1) = 2. Qual ёо resto da divisáo de p(x) por 
x“ — 1° 


E79) A equação x* + 4x? + x? — 6x + 2 tem quantas raízes racionais? 


(А)0 (B1 (O2 (D)3 (E4 


E80) Quando o polinómio p(x) ë dividido por x? - 1, o resto ë x + 1. Qual ë o resto quando 
p(x) é dividido por x - 1? 


E81) Resolver a equação x? - 6x? + 11x - 6 = 0. 
E82) Resolver a equação x? + 2x* – x? - 2x? + 4x +8 = 0 


E83) Sejam а, b e c números reais, e seja Р(х) = ах?  bx5 + cx + 3, Se P(-5) = 17, encontre 
P(5). | 


ЕВА) Resolver x* - 4x? - 2x? + 4х + 1 = 0 

E Dados que a, b e c sáo raízes da equação x? — 2x2 _ 11x + 19 = 0, encontre 1/a + 1/b + 
б, 

(А) 56 (В) 11/12 (C)13/12 (0)76 (E)80 


E86) Encontre o resto da divisáo de P(x) = 4x15 _ 6x2 _ 


9x + 6 por (x - 1) 
(A) -1 (B) 2012 (C) -141 


(D) -891 — (E) 1 
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wi BA (2 0-2 BO 


MA . + c e P(-1).P(1) < 0 e P(1).P(2) < 0. P d | : 
се Р(х) 7 ах * i .P(2) . P(x) pode assumir, para raízes, os 


números: 
д)03е32 (8)-246 15 (C)-03e05 (D)07e19 (Е) 1,3е1,6 
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to da divisão de x8 – 1 por x - 1. 


E89) (*) CN 82 


(a —2)х* +(b-1)x? +(c—1)x+10 


O valor da expressão independe de x. A soma dos valores 


х^ -х+5 
de a, b e c € 
(A) 4 (B2 (C)-3 (D)O (E 
EX) (*) CN 85 


A soma de todas as raízes da equação (3x - 12)(x + 2)(x - 2) = (Зх - 12) (x + 6) é: 
(-3 (B)-1 (O0 (D! (53 
E91) (*) Colégio Naval 2015 


Seja x um número real tal que x? + x? + x + x 1 + х2 + x? + 2 = 0. Para cada valor possível de 
x, obtém-se o resultado da soma de x? com seu inverso. Sendo assim, o valor da soma desses 
resultados é: 


A5 (B4 (O3 (р)? (BE! 


CONTINUA NO VOLUME 2: 170 QUESTOES DE CONCURSOS 


Respostas dos exercícios 





El) aja=3eb=5 e) Impossível i) Impossível 
bha=1eb=-1 f) a = 3 e b = 2 ou vice-versa j) a =b, quaisquer 
cja=3eb=-3 g) Impossível 
da=3eb=2 h)a=2eb=-7 

E) ал e) -2 ) -16 
b)3 f) -43 5 
C) -21 0) 0 
d) 54 h) 18 

3) (A) E4) (E) E5) (C) Eó)k--2 E7)19 

Eg 

) (B) E9) (E) E10) (D) E11) (A) E19) 15 A 

E13) (E) 

El 

е E15) (A) E16) 1 E17) 2,3,4 Е18)0, 1+-/6 





— — — ——————— ma 0 e a. Mi — — A hH A  — 
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E23) (B) E24) (A) E25) (E) E20)x-2/3 — E27)(C) 
E28) (E) E29) (B) E30) (C) E31) (E) E32) (A) 
E33) (B) ЕЗ4) Зх+1 ЕЗ5) 2х+1 ЕЗ6) 8(2х2- 1)(4x2 - 3) 

ЕЗ7) -х+3  E38)1, /2 e -V2 ЕЗ9) 5 E40) (х2 — 7 )2 - 20 
Е41) 57 E42) x = 5 F43) - 1/4 FA4) 0 - 1, 4, 2/3 

F45) 0, 1,-1 Е46) -6, -8, -10 E47) (A) E48) (B) F49) (D) 
E50) (A) E51) (B) E52) (C) E53) (D) E54) (D) 
E55) (A) E56) (D) E57) (B) E58) (B) E59) (E) 
E60) 2 E61) (C) E62) (C) E63) (B) E64) -1, 2, 3 
E65) 13 E66) 63 OBS: Veja como se comporta a diferença entre os termos 
E67) 1/5 E68) 2 E69) Impossível E70) a = -1, b = 4 

E71) -7/2 E72) (C) E73) -1, -2 e -3 

E74) (C) E/5x--1 — E76)2 E77) x -1 E78) x +3 
E79) (A) E80) 2 E81)1,2e3 E82) -2 E83) -11 
E84) 1, -1, 2+ J5 E85) (B) E86) (A) E87) (E) 
E88) (D) E89) (A) E90) (E) E91) (D) 


Resoluções selecionadas 


E19) Dê uma solução real para a equação 12x? + 16x2 _ 5x _ 3 = 0, dado que -3/2 é uma raiz. 
(A) -1⁄3 (B)O (C) Não há outra solução real (D) 2 (E -1/2 

Solução: 
Como x = -3/2 é raiz, façamos a divisão por (x + 3/2) 
12x? + 16x? - 5x - 3 =0 / (x + 3/2) = 12x2 
Portanto as duas outras raízes são as raíze 
Resposta: (A): -1/3 


-2x-2-29(6x2. x _ 1) 
s de (6x2 _ x — 1), que valem -1/3 e 1/2 


E35) Se xº — 5x — 6 = 0, calcule x — 103 + 26x2 5x6 
(A) 36 (В) 42 (C) 30 (D) 6 (E) 0 
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Jução: 
op do E ээс - 10x * 26x" — 5x — 6, temos que 
E= x 10x x^ + (x x — 6) = x? - 10x? + 25x2 , Ја que o trinómio entre parênteses vale 


então E = x — 10x? + 25х2 = x?(x? — 10x + 95) = x?(x — 5)? 
2_5x-6=0, então x =-1 ou x = 6. | 

12 O çã 

9a opção: x = 6: x (x — 5)? = 36.12 = 36 

Seja qual for o caso, x2 — 5x — 6 = 0 implica necessariamente em x2(x — 5)? = 36. 


Resposta: (A) 

E37) Encontre todas as raízes reais da função f(x) = 3x3 — 2x2 + 12x – 8. 
Solução: 

3x3 — 2х2 + 12x -8 = 0 

3х3 + 12x — 2x2 - 8 = 0 

3x(x? + 4) - 2(x + 4) = O (fatoração por agrupamento) 

Bx- 2) + 4) =0 

а) 3x-2=0 $) x 2/3 

b) x + 4 = 0 > impossível no conjunto dos reais 


Resposta: x = 2/3 


F45) (*) Qual é o resto da divisão de xŠ + xŠ + x9 + x? por x^ - 1? 

Solucáo 

Sendo feita uma divisão por x2 - 1, o resto será uma expressão polinomial de primeiro grau, 
no máximo, da forma Ax + B. Então podemos escrever: 

X3 + хб + x9 + x? = (x? — 1).Q(x) + Ax + B 

Fazendo x = 1: 

1+1+1+1=0Q()+A+B 9 A+B=4 

Fazendo x = -1: -1 + 1 -1 -1 = 0.Q(-1) -A + B > -A +В = –2 

Resolvido o sistema, encontramos А = 3 e В = 1, logo o resto ё Зх +1 


Resposta: 3х + 1 


E52) Sejam a, b е c as trës raízes de р(х) = x3 — 17x — 19. Qual é o valor de a? + bŠ + c?? 


Solucáo: 

Da relacóes de Girard, temos que a + b + c = 0 e abc = 19 

Lembremos ainda que Se tivermos x * y + z = 0, х + y? + z3 = 3xyz (cap. 5, pág. 244). (esta 
expressão deve ser memorizada por aparece muitas vezes em questóes maliciosas de provas). 
Esta situação se aplica a este problema, já que a + b + c = 0. Portanto, o valor que é pedido 


Pelo problema, a3 + b3 + c3 é igual a 3abc. 


J.abc = 3.19 = 57 
sposta: 57 

ү) (*) Se a ë um número positivo, quantas solucóes reais distintas tem a equação 
+ 


„а? 
Solução: 

mo expressões x“ e x? são ambas positivas 
maior é o valor dessas expressões, OU 
nta de valor. Para qualquer a 
Uma vez atingido este valor, a 
terá como assumir 


te, sempre aume 
x? terá o valor a. 
nunca diminuirá e nunca 


Seja ¿ 
dk e uma expressáo estritamente crescen 
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62 — ОАЕВАБТА 


Tei portanto 


novamente o valor a, então existirá apenas um valor de x para o qual x* + x 
haverá uma única raiz positiva. 

Resta analisar o que ocorre para x negativo. Considerado x negativo, e sendo a positivo, 
teremos os seguintes sinais: 

xt * x!-a 2 x?(x?* x)-a 

Quando x é negativo, temos os seguintes sinais para esses fatores: 

x2: sempre positivo 

х? + x : negativo entre —1 e 0, positivo para x < -1 

Portanto, a única forma de ter a expressáo xÍ + x? positiva (x* + x? = a > 0). Em outras 
palavras, não existe valor de x em (-1, 0) tal que x! + x? 7 a, para a positivo. Sendo assim, a 
equacáo dada nào tem raiz entre -1 e 0. Entretanto podemos afirmar com certeza que a 
equacáo tem exatamente uma raiz menor que -1, para qualquer a positivo, já que: 

a) Para x = -1, x* + x? = 0. 

b) Para valores de x negativos e menores que -1, o valor de х“, que ё positivo е está elevado à 
quarta potëncia, ë maior que o valor de x3, que é negativo mas está elevado apenas à terceira 
potência. Quanto mais х é inferior a -1, maior será o valor da expressão positiva xt + x3, (que 
somente será negativa entre -1 e 0), e para algum valor de x, esta expressão será igual ao 
valor a, qualquer que seja o valor de a > 0. Sendo assim a expressão terá uma outra raiz, para 
x negativo, a não terá nenhuma outra raiz negativa, já que a expressão não mais oscilará. 
Portanto a expressão dada terá apenas duas raízes, qualquer que seja o valor de a>0 dado. 


Resposta: 2 


E80) Determine a e b tal que x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = (x? + ax + b)“. 


Solução: 

Impossível. A expressão é obviamente uma identidade, e não uma equação, já que existirão 
valores diferentes de x para cada a e b dados. O que a expressão indica é que as expressões 
dos dois membros são identicamente iguais, e quer saber quais valores de a e b tornam ambas 
as expressões idênticas. Como no segundo membro temos um quadrado perfeito, e no 
primeiro membro não, as expressões nunca serão idênticas. 


Resposta: Impossível 


E99) Se P(x) = ax2 + bx + c e P(-1).P(1) < 0 e P(1).P(2) < 0. P(x) pode assumir, para raízes, os 
números: 

(А) 0,3е 3,2 (В)-24е1,5 (C)-03e05 (D)0,77e 1,9 (Е)1,3е1,6 

Solucáo: 

P(-1) e P(1) têm sinais contrários, então Р(х) tem uma raiz entre -! e | (Teorema de Bolzano). 
Da mesma forma, P(-1) e P(2) tém sinais contrários, portanto P(x) tem também uma raiz entre 
-] e 2. Das cinco opções do problema a única que têm raízes nesses intervalos indicados é a 


(D). 


Resposta: (D) 
-~ (a-2)€ *(b-1)x? + (c — 
E100) O valor da expressão шини илтэд independe de х. À soma dos 
valores de a, b e c é: 
(А) 4 (B2 (C)-3 (0)0 (El 
Solução: 


х £ 0 ° 
A expressáo do numerador é do 3° grau, caso o coeficiente (a — 2) não seja nulo. Se realmente 
for do terceiro grau, a divisáo resultará em uma expressáo do 1° grau, com ou sem resto, seja 
como for, será uma expressáo dependente de x. Logo, o coeficiente de 3° grau tem que ser 


— | 
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Р” ¿ capítulo 21 - Polinómios 673 


A a E a aa 
E Sendo assim, temos uma expressáo do 2? grau no numerador e outra no denominador. A 
única forma dessa divisáo ser independente de x é se o resto for zero, Ou seja, o polinómio do 
aumerador é múltiplo do polinômio do denominador. Como ambos são de 9? grau, a única 
forma disso ocorrer (se o numerador for de 1° grau, o resultado será dependente de x) é se a 
razáo entre eles for uma constante. Como no denominador o termo independente é 5, e no 
numerador este termo independente é 10, esta constante de proporcionalidade é 2, ou seja, 
todos os coeficientes do numerador sáo o dobro do coeficiente de mesmo grau no 
denominador. Sendo assim; 

Ь-1 = 2929 b-3 

c= ] = -2 Э c=-1 

a = 2 (para anular o temo em хз). 

а + b+c= 4 


Resposta: (A) 


E101) A soma de todas as raízes da equação (3x — 12)(x + 2)(x — 2) = (3x — 12)(=x + 6) é: 

(А)-3 B)-1 (O0 (D! (53 

Solucáo: 

Se 3x - 12 = 0, ambos os termos da equação serão zero, portanto x = 4 é uma solução. Para 
outros valores de x, o termo (3x - 12) ë diferente de zero, e pode ser simplificado: 

(x + 2) - 2) = (=x + 6) 

x“ — 4 = —x + 

x2 + x - 10 = 0, cuja soma das raízes reais é -1. 

Somando com 4, a raiz anteriormente encontrada, ficamos com 4 - 1 = 3. 


Resposta: (E) 


E91) Colégio Naval 2015 

Seja x um número real tal que x? + x? + x х + x-2 + x + 2 = 0. Рага cada valor possível de 
x, obtém-se o resultado da soma de xš com seu inverso. Sendo assim, o valor da soma desses 
resultados é: 


(A)5 (B4 (©з (D)2 (EI 
Solução: 


Lembrar do item (х + 1/x)?, do capítulo 4. Fórmulas de quadrados, cubos e potências em geral 
simplificam quando operamos com um número e seu inverso, já que seu produto será igual a 
1. À expressão do problema tem potências de x e os inversos desses valores. O método geral 
para resolver esse tipo de problema é usar uma mudança de variável у = x + 1/x, e exprimir as 
expressões (x + 1/x)" em função de y. 
у K+ 1% 
уг = (x + La = x? + 1⁄2 + 2.x.1/x => x? + 1/2 = y? - 2 
Y = (x + 1/x)3 = x3 + 1/43 + 3(x + 1/х)(х.1/х) D xŠ + 1/x3 = y? — Зу 
Substituindo na expressão original, as três relações acima, ficamos com: 
E=x3+x2 + x+ PO 349 
Ех d 2 + 1х2 + x + 1/x + 2 
CY -3y+y2_ 2 + y+2= yh + y? - Dy 
azendo E = 0, as soluções são: 
У= 0, у = 1 ey =-2 
x O os valores de x correspondentes: 
x+ a Э x2+1=0 > Impossível em R 
X + x=19 x2-x+1=0> Impossivel em R 
O l/x 7-23 x?2«9x «1-0 > x--l 
“nico valor de x que satisfaz a expressão é -1. 
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674 O ALGEBRISTA 
Verificando: 
х=-1 ә E=-1+1-1-1+1-1+2=0 | 
Portanto x é o único valor real que anula a expressão. 
Calculando a soma de x? com seu inverso: 
x2+1/x2=1+1=2 
Resposta: (D) 
a 
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